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INTRODUCTION 


La mécanique des fluides a pour objet l’étude des lois du mouve- 
ment du fluide et des processus de son interaction avec le corps 
solide. Le fluide est un corps physique possédant la propriété de 
fluidité, c'est-à-dire la propriété de subir de grandes déformations 
non élastiques sous l’action de faibles forces extérieures. La fluidité, 
due à une grande mobilité des particules, est caractéristique non 
seulement des liquides tels que l'eau, par exemple, mais aussi des 
gaz. Pour cette raison, en mécanique des fluides la notion de fluide 
comprend non seulement les liquides mais aussi les gaz. 

La différence entre les lois du mouvement des liquides et des 
gaz se manifeste dans les cas où ces lois sont déterminées non seule- 
ment par la fluidité, mais également par des propriétés caractéris- 
tiques supplémentaires. Une telle propriété des liquides est leur 
compressibilité extrêmement faible, à laquelle est liée la faculté 
du fluide de former une surface libre si une masse déterminée de 
celui-ci est placée dans un récipient. 

Les lois spécifiques du mouvement des fluides gazeux commen- 
cent à agir lorsque sur les caractéristiques de l'écoulement influent 
la compressibilité facile des gaz et la faculté des gaz de varier sen- 
siblement leur volume et leur densité. 

Pour décrire les mouvements d’un fluide, en mécanique des 
fluides on utilise les lois générales de la mécanique du corps solide : 
les lois de Newton, des quantités de mouvement et de la variation 
de l'énergie cinétique combinées aux relations supplémentaires 
conditionnées par la fluidité du milieu. Lorsqu'il est nécessaire 
de prendre en compte l'influence exercée sur la structure de l'écou- 
lement par la compressibilité du fluide, la tension superficielle, la 
conductibilité électrique et les autres propriétés supplémentaires, 
on utilise, pour décrire ses mouvements, les lois physiques qui relient 
ces propriétés à des forces externes et internes apparaissant dans 
le fluide. 

L'introduction de ces dépendances supplémentaires a rendu 
nécessaire d'élaborer des parties spéciales de la mécanique des 
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fluides dont les plus développées sont la dynamique des gaz, où 
l’on étudie l'écoulement des gaz compte tenu de l'influence exercée 
sur leur structure par la compressibilité ; l’hydromécanique magné- 
tique, dont l’objet est d’étudier les mouvements des fluides compres- 
sibles et incompressibles, conducteurs d'électricité, dans un champ 
électromagnétique ; l’hydrodynamique physico-chimique qui tient 
compte de l'influence de divers processus physico-chimiques sur le 
mouvement des fluides ; l'élasticité hydraulique ; l'hydrodynamique 
de l'explosion, etc. 

En se servant des lois de la mécanique et en utilisant des rela- 
tions physiques supplémentaires, on ramène généralement le pro- 
blème de l'étude du mouvement d'un fluide à certains systèmes 
d'équations différentielles ou intégrales. La possibilité de sa résolu- 
tion ultérieure dépend en grande partie des progrès du développe- 
ment et de l'emploi des méthodes mathématiques: de la théorie 
des équations différentielles et intégrales, de la théorie de la fonc- 
tion variable complexe et des fonctions spéciales. des méthodes 
statistiques, de la théorie du potentiel, etc. Parmi ces disciplines 
mathématiques il y en a celles qui ont été élaborées directement par 
suite de la nécessité de résoudre les problèmes de la mécanique des 
fluides. 

La résolution des problèmes de la mécanique des fluides est 
facilitée en grande partie par l'emploi des ordinateurs. Pour l'étude 
des écoulements de fluide on emploie également avec succès les 
méthodes des analogies: électrohydrodynamique, magnétohydro- 
dynamique, gazohydraulique, etc. 

Cependant, la formulation des problèmes de la mécanique des 
fluides et l'établissement des équations du mouvement de fluide sont 
le plus souvent impossibles sans effectuer préalablement les étu- 
des expérimentales. L'état actuel des sciences mathématiques ne 
permet toujours pas d'obtenir des solutions analytiques suffisam- 
ment exactes des problèmes posés. Pour cette raison dans la méca- 
nique des fluides un large emploi ont reçu les méthodes expérimenta- 
les d'étude des écoulements et des forces hydrodynamiques qui 
prennent naissance en écoulement d’un fluide autour des corps. Ces 
méthodes permettent de révéler de nouvelles propriétés des écoule- 
ments et des phénomènes qui s'y déroulent qui par la suite seront 
soumis à une analyse théorique détaillée et à une explication phy- 
sique. 

De cette façon la tendance principale du développement actuel 
de la mécanique des fluides consiste en la combinaison des études 
théoriques et expérimentales des écoulements des fluides. 

Le problème le plus important, aussi bien du point de vue de 
la théorie que des applications pratiques, est l'interaction du corps 
solide et du fluide. On peut alors indiquer deux aspects principaux 
de ce problème. 
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Le premier aspect est ce qu’on appelle le problème interne de la 
mécanique des fluides, c’est-à-dire l'étude de l'écoulement d'un 
fluide limité par des parois solides, par exemple dans les conduites, 
les canaux. etc. La partie de la mécanique des fluides dont l'objet 
est l'étude des méthodes de calcul et de recherches de tels écoule- 
ments s'appelle l’hydraulique. 

Le second aspect du problème est l'étude du problème externe 
de la mécanique des fluides, c’est-à-dire l’écoulement d’un fluide 
autour des corps solides ou le mouvement des corps solides dans un 
fluide. Sa résolution permet de déterminer les forces hydrodynamiques 
agissant du côté du fluide sur le corps, ce qui est nécessaire pour 
composer les équations du mouvement d’un corps solide, ainsi que 
pour le calcul de sa résistance. L’hydromécanique du navire et 
l’aérodynamique des grandes vitesses, qui étudie les forces aérod y- 
namiques apparaissant en mouvement des avions et des fusées, sont 
deux tendances du problème externe. 

L'objectif de la mécanique des fluides est l'étude des problèmes 
liés non seulement à la création des méthodes théoriques de calcul 
des forces externes agissant sur un corps, mais aussi à l’élaboration 
des principes généraux du modelage hydrodynamique de ces forces. 
La théorie de la similitude et du modelage constitue la partie la 
plus importante de la mécanique des fluides. Elle sert de base à la 
construction de diverses installations expérimentales et à la trans- 
position au prototype des résultats obtenus sur les maquettes. 

Dans le présent ouvrage on examine les problèmes de la mécani- 
que d'un fluide incompressible. L’attention principale est faite aux 
problèmes servant de base théorique pour l'élaboration des méthodes 
de calcul du mouvement et de la navigabilité des navires. 

Le développement et l'accumulation des connaissances dans le 
domaine de la mécanique des fluides ont commencé depuis long- 
temps. Bien avant notre ère. on possédait déjà une réserve importan- 
te de renseignements empiriques, relatifs au problème interne de la 
mécanique des fluides, qui ont permis de créer le système de canali- 
sation d'eau dans l’ancienne Rome et les ouvrages d'irrigation dans 
l'Asie centrale. Les travaux d’Archimède ainsi que de Stevin, Gali- 
lée, Pascal ont permis de découvrir et d'étudier les lois de l'équilibre 
du fluide qui sont utilisées jusqu’à présent sans corrections pour 
l'étude de la statique des fluides. Les travaux de Léonard de Vinci 
et de Galilée ont servi de base à l’étude ultérieure de la résistance 
au mouvement des corps solides. 

Newton a posé les fondements de l'élaboration des méthodes 
théoriques d’étude de l'apparition de la résistance au mouvement 
des corps. Dans son ouvrage « Principes mathématiques de philoso- 
phie naturelle » (1687), il a, pour la première fois, essayé de diviser 
les forces de résistance en leurs composantes, dont chacune dépend 
d'une des propriétés caractéristiques du fluide : la densité, la visco- 
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sité et la cohésion des particules. Pour déterminer la partie de la 
force, la résistance, dépendante de la masse volumique du fluide, 
Newton a proposé d'utiliser le schéma suivant lequel son apparition 
est conditionnée par les chocs des particules isolées sur la surface 
d’un corps solide. Ce schéma ne tient pas compte du caractère continu 
de l'écoulement du milieu fluide, de sa fluidité mais établit néan- 
moins correctement la relation quadratique générale entre la résis- 
tance et la vitesse du mouvement d’un corps. Pour étudier l'influence 
de la viscosité du fluide sur la résistance, Newton a proposé une for- 
mule qui correspond parfaitement aux données des expériences. 
La formule de Newton est largement utilisée de nos jours pour l’éla- 
boration de la théorie des écoulements laminaires d'un fluide vis- 
queux. 

Pour la première fois la science Hydrodynamique a reçu son 
nom dans le traité de l’académicien Daniel Bernoulli, publié à 
Saint-Pétersbourg en 1738. Actuellement cette science est appelée 
Mécanique des fluides. 

Dans son ouvrage, Bernoulli a formulé l’équation liant la vites- 
se, la pression et les hauteurs des points de l'écoulement, que l’on 
utilise jusqu’à présent pour les calculs des écoulements de fluide. 
Elle s'appelle équation de Bernoulli. 

La création de la théorie du mouvement du fluide comme d’un 
milieu continu déformable et l'élaboration sur la base de ce modèle 
de fluide des équations de son mouvement, c’est-à-dire la formation 
des fondements scientifiques et théoriques de la mécanique des 
fluides, sont liées au nom du célèbre mathématicien et mécanicien, 
membre de l’Académie des sciences de la Russie, Léonard Euler. 
Dans ses traités, dont la publication a commencé dès 1749, outre 
les équations du mouvement d’un fluide non visqueux et les métho- 
des de leur intégration, sont examinés les problèmes de l'application 
de la loi des quantités du mouvement aux fluides, les origines de 
l'apparition de la résistance au mouvement des corps et l'utilisa- 
tion des méthodes et des formules de la mécanique des fluides pour 
l'étude de la statique, de la dynamique et du mouvement des 
navires. 

Au milieu de XVIII° siècle se rapportent les travaux de d’Alem- 
bert sur l'équation de la continuité, l'étude de la résistance au 
mouvement des corps et les problèmes de l’application de la théorie 
des fonctions d’une variable complexe en mécanique des fluides. 

Ainsi, les travaux d’Euler, de Bernoulli et de d’Alembert servi- 
rent de base à la création et au développement favorable de la 
mécanique des milieux continus déformables. 

Les équations d’Euler, représentant le fondement analytique 
de la mécanique des fluides, ont servi de base pour la résolution de 
différents problèmes relatifs au mouvement du fluide non visqueux 
et à l’écoulement autour des corps par des mathématiciens célèbres 
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de la fin du XVIIIe et du XIX° siècle tels que Lagrange, Cauchy; 
Poisson, Stokes, Kirchhoff, Rankine, Groméko et autres. 

Le début de l'élaboration de la théorie de la dynamique du 
fluide visqueux se rapporte vers le milieu du siècle dernier. Navier, 
Poisson et Stokes ont généralisé dans leurs traités (de 1822 à 1845) 
la formule de Newton pour le cas de la théorie générale des contrain- 
tes dans un fluide visqueux et ont établi des équations du mouvement 
du fluide visqueux. Par intégration de ces équations Stokes, Gromé- 
ko, Pétrov et autres ont réussi à résoudre un certain nombre de 
problèmes théoriques sur les écoulements laminaires du fluide 
visqueux. 

Les études expérimentales effectuées par Reynolds ont servi de 
base pour la détermination du critère de passage des courants lami- 
naires aux courants turbulents et pour l'introduction de la notion 
du mouvement turbulent du fluide. 

Au milieu du siècle dernier, la théorie des mouvements turbu- 
lents du fluide a reçu un développement considérable ; les nombreu- 
ses conclusions importantes dans ce domaine ont été faites par 
Helmholtz (1858) qui a déterminé également l’analogie entre le 
champ des tourbillons dans un fluide et le champ magnétique du 
courant électrique. 

L'élaboration de la théorie des ondes dans un fluide, commencée 
à la fin du XVIIIe siècle par Lagrange, a été poursuivie au XIX® 
siècle par Cauchy, Poisson, Stokes, Rayleigh. Ces expériences ont 
abouti à la création de la théorie des ondes d'amplitude relativement 
faible, des ondes longues, et ont posé des fondements à l'étude des 
ondes d'amplitude finie. 

Le début du XX: siècle voit paraître de nouvelles parties impor- 
tantes de la mécanique des fluides: la théorie de l’aile et la théorie 
de la couche limite. 

La théorie de l'aile doit sa naissance aux travaux fondamentaux 
de Joukovski, de Tchaplyguine, ainsi qu'aux travaux de Kutta 
et de Lanchester. Le rôle le plus important ont joué le célèbre théo- 
rème de Joukovski sur la force portante de l'aile, publié en 1906, 
l'argumentation de la notion d’un tourbillon attaché et le postulat 
de l’écoulement régulier autour du bord de fuite d'une aile, formulé 
par Joukovski et Tchaplyguine, permettant de calculer théorique- 
ment la circulation qui apparaît autour d’une aile. La théorie 
tourbillonnaire de l’hélice de propulsion, créée par Joukovski, 
a servi de base pour toutes les études ultérieures dans cette branche. 

Il est à signaler tout particulièrement que dans les travaux de 
Joukovski et de Tchaplyguine l'élaboration des formules théoriques 
pour le calcul des caractéristiques hydrodynamiques des ailes re- 
présente un cycle achevé d'expériences, car les auteurs, outre les 
formules, y proposent également des méthodes de construction des 
familles de profils d'ailes théoriques qui portent leurs noms. 
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Le développement ultérieur de la théorie de l’aile est lié aux 
noms des élèves et des disciples de Joukovski et de Tchaplyguine: 
V. Goloubev, N. Kotchine, A. Nékrassov, A. Dorodnitsyne, M. Kel- 
dyche. M. Lavrentiev, L. Sédov, S. Biélotserkovski, S. Noujine, 
N. Poliakhov, J. Sérébriiski, C. Fédiaevski, ainsi qu'aux noms des 
chercheurs étrangers: Prandtl, Glauert. Mises, Carafoli et autres. 
Dans les travaux de ces savants ont été élaborés la théorie des ailes 
d'envergure finie et de faible envergure, les méthodes de calcul des 
profils réels, la théorie des mouvements non stationnaires de l'aile 
et d’autres problèmes importants. 

Les idées qui ont servi de base à la théorie de la couche limite se 
rencontrent dans les travaux de Rankine, Mendéléev et Joukovski, 
publiés encore au XIX° siècle, cependant ses bases mathématiques ont 
été posées par Ludwig Prandtl en 1904. Plus tard, cette théorie, 
ainsi que la théorie de la turbulence liée à cette dernière, a été déve- 
loppée. outre Prandtl lui-même, par Kärmàn, Blasius, Pohlhausen, 
Schlichting, Tollmien, John Taylor. Une grande contribution à la 
théorie de la couche limite et à la théorie de la turbulence ont apporté 
les savants soviétiques N. Kotchine, A. Kolmogorov, M. Million- 
chtchikov, L. Loïtsianski, A. Monine. K. Fédiaevski. A. Melnikov, 
G. Abramovitch et autres. Leurs travaux ont permis de créer les 
méthodes de calcul des couches limites laminaire et turbulente, 
la théorie de la turbulence semi-empirique et statistique, la théorie 
des filets. la théorie de l'équilibre hydrodynamique des écoulements, 
ainsi que d'élaborer les méthodes de commande de la couche limite. 

Par suite de l'élaboration de l'hydrodynamique des navires 
très rapides dans les années vingt de ce siècle, une grande im- 
portance a été attribuée à la théorie des écoulements par filets et 
avec cavitation. 

Les méthodes. développées encore à la fin du XIX® siècle par 
Helmholtz, Kirchhoff et Joukovski et en 1932-1933 par Tchaplyguine 
et Wagner, ont servi de base à l'élaboration des principes de la théo- 
rie du glissement. développée par la suite avec succès par N. Ko- 
tchine. L. Sédov, L. Srétenski, M. Gourévitch et autres. Ces derniers 
temps se développe de façon intense la théorie de l'écoulement autour 
des corps avec cavitation et avec décollement, cette théorie étant 
également basée sur les schémas d’écoulements par filets. Une contri- 
bution importante dans ce domaine a été apportée par Efros, Ria- 
bouchinski, Rochko, Touline et autres. 

Üne grande importance pour l’étude des problèmes de l’hydrody- 
namique du navire revient à la théorie du mouvement des corps au 
voisinage de la surface ainsi que sur la surface libre de l’eau. La 
naissance de cette théorie se rapporte à la fin du siècle dernier et 
au commencement du XX® siècle, quand Michell et Joukovski ont 
pour la première fois posé et étudié dans leurs travaux les problèmes 
de la résistance ondulatoire et la formation des ondes par des navires 
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de formes simplifiées. La solution la plus complète du problème 
des forces qui apparaissent en mouvement des corps sous la surface 
libre a été obtenue dans les travaux de N. Kotchine publiés en 
1936-1940. 

Un grand rôle ont également joué les travaux des savants soviéti- 
ques M. Keldyche, M. Lavrentiev, L. Sédov, L. Srétenski, M. Khas- 
kind, N. Moiïsséev, A. Kostukov relatifs aux problèmes de la théo- 
rie de la résistance ondulatoire, de la formation des ondes et de la 
théorie de l'aile sous-marine, effectués en U.R.S.S. dans les années 
1930-1950, ainsi que les travaux des savants étrangers Gavelok, 
Wechausen, Brard et autres. 

Il est à signaler que parallèlement aux études théoriques réali- 
sées dans le domaine de la mécanique du fluide incompressible, on 
créait des méthodes et procédés expérimentaux. Cependant, la 
diversité de ces méthodes ne permet pas dans une description suc- 
cincte de suivre l’histoire de leur développement. 


CHAPITRE PREMIER 


PROPRIÉTÉS DU FLUIDE ET ÉQUATIONS 
DE SON MOUVEMENT 


$ 14. PROPRIÉTÉS DES FLUIDES 


La principale différence entre la mécanique des fluides, c’est-à-di- 
re l'hydromécanique, et la mécanique d’un corps solide réside 
dans les différentes propriétés de l’objet étudié. Les fluides par 
suite de leur mobilité ne peuvent pas, comme les corps solides, 
conserver la forme de leur volume. 

_ Si on place un fluide dans un certain volume limité, alors en se 
déformant il prend la forme de ce volume ou d’une partie de celui- 
ci. La durée d'achèvement de ce processus de déformation dépend 
de la nature du fluide. Une telle différence de comportement des 
corps fluides de différentes natures, ainsi que des corps fluides et 
solides est due à leur structure. 

Suivant leur structure, les solides peuvent être de deux types: 
cristallins ou amorphes. La structure cristalline est caractérisée 
par une disposition régulière des atomes oscillant autour de leur 
position d'équilibre et par une périodicité dans l’espace de toutes 
les propriétés. Dans les corps amorphes, les atomes oscillent autour 
de points fixes, disposés chaotiquement dans l’espace. Dans les 
deux cas, les forces d'attraction entre les molécules, malgré le mou- 
vement thermique, les maintiennent près de leur position d'équilibre. 

Dans les liquides et les gaz, la structure moléculaire est diffé- 
rente. La particularité des gaz consiste en ce que leurs particules, 
qui sont libres de se déplacer les unes par rapport aux autres, ne 
sont pas liées entre elles par les forces moléculaires d'attraction et 
tendent à occuper uniformément tout le volume qui leur est offert, 
c'est-à-dire qu'elles ne forment pas de surface de séparation ou de 
surface libre. De plus, la distance moyenne entre les particules est 
de beaucoup supérieure à leur dimension. La description des lois du 
mouvement des particules et l'étude des gaz liée avec cette propriété 
constituent l’objet de la théorie cinétique des gaz. 

La structure moléculaire des liquides est caractérisée par un 
ordre déterminé de la disposition des molécules voisines. Cependant 
cet ordre est perturbé à mesure que la distance séparant les molécules 
augmente. L'existence d’un tel « ordre proche » détermine les pro- 
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priétés caractéristiques des liquides, qui, de plus, dépendent des 
particularités individuelles des molécules du liquide et des processus 
de leur interaction. La.nature du mouvement thermique de ces 
fluides consiste en ce que les molécules oscillent autour de leur 
position d'équilibre pendant un court laps de temps, après quoi le 
centre de cet équilibre change brusquement sa position dans l'espace. 

Sous l'influence d'une force extérieure, la direction de ces chan- 
gements brusques peut changer, en adoptant un sens déterminé 
quelconque, ce qui provoque un écoulement du liquide dans le 
sens d'action de la force. L'étude détaillée de ces phénomènes compli- 
qués est de ressort de la théorie cinétique des liquides. Grâce à 
l'existence dans les liquides de forces d'attraction moléculaires 
notables, bien que moindres que dans les corps solides, la grandeur 
de leur volume change peu sous l’action des forces extérieures, c’est-à- 
dire qu'ils sont peu compressibles. A la pression atmosphérique, 
la compressibilité de l’eau est de 14 000 fois moindre que celle de 
l'air. 

Ainsi la propriété caractéristique des liquides est leur faculté 
de former une surface libre ou une surface de séparation avec un gaz 
ou un autre liquide. Le long de cette surface agissent des forces de 
tension superficielle. 

Malgré que les structures moléculaires des gaz et des liquides 
diffèrent du point de vue des lois de leur mouvement, ils ont beau- 
coup de commun dans un grand nombre de cas. Les expériences 
montrent que les formules de la mécanique des fluides déduites 
pour les fluides incompressibles sont valables aussi pour les gaz, 
si la vitesse de leur mouvement ne dépasse pas une certaine limite. 
Cette limite dépend du rapport de la vitesse de déplacement du 
gaz à la vitesse du son; lorsque ce rapport est égal à 0,2, l'erreur 
possible de détermination de la pression du gaz suivant les formules 
des fluides incompressibles ne dépasse pas 1%. Etant donné que 
la vitesse du son dans l'air est d'environ 350 m/5s, il résulte de ce qui 
a été dit ci-dessus, que pour les vitesses de l'air jusqu’à 70-75 m/s 
les lois du mouvement des liquides et des gaz sont les mêmes. En 
partant de ce fait, on remplace en constructions navales les essais 
des modèles profondément immergés se déplaçant dans l’eau par 
leur essai dans un courant d'air, par exemple dans une soufflerie 
aérodynamique. 

Malgré la différence des structures des liquides et des gaz, en 
mécanique des fluides on utilise un modéle de fluide unique conven- 
tionnel. Ce modèle de fluide conventionnel est considéré comme 
un milieu déformable continu, dont n'importe quel volume infini- 
ment petit possède les mêmes propriétés qu’un volume de dimensions 
finies. 

L'introduction de la notion du milieu continu permet de consi- 
dérer toutes les grandeurs caractéristiques qui décrivent ses proprié-: 
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tés, les particularités du mouvement et les forces qui y agissent 
comme fonctions continues des coordonnées de l’espace dans lequel 
se trouve le fluide. Comme les propriétés physiques du fluide et les 
paramètres de son écoulement sont décrits par différentes grandeurs 
scalaires, vectorielles et parfois tensorielles, la propriété de conti- 
nuité des fluides permet d'employer largement en mécanique des 
fluides l’appareilk mathématique de la théorie des fonctions conti- 
nues, y compris la théorie des champs scalaires et vectoriels. 

En partant de la notion de continuité d’un fluide et de sa pro- 
priété de mobilité, il faut. dans le cas général, considérer l’écoule- 
ment du fluide, par exemple dans le cas de l’écoulement autour d’un 
obstacle, comme un processus de sa déformation continue, pendant 
lequel le phénomène de choc du fluide contre le solide n’a pas lieu. 
Des écartements de ceci ne peuvent avoir lieu que lors de l'étude 
de la dynamique des gaz extrêmement raréfiés, dans lesquels les 
distances entre les molécules sont très grandes. 

La caractéristique principale d’un fluide est sa masse volumique 
p. Dans un espace occupé par le fluide il se forme un champ de 
densité scalaire. 

Un fluide dont la masse volumique varie en différents points, 
c'est-à-dire p = f(x, y, z), s'appelle fluide hétérogène. L’hétérogé- 
néité du champ de densité peut être due à des impuretés contenues 
dans l’eau (par exemple, à une différente salinité), à des températures 
différentes dans diverses régions du fluide, etc. Pour définir la 
masse volumique d’un fluide hétérogène en un point donné, on 
doit isoler un volume élémentaire À V entourant ce point et contenant 
une masse de fluide Am. Alors en supposant la surface du volume 
A V concentrée en ce point, on détermine la masse volumique comme 
la limite 

. Am 
p im AT - ([.1) 

Le passage à la limite dans cette formule est possible grâce 
à la continuité admise du fluide. La masse volumique d’un fluide 
homogène est constante en tous ses points et peut être déterminée 
au moyen d’une relation simple 


m 


P= 7 ;: (1.2) 


où m est la masse du fluide contenue dans son volume Ÿ. La formule 
de dimension de la masse volumique est [p] = ML. 
Pratiquement on peut considérer que la masse volumique des 
liquides ne dépend pas de la pression. Elle n’est fonction que de la 
température. 
La masse volumique des fluides compressibles dépend de la 
température et de la pression p. Si l’on connaît la valeur de la masse 
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volumique d’un gaz à la température #, et à la pression p,, alors 
quelles que soient la température £° et la pression p, on peut toujours 
déterminer sa masse volumique d’après la formule 


___. P(273+4t5) 
P = Por GIE | (3) 


*% 


Cette formule peut être obtenue à partir de l'équation d'état 
des gaz. 

Dans les calculs pratiques on prend habituellement la masse 
volumique de l’eau douce égale à p — 1000 kgp/m°, ce qui corres- 
pond dans le système MKpS à p — 102 kgf s°/mft. 

La masse volumique de l’air à une température normale de 
20 °C et à une pression de 760 mm de mercure est p — 1,293 kgp/m*. 
Dans les calculs on prend souvent la valeur moyenne de la masse 
volumique de l'air p — 1,228 kgp/m° ou p —0,125 kgf s°/mt. 

La seéonde caractéristique importante d’un fluide est son poids 
spécifique y qui est lié à la masse volumique par la relation 


où g — 9,81 m/s° est l’accélération de la pesanteur. 

La formule de dimension du poids spécifique est [y] = ML?T-?. 

Le poids spécifique de l’eau douce est pris généralement dans 
les calculs égal à y — 9810 N/m° ou y — 1000 kgp/m*. Respecti- 
vement on a pour l'air y — 12,04 N/m° ou y — 1,226 kgp/m°. 

Outre la masse volumique, une caractéristique importante d’un 
fluide est sa viscosité. Cependant lorsqu'on étudie les courants d’un 
fluide, on doit toujours tenir compte de l'influence de sa masse 
volumique, tandis que la prise en compte de l'influence de la visco- 
sité n’est pas toujours obligatoire. 

Dans un grand nombre de problèmes on peut se faire une idée 
suffisamment complète du caractère de courant sans tenir compte 
de l'influence de la viscosité sur sa structure, dont l’introduction 
complique notablement l'équation de mouvement du fluide et impose 
des conditions aux frontières supplémentaires. Pour parer à cette 
difficulté, on examine en mécanique des fluides deux modèles de 
fluides. 

Un fluide dont la viscosité n'est pas prise en compte lors de 
l'étude de ses mouvements est dit non visqueux ou parfait. Le 
mouvement de tel fluide ne s'accompagne d'aucune force de frot- 
tement. Le fluide est dit visqueux ou réel si en étudiant son mou- 
vement on tient compte de sa viscosité. 

Suivant les deux modèles de fluide adoptés, on distingue deux 
parties de la mécanique des fluides: mécanique d’un fluide parfait 
et celle d’un fluide réel. Ces deux parties de la mécanique sont 
étudiées aussi bien pour les fluides incompressibles que pour les 
fluides compressibles. 
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$ 2. CLASSIFICATION DES FORCES AGISSANT 
DANS UN FLUIDE 


En étudiant la mécanique d’un corps solide, on considère ordi- 
nairement deux catégories de forces: ponctuelles et réparties. Dans 
un fluide, il n’est généralement nécessaire d'étudier que l’action 
des forces réparties, car l'application à un fluide de forces ponctuel- 
les entraîne l'apparition de discontinuité dans ce fluide. 

Pour classer les forces agissant dans un fluide, utilisons la méthode 
des sections, connue du cours de Ia résistance des matériaux. 

Isolons dans un fluide en mouvement un volume quelconque 
ŸV limité par une surface S (fig. [.1) 
et rejetons par la pensée tout le 
fluide en dehors de ce volume. 
Alors les forces intérieures agissant 
entre les parties isolée et rejetée 
du fluide passeront dans la caté- 
gorie des forces extérieures distri- 
buées sur la surface S. Ainsi l’ac- 
tion exercée par le fluide rejeté se 
manifeste sous forme de forces su- 
perficielles appliquées à une surface 
de séparation S. 

En sus de ces forces, en n’im- 
porte quel point du volume V agis- | 
sent des forces de masse proportion- Fig. 11 
nelles à la masse du fluide conte- 
nue dans le volume élémentaire AV entourant le point donné (fig. 1.1). 
Examinons plus en détail ces deux catégories de forces. 

On appelle forces de masse les forces qui s’exercent sur chaque 
particule de fluide et sont proportionnelles à sa masse. Désignons 
par Af la force de masse appliquée à une particule fluide de masse 
pAV et introduisons la notion de contrainte de la force de masse, 
caractérisée au point donné par le vecteur F déterminé comme une 


limite de rapport du vecteur de la force de masse à la masse de la 
particule 


D I: Af 
F= lim x - (1.5) 


Si le vecteur F est constant, alors la contrainte des forces de 
masse est égale au rapport de la force de masse agissant sur le volume 
à la masse de ce volume. 


De ([.5) il s'ensuit que la contrainte des forces de masse possède 
la dimension de l'accélération [F] — LT. 
2—064 
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Désignons par F,, F,, F. les composantes du vecteur F sur 


les axes des coordonnées cartésiennes. Dans le cas général F est 


fonction du rayon vecteur du point r et du temps {; F — F (r, t). 

Parmi les forces qui se rapportent aux forces de masse citons, 
par exemple, les forces de pesanteur, les forces d’inertie et les forces 
électromagnétiques. 

Déterminons le vecteur de la contrainte des forces de masse 
dans le cas particulier le plus important de l’action de la force de 
pesanteur. Le poids d’une particule élémentaire AP — pAV2g. 
Si on choisit la direction de l’axe de z vers le haut, la force de masse 


AF — — KAP, où k — vecteur unité de l'axe z. 
En utilisant (1.5), nous obtenons 
F= —kg (1.6) 
ou 
Fe=0;, F,=0; F,=—8g. (1.7) 


Dans un certain nombre de cas pratiquement importants, les 
forces de masse sont potentielles. Désignons par U le potentiel 
de la contrainte des forces de masse. Avec cela, le vecteur de leur 
contrainte F peut être déterminé comme le gradient de la fonction 
scalaire U 

F = gradU (1.8) 


ou 


oU . AU, ; _ a 
Fy=s Fi: (1.9} 


ox ? 0z 


F; = 


Dans le cas où la force de masse est la force de pesanteur, on a 
suivant (1.8) et (1.9) 


d’où il suit que 
— —gz+C. (1.10) 
La constante arbitraire C peut être rejetée car sa valeur n’influe 


pas sur la détermination du vecteur F. 
De cette façon le potentiel de la force de pesanteur se détermine 


par l'expression 
= — 2. (1.11) 


On appelle forces superficielles celles qui sont réparties suivant 
la surface S limitant le volume de fluide séparé. 

Désignons par Ap, la force superficielle appliquée à l’aire AS 
avec une normale extérieure nr. Dans le cas général, Ap, agit sous 
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un certain angle par rapport à la normale extérieure. Introduisons 
la notion de vecteur de la contrainte des forces superficielles en un 
point donné d’une surface, en le déterminant comme une limite de 
la relation | 


Pn= lim S2n.. (1.12) 
AS—0 


De (1.12) il suit que le vecteur contrainte des forces superficiel- 


les représente le rapport de la force superficielle à la grandeur de 
l'aire élémentaire. Par conséquent p, a les dimensions L-IMT-. 
Dans le cas général p, n’est pas un vecteur ordinaire. Sa grandeur 
en un point donné dépend de l'orientation de l'aire, séparée à l'in- 
térieur du volume de fluide. Autrement dit, si on trace par un point 
donné des aires de même grandeur, mais orientées différemment, 
alors les vecteurs contraintes des forces superficielles p, agissant 
sur elles seront différents. Pour cette raison, dans le cas général 
Ph dépend du rayon vecteur du point, de l'orientation de l'aire et 
du temps D 
Pan =Pn(r,n,t). (1.13) 


La grandeur physique caractérisée au point donné par le vecteur 


Pn qui prend un nombre infini de valeurs suivant l'orientation 
de l’aire est dite tensorielle. 

L'un des problèmes les plus importants en mécanique des fluides 
est la détermination des réactions hydrodynamiques agissant du 
côté du fluide sur le corps solide. Quand la surface S dans un fluide 
coïncide avec la surface du corps solide, cela indique que celle-ci 


éprouve de la part du fluide une contrainte p,. Par conséquent, 
la force élémentaire dR exercée par le fluide sur l'aire de la surface 
du solide dS s'exprime par l'expression 
dR = p, dS, 
et le moment élémentaire par rapport à l’origine des coordonnées 
dM=rxdR=rxprdS, 

où rest le rayon vecteur du centre de l'aire. En intégrant dR et 
dM sur la surface S du corps solide on obtient les formules générales 
de la résultante À et du moment À/ des forces hydrodynamiques 
agissant sur le corps solide 


R=@ FrdS; (1.44) 
S “* . 


M=6rx ra dS. (1.45) 
S 
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Pour l'utilisation des expressions générales (1.14) et (1.15) on 


doit trouver les relations qui existent entre les contraintes p, et 
la vitesse d'écoulement du fluide, la forme du corps solide et les 
propriétés physiques du fluide. L'étude de ces dépendances constitue 
l'objet principal de ce cours. 

Notons que les forces de masse agissant dans un fluide influent 
sur les réactions hydrodynamiques qui apparaissent sur un corps 
solide seulement par l'intermédiaire des contraintes des forces 
superficielles. 


$ 3. PROPRIÉTÉS DES CONTRAINTES DES FORCES 
INTÉRIEURES AGISSANT DANS UN FLUIDE 


Avant d'étudier les contraintes des forces intérieures dans un 
fluide, établissons le lien qui existe entre les contraintes agissant 
sur une aire orientée arbitraire- 
ment et les trois autres aires per- 
pendiculaires entre elles qui pas- 
sent par le point donné. 

Isolons- dans un fluide en 
mouvement une portion de fluide 
sous Îla forme d'un tétraèdre 
(fig. [.2). Au lieu des forces 
superficielles, sur les faces du 
tétraèdre figurent les vecteurs 
des contraintes dirigées arbitrai- 
rement par rapport aux faces 
correspondantes. Désignons l’ac- 
célération du centre de gravité 


de la particule par © : la con- 


trainte [des forces de masse par 


F. Ecrivons l'équation de mou- 
vement de cette particule fluide sous la forme vectorielle 


Fig. [.2 


PAV À =pAVF + PnASn— PaASz— PyASy—P:AS:, (1.16) 


où AS,, AS, et AS, sont les aires des faces du tétraèdre, perpendicu- 


laires aux axes correspondants des coordonnées ; Dh, Ps, Pys P2 leS 
vecteurs contraintes aux centres des aires, dont les notations corres- 
pondent à la direction des normales à ces dernières ; les signes moins 
devant les derniers termes indiquent que les normales aux aires 
correspondantes sont dirigées à l'inverse des axes des coordonnées. 
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Ce] 


On sait de la géométrie analytique que 


ASx 

AS. — COS (7, x); \ 

AS, (0 (n, y); (1.17) 
ASz _ 


Divisons les deux membres de l'équation (1.16) par AS, et 
utilisons (1.17) 
AV fpdv =\ — — 
Pas, (F—F) = Pn— Px COS (n, x) — 
— p, cos (n, y)— p. cos (n, 2). (1.18) 


Pour obtenir une relation entre les contraintes en un point, faisons 
tendre le volume du tétraèdre vers zéro, en le supposant concentré 
à l'origine des coordonnées. Il est évident que lim as —=0, 

AV—0 n 
en tenant compte de ce que la relation entre les contraintes s’écrira 
sous la forme 


Pn = P;COs(n, z)+p, cos (n, y)+ p,cos (n, 2). (1.19) 


En projetant p, sur les axes des coordonnées, on obtient 


Pnx = Pre CGS (n, x) + p,,Cos (n, y) + p.. cos (n, 2); 
Pay = Pxy CCS (n, t) + pyy COS (n, y) + Pzy COS (n, 2); (1.20) 
Pn: = PxzCCS(n, x) + Pyz COS (n, y) + p:- cos (n, 2). 


Le .premier index des projections des contraintes dans ces relations 
correspond à l’aire sur laquelle agit cette contrainte donnée et le 
second, à l'axe sur lequel il est projeté. Les grandeurs scalaires 
Pxxr Pyus P2: représentent les contraintes normales et p,,, Px:, .. 
les contraintes tangentielles agissant sur les aires déterminées. 

Dans la suite, nous désignerons les contraintes tangentielles par T 


7 


Pry — Trys Pr: = Vxzs Pyz = Vyss - < (1.21) 
En tenant compte de ceci, récrivons (1.20) sous la forme 
Pnx = Prx COS (N, x) + Ty, COS (n, y) -+-T., cos (n, z); 
Pny = Try COS (n, x) + Pyy COS (n. y) +T:, cos (n, z) ; (1.22) 
Pn: = Txz COS (n, TZ) + Tyz COS (n, y) + D:: Cos (n, 2). 


Les contraintes normales et tangentielles agissant sur les trois fa- 
ces réciproquement perpendiculaires d'un parallélépipède isolé dans 
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le fluide sont montrées sur la fig. 1.3. En appliquant le théorème 
des moments, pris par rapport à l’origine des coordonnées, aux 
contraintes agissant sur les faces du parallélépipède, on démontre 
facilement la propriété de la réciprocité des contraintes tangentiel- 
les suivant laquelle 


Try = Tyx Txz = Tix) Tyz = Tiye (1.23) 


En vertu de ce qui a été dit, on peut déduire que les contraintes 
des forces intérieures en un point donné du fluide, c'est-à-dire l’état 
de contrainte d’un fluide, sont caractérisées par l'ensemble de neuf 
grandeurs scalaires qui forment 
ce que l’on appelle tenseur des 
contraintes. Par suite de la pro- 
priété de réciprocité (1.23), le 
nombre de grandeurs indépendan- 
tes contenu dans celui-ci se ra- 
mène à Six. 

Considérons maintenant les 
propriétés principales des con- 
traintes dans le fluide. 

L'apparition dans un fluide de 
contraintes tangentielles t,,, T+2, 
T,- est provoquée à la fois par l'in- 

Fig. 1.3 fluence de deux facteurs : le mou- 
vement du fluide et sa viscosité. 

Si le fluide est au repos, les contraintes tangentielles y sont absen- 
tes. ce qui est caractéristique aussi bien pour un fluide visqueux 
que non visqueux. Ainsi, dans un fluide au repos (visqueux et non 
visqueux) et dans un fluide non visqueux en mouvement 


Try = Txz = Tyz = 0, (1.24) 


c'est-à-dire seules les contraintes normales p,:, Dyy P:1 Qui agissent. 
Les vecteurs de contraintes correspondants sont 


Pn=NPnn; Px=iPzx3 Py=iPyui P:=KP:z (1.25) 
En portant (1.25) dans l'équation (1.19) nous obtenons 
RPnn = iPrx cos (7, z)+ jPyy cos (n, y) + kp.. cos (n, z). (1.26) 
On sait que 

n=icos(n, x) + jcos (n, y)+kcos(n, z). (1.27) 

En portant (1.27) dans le premier membre de (1.26) on obtient 

Pnnlécos(n, r)+ jcos(n, y) + kcos (nr, z)] = 

— iP,x COS (n, z)+ jpyy COS (n, y)+ kp;cos(n, z). (1.28) 
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En comparant dans cette expression les coefficients des vecteurs 
unités, on trouve: | 


Pan = Pxx, Pnn —=Puyys Pnn — P:: (1.29) 


OU 
Pnn — Pxrx = Pyn — P:z° (1.30) 


Ces égalités permettent de formuler le théorème de la propriété 
des contraintes normales : si les contraintes tangentielles sont absen- 
tes dans un fluide, alors la contrainte normale en un point donné 
ne dépend pas de l'orientation de l'aire. La relation (1.30) est valable 
‘pour un fluide visqueux au repos et pour un fluide non visqueux en 
mouvement et au repos. 

Examinons une des principales propriétés du fluide liée à la 
contrainte normale. Comme on le voit de la fig. 1.3, ps, Pyys Pze 
sont dirigés dans le sens de la normale extérieure, c’est-à-dire les 
contraintes normales sont celles de traction, on leur attribue le 
signe plus. 

Un corps solide subit d’une façon égale les contraintes normales 
de traction et de compression sans changer son état, il ne s’y forme 
pas avec cela de discontinuité. Un liquide, comme le montre l’expé- 
rience, est capable de subir des efforts de compression arbitraires 
(contraintes normales négatives) sans que la continuité soit rompue. 
Cependant, l'expérience montre qu'en traction le fluide est prati- 
quement rompu, c'est-à-dire que seuls des efforts de compression 
normaux y peuvent apparaître, appelés pressions. 

Appelons pression p dans un fluide, en l’absence de contraintes 
tangentielles, la valeur de la contrainte normale prise avec le signe 
contraire; alors d'après ([.30) 


= — Pan = — Prx = — Pyy = — P::; ([.31) 


d'où il résulte que la valeur de la pression ne dépend pas de l'orien- 
tation de l'aire. 

Dans le système MKpS la pression (et généralement la contrainte) 
est mesurée en kgf/m° et souvent en atmosphères (at) 


1 at—1 kgf/cm°®—10000 kgf/m°. 


Dans le système d’unité international la pression est mesurée 
en newtons par mètre carré 


1 kgf/m®=—9,806 N/m°. 


Suivant (1.25) la contrainte normale s'exprime par une pression 
à l’aide des formules 


Pn=—pPR; Px=—Pi; Py=—pj; P:—=—p#, (1.32) 
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où le signe moins signifie que la contrainte normale dans le fluide 
est toujours dirigée en sens inverse à la normale extérieure et est 
une contrainte de compression. 

La pression dans un fluide sans porter atteinte à sa continuité, 
comme le montrent les expériences, ne descend pas au-dessous de la 
pression p; de la vapeur saturée 


P> Ps > 0. (1.33) 


La définition de la pression donnée ci-dessus est valable pour 
un fluide visqueux et non visqueux au repos ainsi que pour un fluide 
non visqueux en mouvement. Sa définition plus générale pour un 
fluide visqueux en mouvement est donnée dans le chapitre VIII. 
Notons seulement ici que la définition de la pression donnée ci-des- 
sus peut avec une précision pratiquement suffisante s’employer 
aussi pour l'étude du mouvement d’un fluide peu visqueux, par 
exemple de l’eau ou de l’air. 


$ 4. ÉQUATIONS DE MOUVEMENT D'UN FLUIDE 
EN CONTRAINTES 


Etablissons les équations générales de mouvement d’un fluide 
qui déterminent la relation entre les forces extérieures et intérieures 
agissant sur celui-ci. 

Délimitons dans un fluide en mouvement par une surface S un 
volume fluide quelconque V (fig. 1.1) et à l’intérieur de celui-ci 
une particule élémentaire fluide de masse p dV et d’aire dS. A cette 


particule sont appliquées des forces de masse de contrainte F et 
des forces superficiciles de contrainte p,. Ecrivons l’équation de 
mouvement de cette particule en désignant l'accélération de son 


ose d 
centre de gravité par _ 


pdV = pdVF + pa dS. (1.34) 


Faisons la somme du premier et du second membres de l’équation 
(1.34). La sommation des deux premiers termes consiste à intégrer 
sur le volume et du troisième terme sur les aires de contact des par- 
ticules élémentaires. 

Suivant la troisième loi de Newton, les forces superficielles 
s’annulent mutuellement sur toutes les aires intérieures et il ne 
reste que les forces superficielles sur l’aire S qui délimite le volume V 


Cd 


{ À pav = { Fpdv + $ pnds. (1.35) 
V V S 
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Ici et plus loin, les intégrales multiples ne seront distinguées 
que par l'indice suivant lequel on effectue la sommation. Transfor- 
mons le troisième terme de l'équation (1.35) en utilisant pour cela 
la relation (1.19) 


& Pn dS = £ [P-cos(n, x) p, cos (n, y) + p. cos (n, z)]dS. (1.36) 
S s 


Appliquons au second membre de cette égalité la transformation 
de Gauss-Ostrogradski qui détermine la relation entre les intégrales 
de volume et de surface 


& [px cos (n, x)+ p,cos (n, y) + p. (cos (n, z)] dS = 
s 


dPx dPy dP: = 
-| (SE ++) dv. (1-37) 


En substituant le second membre de (1.37) dans l'équation (1.35) 
nous obtenons | 


V V V 


Tous les termes de l’équation (1.38) sont intégrés sur le volume. 
Les équations (1.35) et (1.38) sont les équations de mouvement 
d'un volume fluide sous la forme intégrale. Leur premier membre 
représente le vecteur principal des forces d'inertie, le premier terme 
du second membre est le vecteur principal des forces de masse et 
le second terme le vecteur principal des forces superficielles. 

Trouvons la forme différentielle de l'équation de mouvement 
qui sera plus commode pour l'étude du mouvement de fluide. Re- 
croupons tous les termes de l'équation (1.38) sous le signe somme, en 
transférant la force d'inertie dans le second membre, 


dv 7 , 0P+ dPy Op, …. c 
Ÿ 

Le volume étant arbitraire, cette intégrale ne s’annule que dans 

le cas où la fonction sous le signe somme 
dd os, 1 (OôPx | y 
—F+F+e (SE ++ SE) =0. (1:40) 

est identiquement nulle. 

Finalement, nous obtenons l'équation différentielle de mouve- 
ment du fluide en contraintes 


dv _Fr. 1 ÔP+ dPy dP: 
me Ft (Set +) 41) 
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qui lie les accélérations aux contraintes des forces de masse et super- 
ficielles en un point donné du courant et qui est valable aussi bien 
pour un fluide visqueux que pour celui non visqueux. 


En projetant l'équation vectorielle (1.41) sur les axes des coor- 
données nous aurons 


dv 4 [per . Tux ÔT. 
TRES er ir 2 E 
dv 4 ; 0 Ôp OT: 
y Xy yy cu \ . 
dt = Fy+— | ox + ‘y oz ) ? (1.32) 
dv, 1 [tes | ITyz 


Le système d'équations (1.42) sert de base pour l'élaboration 
de l’hydrodynamique d’un fluide visqueux et non visqueux. 


CHAPITRE II 


STATIQUE DES FLUIDES 


$ 5. ÉQUATIONS DE L'HYDROSTATIQUE 
ET LEUR INTÉGRATION 


L'hydrostatique est la partie de la mécanique des fluides qui 
étudie l'équilibre d'un fluide. On distingue l'équilibre absolu d'un 
fluide quand agit seulement la force de pesanteur et l'équilibre 
relatif, quand le fluide subit, en sus de la force de pesanteur, l’action 
des forces d'inertie. Dans ce cas, le volume du fluide peut se dépla- 
cer sans se déformer, c’est-à-dire se comporter comme un corps abso- 
lument rigide, tandis que le mouvement des particules d’un fluide 
les unes par rapport aux autres n’a pas lieu. [ci nous examinerons 
seulement l’hydrostatique d’un fluide incompressible. Par consé- 
quent, les résultats obtenus ne seront complètement valables que 
pour les fluides aqueux pratiquement incompressibles. Pour l'air 
(gaz), les relations obtenues pourront être utilisées à condition 
que les différences des hauteurs dans le volume de fluide considéré 
soient insignifiantes. Dans le cas contraire, on doit tenir compte 
de la variation de la masse volumique en fonction de l'altitude et 
de la température. 

La relation entre les forces de masse et les pressions dans le 
fluide en équilibre est déterminée à l’aide des équations de l'hydro- 
statique. L’obtention de ces dernières devient possible si dans la 
formule (1.41) on rend nulle la dérivée de la vitesse par rapport 
au temps. Dans un fluide au repos, les contraintes tangentielles 


sont nulles et les conditions (1.24) sont vérifiées. En posant T — 0 
et en tenant compte de (1.24), l'équation de l’hydrostatique peut 
s’écrire 

=  AÂ [- dp — ôp 7 P\ 

FH RS) 0 


En utilisant la notion de gradient de la fonction scalaire p, 
on peut présenter cette équation sous la forme d’une relation 


pF=gradp (IL.4) 
qui est une équation d'équilibre d’un fluide sous la forme vectorielle. 


L'équation (11.1) est valable aussi bien pour l'équilibre absolu 
que pour l'équilibre relatif du fluide. 
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* Elucidons les conditions d'intégration de cette équation. Pour 
cela, utilisons l'opération différentielle rot, en considérant p = const, 


rot pF =prot F = rot grad p. 
On sait que le tourbillon d'un vecteur potentiel est égal à zéro, 
c'est-à-dire 
rot grad p=0, 
d'où nous obtenons 
rot F—0. (11.2) 


La condition (II.2) montre que F est un vecteur potentiel, 
c'est-à-dire que le champ de contraintes des forces de masse possède 
dans ce cas le potentiel U 


F = gradU. (I1.3} 


Ainsi l’équilibre d’un fluide incompressible n’est possible que 
dans le cas où il est soumis à l’action des forces de masse potentielles. 

Pour intégrer les équations d'équilibre, substituons dans (II.1} 
la valeur de F exprimée par le potentiel U 


p grad U = grad p 
ou 


grad (p— pÜ) = 0. (IL.4) 


L'opération de calcul du gradient est analogue à une différentia- 
tion suivant les coordonnées x, y, z. Suivant (I1.4) l’expression sous 
le signe du gradient est constante et ne dépend pas des coordon- 
nées x, y, z. On en déduit l'équation d'équilibre 


p—pU=C, (11.5) 


où la constante C ne dépend pas des coordonnées, c'est-à-dire 
elle est la même pour tous les points de l’espace. Déterminons cette 
constante à partir des conditions aux frontières. Supposons que 
pour Zo, Yo, Zo On connaisse les valeurs de U et de p, c’est-à-dire que 
U = U,; p = po. En portant ces valeurs dans (11.5) nous obtenons 


P — Po= P (U — U), 
d’où 
p = Po + P (U — Us). (II.6} 


La grandeur p (U — U;) résulte de l’action produite sur le 
fluide par les forces de masse seules et ne dépend pas de la pression 
Po. Pour cette raison, si aux points situés à la frontière du fluide 
on augmente la pression po d’une certaine valeur, sans perturber 
l'équilibre du fluide, alors en vertu de (11.6) en tous les points 
du volume occupé par le fluide la pression augmentera de cette 
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même valeur. Ceci constitue le principe bien connu de Pascal, 
suivant lequel la pression extérieure appliquée à la surface d’un 
fluide est transmise par le fluide intégralement dans toutes les 
directions. | 

Examinons un cas particulier important, quand le fluide n’est 
soumis qu’à la force de pesanteur. Suivant (1.11) U = — gz; par 
conséquent, on peut représenter (11.6) sous la forme 


P — Po = 08 (Zo—2) —Y (20 —2) 
ou 
P+HY2= Po+ Yo =C. (I1.7) 
La formule (11.7) exprime la loi fondamentale de l'hydrostatique. 
Faisons coincider le plan z, avec la surface libre du fluide z, = 0 


(fig. II.2); la pression régnant à la surface libre est atmosphérique 
Pa- En portant ces conditions dans ([[.7) nous obtenons 


P = Pa — Y2:- (IL.8) 

En introduisant dans cette égalité la profondeur d'immersion 

du point au-dessous de la surface libre À — — z, représentons-la 
sous une forme plus commode 

P= Pa+Yh; (IL.9) 


où p, est la pression absolue; yk — p, la pression de surcharge, 
car ce terme montre qu’en ce point à la profondeur À la pression est 
supérieure à celle atmosphérique; parfois p, —"Yh est appelée 
pression de surcharge hydrostatique. 

En technique, la pression de surcharge est souvent exprimée 
conventionnellement par la hauteur de la colonne de fluide. I] 
résulte de (I1.9) que la hauteur de la colonne de fluide créant la 
pression de surcharge p, 


h.=7 . (11.10) 
Y 

La pression de surcharge de 1 at — 10 000 kgf/m° est créée par 
une colonne d’eau douce d’une hauteur de 10 m ou par 0,736 m 
de mercure. 

Introduisons la notion de surface d'égale pression, c’est-à-dire 
d’une surface en chaque point de laquelle la pression est identique. 
L'équation d’une surface d’égale pression est p — const. En posant 
dans (II.8) p — const, nous obtenons 


Pa — const C 
Y e 
En vertu de cette dernière égalité, on peut conclure que dans 


un fluide en équilibre absolu, les surfaces d’égale pression sont des 
plans horizontaux parallèles à la surface libre. 


PE 
dé — 
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L'équation (11.7) admet une interprétation géométrique simple. 
Pour cela divisons les deux membres de cette équation par le poids 
spécifique y 


C 
+2= = Hans (11.11) 


où z est la hauteur géométrique ; p/Y la hauteur piézométrique cor- 
respondant à la pression absolue p; H,,4 la charge hydrostatique 
(correspondant à la pression absolue) qui, comme il le suit de (11.11), 


P=0 ka 


) 


É À Ze 
É À 7 

Haës | À É 
ME: À — 


Fig. 11.1 


dans un liquide en l'équilibre absolu est constante en tous ses 
points. Élucidons ces notions par un exemple. Une cuve est remplie 
d’un liquide à la surface duquel règne la pression po (fig. 11.1). 
Considérons le plan ox comme plan de référence à partir duquel 
on compte les hauteurs géométriques. Faisons sortir de la cuve 
un tube en U, en prenant la pression dans sa partie supérieure p = 0. 
Sous l’action de la pression, le liquide dans les branches du tube 
en ÜU s'élève à une certaine hauteur. De (11.11) il résulte que 


ta 22 = Hope 


c'est-à-dire que la hauteur des niveaux du liquide dans les deux 
branches du tube sera identique. 

En soustrayant des deux membres de (11.11) la grandeur p,/y 
et en introduisant la notion de pression de surcharge, réduisons 
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cette expression à la forme 


H = Habs— “€ , (I1.12} 


où p;/y est la hauteur piézométrique correspondant à la pression 
de surcharge; H la charge hydrostatique, correspondant également 
a Ps- 2 

Faisons sortir de la cuve (fig. I1.1) les tubes communiquant 
avec l’atmosphère, nommés piézométriques. Sous l’action de la pres- 
sion, le liquide s’élèvera dans ces tubes (3, 4) à une hauteur 4 identi- 
que, en vertu de l'expression (11.12). 

Arrêtons-nous brièvement sur l'équilibre relatif d’un fluide. 
Transformons les équations générales de l'équilibre relatif (II.1) 
en leur donnant la forme scalaire, plus commode pour l'utilisation 


dp. 


— 9P 
ôz ? 03 


27 ÿz | 


, (7 2 
PF = pFy — dy ? 
En multipliant les deux membres de ces équations respectivement 
par dr, dy et dz et en additionnant, nous obtenons l'équation dif- 
férentielle de l'équilibre relatif 


Ô 0 
p(F.dr+ Fydy+ PF, de) = dr + SE dy +< dz= dp. (11.13) 


En se servant des projections du vecteur de contrainte des forces 
de masse F,, F, et F.et en intégrant (11.13), on peut obtenir l’ex- 
pression de la pression en un point quelconque d’un fluide en équilibre 
relatif. 

En admettant dans le second membre de (If.13) dp — O0, nous 
obtenons l'équation différentielle des surfaces d’égale pression. 


$ 6. DÉTERMINATION DES FORCES ET DES MOMENTS 
AGISSANT SUR LES SURFACES ET LES CORPS QUI 
SE TROUVENT DANS UN FLUIDE AU REPOS 


En résolvant des problèmes pratiques, il faut savoir déterminer 
les forces résultantes et les moments des forces de pression agissant 
sur les surfaces et sur les corps qui se trouvent dans un fluide au repos. 

Examinons une surface non fermée quelconque S se trouvant 
dans un fluide au repos (fig. II.2). L'origine des coordonnées se 
trouve à la surface libre du fluide, où la pression est atmosphérique. 
Sans restreindre la généralité de la déduction, on peut considérer 
la surface comme étant cylindrique avec une génératrice perpendicu- 
laire au plan de la figure. Isolons une aire élémentaire dS et dési- 
gnons par D la pression hydrostatique en son centre. L'’aire dS peut 


32 STATIQUE DES FLUIDES [CH. II 


être considérée comme plane. La force de pression élémentaire s'exer- 
çant sur l'aire dR, sera 


dR= — pndS, 


où n est le vecteur unité de la normale extérieure. 
Pour obtenir la résultante des forces de pression, il faut les 
intégrer sur la surface 


| R, = — | pn dS. 
S 
En substituant dans la formule de À, l'expression de la pression 
suivant (11.8) nous obtenons 


Ri= — | (Pa— Yz)n dS = 
S 
= —p, (rdS+y | zn dS. 
S S 


Le premier terme du second 
membre de cette formule tra- 
duit l’action de la pression 
constante à la surface libre 
et le second, de la pression 
de surcharge. 

Dans la majorité des cas, 
seule présente un intérêt la 
partie de la résultante qui 
apparaît à la suite d'une pres- 
sion de surcharge hydrostatique 


R=7 | zndS. (II.14) 
S 


Fig. 11.2 


En projetant (11.14) sur les axes des coordonnées, on obtient 
suivant la fig. II.2,' l'expression pour les composantes de la 
force résultante 


R=iR,+KkR.=i (+ \ zcos(n, z)dS) + ( | z cos (n, z) ds } , 
S S 
d'où 


Re=7 [ scos(nr, x)dS ; R.—"7 | z cos (n, z) dS. (II.15) 
S S 


: e .* 
Etudions l'expression pour la composante horizontale R, des 
forces de pression agissant sur une surface gauche. 
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D'après la fig. I1.2, dS cos (nr, x) — dS., où dS, est une pro- 
jection verticale de l’aire inclinée ; en tenant compte de ce fait on a 


R,=7 | zdS.. 
S 


L'expression sous le signe de l’intégrale représente le moment 
statique élémentaire de l'aire dS, par rapport à l’axe oy. Si l’on 
désigne par S., l’aire de la projection verticale de la surface S et 
par Z:. la coordonnée de son centre de gravité. alors suivant la 
définition du moment statique 


[ 2dS,=Sx2c. 

S 
et par conséquent l'expression pour R, peut être présentée sous la 
forme 


Re= vice Sr. (11.16) 


Etant donné que Z:, est négative, il est évident que R, est 
dirigée en sens contraire au sens positif de l’axe des x. L'expression 
(11.16) permet de formuler la thèse suivante : la composante horizon- 
tale des forces de pression de surcharge s’exerçant sur une paroi 
courbe est égale au produit de l’aire S. de la projection verticale 
de cette paroi par la pression hydrostatique régnant au centre de 
gravité de l'aire de cette projection \z.. 

Trouvons l'expression pour la composante verticale R. des 
forces de pression agissant sur une surface courbe. On peut l'écrire 
sous la forme d’une intégrale de surface fermée S + Sir + Si 


(fig. 11.2), où S,:, est la surface latérale (deux secteurs) et S,. 
la surface libre. En effet, 


R:=y | zcos(n, z) dS + y | zCcos(n, z) dS + y | zcos(n, z) dS 
S 


Sjat Sal. 


et les deux dernières intégrales sont égales à zéro par suite de ce 

qu'à la Se on a cos (nr, z) —0 et à la S,,, z — 0. Appliquons 

à l'intégrale de surface fermée la formule de Gauss-Ostrogradski 
zcos(n, z) dS — | <= dv = Ve.p.. 


S+SjattSs.l. C.p. 


Le volume V..,., limité par les surfaces indiquées, s'appelle 
volume du corps de pression. Autrement dit, il représente le volume 
se trouvant au-dessus de la surface gauche et limité en haut par la 
surface libre. En tenant compte de cette expression, on peut écrire 


R:= Wen (1117) 
3—064 
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Ainsi, la composante verticale de la poussée hydrostatique 
s'exerçant sur une surface gauche est érale au poids du volume de 
fluide de ce corps de pression. 
Suivant la formule (I1.15), R, 
est dirigée verticalement vers 
le haut. 

Les raisonnements précédents 
peuvent être complètement appli- 
qués à un navire flottant. Dans 
ce cas Ve). est égal au volume 
déplacé par la partie immergée 
du navire et se nomme le volume 
de déplacement. La poussée 
s'exerçant sur les parois du na- 
vire flottant est égale au poids 
du volume de liquide déplacé par 
le navire et est dirigée verticale- 
ment. Ceci est valable pour un 
navire au repos. En mouvement, 
Vue suivant À des pressions hydrodynamiques 
.. supplémentaires apparaissent qui 
Fig. 113 dépendent de la vitesse, et la 
grandeur de la poussée changera. 
Cependant, pour les navires se déplaçant à de faibles vitesses, la 
composante de la poussée qui dépend du mouvement est faible. 

Dans le cas d’un corps totalement immergé dans un fluide, la 


surface S limitant le volume V est fermée et la réaction À peut 
être représentée sous la forme 


R = y z{icos (n, x) +kcos(n, z)] dS -- 
S 
_ Ty [ua =. (11.18) 


De l’expression (11.18), obtenue à l’aide de la formule de Gauss- 
Ostrogradski, il suit l'énoncé de la loi d’Archimède: la force résul- 
tante de la poussée hydrostatique s'exerçant sur un corps immergé 
est égale au poids du fluide contenu à l'intérieur de ce corps et est 
dirigée vers le haut. 

Éxaminons d'une façon plus détaillée le cas d’une paroi plane 
(fig. 11.3). La paroi plane est un cas particulier de la paroi gauche 
et pour la détermination des composantes de la résultante R,et 
R., les formules (11.15) sont valables. Cependant dans ce cas on 


peut obtenir immédiatement l'expression de la résultante R. Uti- 
lisons la formule générale (11.14); la direction de la normale est 
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identique pour tous les points de la paroi plane; pour cette raison 
d’après la définition du moment statique de la surface nous obtenons 


R =? | zn dS — nY z dS — nyz.S. (11.19) 
S S 

De la formule (11.19) il suit que la résultante R est normale 
à la paroi. La grandeur de la résultante R — Yz.S est égale à la 
poussée hydrostatique régnant au centre de gravité de la paroi 
Yz multipliée par sa surface. 

Déterminons le point d'application D de la résultante, appelé 
centre de poussée. Introduisons le système de coordonnées liées 
à une paroi plane (fig. I1.3). L'axe u, qui a pour origine la surface 
libre, se trouve dans le plan de la plaque, l’axe w est parallèle à 
l'axe y. De la figure on voit que — z — u sin &, où «& est l’angle 
d’inclinaison du plan de la paroi sur l'horizontale. Le moment 
élémentaire des forces de la poussée hydrostatique par rapport 
à l'axe ow est égal à 

dM=udR=uy(—72)dS --ysinau* ds. 


Le moment par rapport à l’axe ow s'obtient en intégrant sur 
la surface de la paroi plane A — d\f. 


6 

Pour déterminer le point d'application de la résultante, dont 
la coordonnée sera désignée par u,, servons-nous du théorème du 
moment de la résultante 


Rup = M = ysina | u°dS. (11.20) 
5 


L'expression de À peut s'écrire sous la forme 
ñ=ysinaus, (11.21) 


où u, est la coordonnée du centre de gravité. 


De (11.20) il résulte que la coordonnée du centre de poussée 
se déterminera comme 


v(] u? ds) sin & 
S 

— —@ _ “_—  — 2 ——_——— 399 
Up A Sue (IL.22) 
En employant la notion du moment d'inertie de la surface, 


désignons 7, — [ u*dS. En passant, suivant le théorème de Jou- 


S 
ravski, au moment central d'inertie de la surface 7, — 7], — Suë, on 
obtient l'expression finale de u,, sous la forme 


Up = ue+ se (11.23) 


3% 
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Etant donné que les grandeurs Z., S et u,. sont essentiellement 
posilives, on déduit de cette formule que le centre de poussée est 
situé au-dessous du centre de gravité, à une distance Z./Su.. Seule- 
ment quand la paroi plane est disposée parallèlement à la surface 
libre, le centre de poussée et le centre de gravité coïncident. 

Il résulte de ce qui a été dit que la poussée s’exerçant sur un 
fond plan d’un vase n’est égale qu’au poids d’une colonne verticale de 
fluide R — y}S et ne dépend pas de la forme du vase. Ce phénomène, 
découvert au XVIIe siècle par Pascal, a reçu le nom de paradoxe 
hydrostatique. Ce phénomène trouve son application en construc- 
tion navale, lorsqu'il faut obtenir de grandes pressions avec une 
petite quantité de liquide. Par exemple, pour essayer les citernes 
ou les soutes à la résistance on y adapte des tubes de charge ; ayant 
rempli la citerne d’eau et ajouté une quantité insignifiante de li- 
quide dans le tube de charge, on augmente considérablement la pres- 
sion s'exerçant sur les parois et le fond de la citerne en l’amenant, 
pour une valeur déterminée du niveau de liquide dans le tube, 
aux valeurs requises. 


CHAPITRE III 


CINÉMATIQUE DES FLUIDES 


$ 7. MÉTHODES D'ÉTUDE DU MOUVEMENT 
DES FLUIDES 


La cinématique des fluides est une partie de la mécanique des 
fluides qui étudie seulement les propriétés géométriques du mouve- 
ment des fluides. Par conséquent, toutes les conclusions principales 
de la cinématique sont valables pour tout fluide, aussi bien visqueux 
que non visqueux. 

L'étude de la cinématique des fluides est basée sur l’hypothèse 
de la continuité de variation des paramètres cinématiques (vitesses, 
accélérations). Autrement dit, la vitesse d'un fluide est supposée 
une fonction continue des coordonnées. 

Nous admettrons également que les fonctions utilisées sont non 
seulement continues mais aussi différentiables ; ceci permet d’em- 
ployer pour l’étude du mouvement des fluides l’appareil mathémati- 
que de la théorie des fonctions continues. Parfois la propriété de 
continuité des paramètres cinématiques se trouve enfreinte en un 
point. sur une ligne, à la surface. Ces régions de discontinuité des 
vitesses sont appelées respectivement points singuliers, lignes et 
surfaces de discontinuité. 

Pour la commodité de l'étude, tout volume fluide peut être 
considéré comme étant composé d’un grand nombre de particules 
fluides. Par conséquent, l'étude du mouvement d’une particule 
fluide peut être abordée du même point de vue que celle du mouve- 
ment d'un point en mécanique, en identifiant la particule avec un 
point matériel qui intervient en mécanique générale. Examinons 
brièvement les principales thèses de cette méthode dite méthode 
de Lagrange. A un moment initial de temps, isolons dans un fluide 
une particule fixée de coordonnées x,, Yo, Zoe Le mouvement de 
cette particule est connu si l’on connaît la loi de variation des coor- 
données qui caractérisent la position de la particule au cours du temps 


T=T({ Zi, Yor 20): 
y—=y(l, Zoe Yo 20); (111.4) 
Z—2{({, Lis Yor 2): 
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En éliminant de ces équations le temps t{, nous obtiendrons 
l'équation de la trajectoire, c’est-à-dire la trace du mouvement de 
la particule dans l’espace. Les projections des vitesses des particules 
du fluide sont déterminées par les relations 


dz dy dz 
Ux = 7 : Vu LT: (111.2) 


En calculant les dérivées dans ([I1.2) xo, yo, zo sont considérés 
comme des paramètres. Dans ce cas au lieu de dérivées ordinaires, 
on écrit les dérivées partielles par rapport au temps 


(CE D __ dy. EL 
‘at ? YU dt ? Ur y : (TIT.3) 
Les projections du vecteur accélération a de la particule fluide 
sont 
d'+ Oz dy 2y dÙ- 922 


= de" WT R — 2) 


Ï1 est important de noter que dans l'équation (III1.1) x, y, z sont 
les coordonnées de la particule fluide. Les coordonnées initiales xs, 
Yo, Zo Aui déterminent la position de la particule choisie pour { — to, 
caractérisent l’individualité de cette particule. 

Pour décrire le mouvement d’un volume fluide contenant W par- 
ticules, on doit poser un nombre correspondant de systèmes d’équa- 
tions du type (I11.1) ; du point de vue mathématique, un tel problème 
est extrêmement compliqué, ce qui oblige à chercher d’autres métho- 
des d'étude. 

Sous sa forme générale, la méthode de Lagrange est rarement uti- 
lisée. Cependant elle est utilisée partiellement lors de l’étude du mou- 
vement des particules fluides. 

Notons qu’en utilisant la méthode de Lagrange on peut obtenir 
beaucoup de renseignements sur le mouvement d'un fluide, en parti- 
culier on peut observer le mouvement de n'importe quelle particule 
fluide fixée, en tenant compte par cela même de son individualité. 
Cependant, dans la majorité des cas, il est superflu de tenir compte 
de l’individualité de chaque particule d'un fluide homogène, étant 
donné que toutes ses particules sont pratiquement identiques. 

Dans l'étude du mouvement des fluides, un large emploi a reçu 
la méthode d’Euler. Suivant cette méthode, on examine le champ des 
vitesses aux points de l’espace occupé par le fluide en mouvement et 
on étudie le caractère de variation de la vitesse en ces points en fonc- 
tion du temps. Par vitesse d'un point dans l’espace on entend la vi- 
tesse d’une particule fluide qui à l'instant donné se trouve en ce point. 
D'après cette méthode, le champ de vitesses est donné sous la 
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forme 
Ux=Ur(r. y. 5); vy=v,(x, y, 2,1); 
V,= UV: (x. y. 2, 1); (1II.4) 
ou LL 
u—=v(r.{), 


où x, y, z représentent les coordonnées des points de l’espace et non 
de la particule fluide comme dans la méthode de Lagrange. 

On sait que pour décrire le mouvement d’un corps solide, il est in- 
dispensable de connaître les vitesses de ses trois points (ne se trouvant 
pas sur une même droite). Si l’on doit 
décrire le mouvement d’un fluide, c'est-à- 
dire d’un corps facilement déformable, il 
faut connaître les vitesses en tous les 
points de l’espace occupé. Le nombre de 
ces points est évidemment infini à la 
limite. Cette méthode de description du 
mouvement d’un fluide est plus simple 
que celle de Lagrange, car elle fait appel 
à l'appareil mathématique de la théorie 
du champ bien connu. En employant la 
méthode d’'Euler, qui ne permet pas de 
tenir compte de l’individualité d'une par- 
ticule séparée, on suit le comportement de 
différentes particules qui passent par un 
point fixe de l'espace. 

La méthode d’Euler est intimement Fig. 111.1 

liée à la notion de lignes de courant. 
Isolons dans un écoulement, à un instant déterminé, un certain 
nombre de points (fig. 111.1). Traçons une courbe tangente en 
chacun de ses points au vecteur vitesse de la particule fluide en ce 
point. On appelle cette courbe ligne de courant. Elle réunit les diffé- 
rentes particules fluides à un instant donné, ce qui la distingue sen- 
siblement de la trajectoire qui est une trace du mouvement d’une 
particule. 

Trouvons les équations différentielles des lignes de courant en te- 


nant compte de ce que leur élément vectoriel dr coïncide avec la direc- 


tion du vecteur de vitesse v, c'est-à-dire dr || v. 

En utilisant le fait que le produit vectoriel de deux vecteurs pa- 
rallèles est égal à zéro, écrivons l'équation différentielle des lignes 
de courant sous la forme vectorielle 


v x dr =0. (HIL.5) 
En développant le produit vectoriel nous obtenons 
i (v, dz—v, dy)+ j (v.-dr—v.dz)+k(v.dy—v, dx) =0 
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ou, en égalisant les multiplicateurs des vecteurs unités à zéro, 
v,dz—v,dy=0; v;dr—v,dz=0; v.dy—v,dx=0. 


En divisant la première équation de ce système par wv,v,, la 


seconde par v.,v., la troisième par v,v,, nous pouvons le présenter sous 
la forme 


dz dy. dx ds, dy dx 
’. y Ve Vs ly Lx. 

Ces relations peuvent être écrites d’une manière plus condensée 
sous la forme d’un système de deux équations différentielles 


dr dy  dz . 
rer (111.6) 


Introduisons la notion d’un tube de 
courant, très importante pour ce qui suit. 
Isolons dans un fluide un contour fermé 
qui n’est pas une ligne de courant (fig. 
111.2). Traçons par chaque point de ce 
contour une ligne de courant et nous 
obtiendrons un tube de courant. Le fluide 
contenu à l'intérieur de ce tube de cou- 
rant s'appelle filet de courant. Dans le 

Fig. III.2 cas général, les vitesses du fluide suivant 

la section transversale du filet sont diffé- 

rentes. On appelle filet élémentaire le filet de courant dans lequel on 
peut négliger la variation des vitesses suivant la section transversale. 


$ 8. CLASSIFICATION DES ÉCOULEMENTS 
DES FLUIDES 


Examinons la dépendance entre le champ de la vitesse d'écoule- 
ment et le temps. L'écoulement d’un fluide est dit permanent si les 
vitesses d'écoulement en tout point de l'espace ne dépendent pas 
du temps. Dans le cas contraire, l'écoulement du fluide est dit 
non permanent. D’après cet énoncé, le champ de vitesses dans un 
écoulement permanent ne dépend pas du temps 


ou 


Ur = Ve (ZT, Ye 2); Vy = Uy (x, Y, 3); LV: = V:(x, y, 2) 
(111.7) 
v = (r). y 
Examinons avec plus de détails la notion de mouvement perma- 
nent. Pour cela considérons un point donné de l’espace de coordon- 
nées z;, Yi, z, par lequel passent avec le temps les différentes particu- 
les fluides. Toutes, elles possèdent en ce point de l’espace la même 


vitesse v(x1, Yr, 21) indépendamment du temps. Ce raisonnement est 
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valable pour tous les points de l’espace. Remarquons qu'en différents 
points de l’espace les vitesses sont différentes et le champ de vitesses 
n’est pas homogène. 

Montrons que dans l'écoulement permanent d'un fluide, les tra- 
jectoires et les lignes de courant coïncident. Examinons une particule 
de fluide se trouvant à l'instant 4 au point À de l’espace (fig. ITI.1). 
La ligne ABC est une ligne de courant (à l'instant #&). Pendant le 


ÿ 
Rivage 
x 
À ÿ 
—>> <> x 
Fr vo Fri I 
Fig. LIL.3 


temps At la particule se déplacera suivant la tangente au vecteur de 


la vitesse v, au point 4” le long de la ligne de courant. Au point 4° 
la vitesse au bout du temps A! restera invariable aussi bien en gran- 
deur qu'en direction, à la suite de quoi la particule de fluide se dé- 
placera vers le point B le long de la ligne de courant. En reprenant 
ces raisonnements, on s’assure qu’en mouvement permanent la tra- 
jectoire de la particule, qui se trouvait à l'instant initial au point À, 
coincide avec la ligne de courant, ce qu’il fallait démontrer. 

En mouvement non permanent. la vitesse au point 4° à l'instant 
to - At variera en grandeur et en direction et la particule fluide attei- 
gnant ce point se déplacera ensuite tangentiellement à la vitesse 
variée en s’écartant de la ligne AA'BC qui est la ligne de courant à 
l'instant bo. 

Etablissons le caractère d'écoulement d’un fluide provoqué par 
un corps qui s’y déplace. Dans le cas général du mouvement d'un 
corps possédant six degrés de liberté, ct dont les vitesses dépendent 
du temps, l'écoulement du fluide provoqué par ce corps sera non per- 
manent. 

L'écoulement du fluide provoqué par le mouvement d’un corps 
solide sera dit plus loin absolu ou provoqué. 

Examinons le mouvement d'un corps suivant une trajectoire rec- 
tiligne à vitesse constante w, (fig. 111.3). Rapportons d’abord le mou- 
vement du corps, par exemple d’un navire, à un système de coordon- 
nées fixe, lié à un rivage. Choisissons le point d’observation dans le 
fluide (point À) et observons comment change la vitesse du fluide en 
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ce point fixe. Lorsque le navire se trouve dans la position J, éloignée 
du point A, il se peut que l'observateur ne remarque pas ce mouve- 
ment du fluide en ce point. Au fur et à mesure que le navire s’ap- 
proche du point À (position 71), l'observateur remarquera en ce point 
le mouvement du fluide. Enfin quand le navire s’éloignera du point À 
(position 771) le mouvement du fluide en ce point cessera. Ainsi, avec 
le temps. la vitesse du fluide varie au point À. Par conséquent, le 
mouvement examiné est non permanent. Si l’on rapporte le mouve- 
ment à un système de coordonnées mobile, dans ce cas l'observateur 
se trouvant sur le navire remarquera que le mouvement du liquide 
provoqué par le navire ne varie 
pas avec le temps. Autrement 
dit, en un point lié à un système 


v=0 de coordonnées mobile, les vites- 
ses sont invariables avec le 
temps. Par conséquent, l’'écoule- 
ment du fluide sera permanent. 
y Comme il est compliqué d’exa- 
_—) . [F4 (] Q 
miner l'écoulement d’un fluide 
—. « d 
dans un système de coordonnées 
———— v=0 


X mobile, en mécanique des fluides 

on utilise le principe de la simi- 
= litude dynamique. 

D'après ce principe on impri- 

Fig. 11.4 me à toutes les particules fluides 

des vitesses constantes égales en 

grandeür et dirigées en sens contraire à la vitesse de déplacement du 

corps. Le corps et le système de coordonnées lié à celui-ci deviennent 

ainsi immobiles (fig. 111.4). 

L'écoulement du fluide obtenu d’après le principe de similitude 
est dit inversé ou relatif. 

Au point de vue cinématique, les mouvements absolu et inversé 
du fluide sont différents (fig. II[.4). Ainsi, en mouvement absolu, la 
vitesse d’une particule de fluide en amont d’un corps solide est égale 
à vo et en mouvement inversé, elle est égale à zéro. Loin en avant du 
corps ou à l'infini amont de celui-ci la vitesse en mouvement absolu 
est égale à zéro et en mouvement inversé U54 = U sw. 


La relation qui existe entre les vitesses du mouvement absolu v, 
et celui inversé v,, s'exprime par une égalité vectorielle (fig. ITI.4) 


Dinv = Da td. (IIL.8) 


La détermination des forces qui agissent dans un fluide est très 
importante. Montrons que pour les mouvements absolu et inversé 
ces forces sont égales. Pour cela on doit s’assurer que les accélérations 
proportionnelles aux forces sont identiques pour les mouvements 
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absolu et inversé. En dérivant l’égalité (111.8) par rapport au temps, 
établissons la liaison entre les accélérations 


d'inx La du 
FT = ta (TS) 
E Le duo Q diny da CA . 
tant donné que D = 0, on obtient HT = go Ce qu il fallait 


démontrer. 

Le principe de l’inversion du mouvement est largement utilisé 
en mécanique des fluides. Ce principe est utilisé dans les souffleries 
aérodynamiques où un courant d'air contourne un corps immobile. 
Il est aussi souvent utilisé dans les schémas théoriques lors d’une étu- 
de du mouvement des corps dans un fluide. 

Si les corps se déplacent dans un fluide avec une vitesse variable 
en grandeur et en direction, le principe d’inversion est inutilisable. 

La classification des écoulements énoncée ci-dessus est basée 
sur la dépendance du champ de vitesses du temps. Examinons main- 
tenant la classification des écoulements d’un fluide suivant leurs ca- 
ractéristiques géométriques en introduisant la notion d’un écoulement 
de fluide à trois dimensions, plan et à symétrie axiale. Les méthodes 
d'étude de ces types d'écoulement différent suivant le cas. 

Le mouvement d'un fluide à trois dimensions est caractérisé par 
ce que le champ de vitesse dans celui-ci dépend de trois coordonnées 
cartésiennes x, y, z ou curvilignes orthogonales qg;, q», q3 


U=U(r, y, 3. L) 
ou 


U=U (qi Ge Qss t). (111.10) 


Par conséquent, en écoulement à trois dimensions il y a trois pro- 
jections de la vitesse sur les axes des coordonnées 


Ve Vx (re Ye 2,1); Uy = 0 (x, y, 2, 1); VU: = 0; (x, y. 2. 1) 


ou 
! : (gi. 2° ° ); Ug; TT Ug: (g a (4 PE l); ( ) 


Vgs — Vas (CA (1 PCR! ET !). 


L'étude d’un écoulement à trois dimensions représentant le cas 
le plus général de l'écoulement du fluide est évidemment la plus com- 
pliquée. 

L'’écoulement est plan lorsque le caractère de l'écoulement dans 
des plans perpendiculaires à un certain axe est identique. Comme tel 
axe choisissons z (fig. I[1.5). Suivant la définition, en des points ho- 
mologues situés dans les plans parallèles, les vitesses sont identiques 
et ne dépendent pas de la coordonnée z; autrement dit 


De = Vr(r. y. tt); vy == 0, (x, y, t); v: =0. (111.12) 
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Par conséquent, en étudiant l'écoulement plan on peut se limiter 
a l’étude de l'écoulement seulement dans le plan xy; c’est le cas de 
la résolution d’un problème dit problème plan en mécanique des 
fluides. 

11 n'existe pas d'écoulement purement plan. Cependant, dans un 
grand nombre de cas pratiquement intéressants, on réussit à dégag:r 
dans un écoulement du fluide 
des régions où les conditions 
de l’écoulement plan sont ap- 
proximativement observées. 

Examinons, par exemple, 
l'écoulement autour d’une aile 
ou l’écoulement transversal 
autour d’un corps cylindrique 
de grande longueur. Dans la 
région de leur partie moyenne, 
l'écoulement est proche de 
l'écoulement plan, dans la ré- 
gion des extrémités, il porte le 
caractère de l'écoulement à 
trois dimensions. 

La théorie des écoulements 

Fig. JI1.5 plans du fluide est une partie 

la plus étudiée de la mécani- 

que des fluides avec le plus grand nombre de solutions exactes. Pour 

cette raison, dans tous les cas possibles, on s'efforce de ramener 

l'étude d’un écoulement autour des corps à l'étude des régions plus 
simples avec un écoulement plan du fluide. 


Fig. 111.6 


On appelle écoulement à symétrie axiale celui où les champs de 
vitesse sont identiques dans tous les plans passant par une certaine 
droite nommée axe de symétrie de l'écoulement. A titre d'exemple 
examinons l'écoulement autour d’un corps de révolution d’un fluide 
infini le long de l’axe de symétrie. Introduisons le système de coordon- 
nées cylindriques zx, r*, 0 (fig. II1.6). Il est évident que dans tous les 
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plans (pour différents 6) la représentation de l'écoulement est iden- 
tique. Dans le système de coordonnées admis il y a seulement deux 
projections de la vitesse qui ne dépendent pas de l'angle 6, la troi- 
sième projection de la vitesse est nulle, c’est-à-dire 


Ux =VL(xz, r°, 1); Lie —=vre(r, r°, 1); vo = 0. (I11.13) 


Les équations ([11.13) et celles qui décrivent le mouvement plan 
du fluide sont semblables par la forme. En effet, les méthodes d'étude 
des écoulements plans et à symétrie axiale ont beaucoup de commun. 
Cependant entre ces méthodes il existe une différence physique no- 
table, à la suite de quoi la résolution d'un problème à symétrie axiale 
de la mécanique des fluides ne peut être ramenée à la résolution d'un 
problème plan. 

Remarquons que si l’on examine l'écoulement autour d'un corps 
de révolution dans le système de coordonnées cartésiennes, toutes les 
trois projections ne seront pas égales à zéro. La symétrie axiale de 
l'écoulement ne se révèle que lorsqu'on utilise le système de coordon- 
nées cylindriques. 

L'exemple d’un courant à symétrie axiale est celui du mouve- 
ment d'un fluide dans un tube de section circulaire et d’axe rectiligne. 


$ 9. ACCÉLÉRATION D’UNE PARTICULE 
FLUIDE 


Lorsqu'on intègre les équations de mouvement on doit trouver 
une expression pour l'accélération d’une particule fluide. Nous pou- 
vons l'obtenir en déterminant le mouvement suivant la méthode d’Eu- 
ler, quand le champ des vitesses est connu. Admettons qu'à l'instant t 
la particule fluide se trouvait au point 4 de l’espace avec les coordon- 
nées x, y, z, sa vitesse étant v (x, y, 2, t) 
(fig. 111.7). Au bout d’un intervalle de 
temps Af, cette particule s’est déplacée 
en un autre point de l’espace, où la 
vitesse est déterminée par les coor- 
données x + Azx,y + Ay, z + Az, 


= C(z+Ar. y+Ay, 2+Az, t+A). 
De la mécanique on sait que l’accélé- Fig. [IE 
ration du/dt est définie comme une limi- 


te du quotient de la différence des vitesses de la particule dans 
ses deux positions par l'intervalle de temps tendant vers zéro 


at-0 At 


v(r+ Az, yHAy, 24 Az, tHAt)—v0(xr, y, 2, 1) 
At-0 At | 
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Développons v, en série de Taylor, en nous limitant aux premiers 
termes du développement 


Des U; 2, t) + 
+ Art E ay+ À Ac + À D Apte. 


où e sont les infiniment petits d'ordres supérieurs. 


En portant cette expression dans la formule pour du/dt et en divi- 
sant par At, nous obtenons 


D dv Ar , dv Ay  dù Az dd , e€ 
—… = me me m— —— À 
dt Jim ( Or At + dy At + 0z At + ot ‘ At 


Passons à la limite. Dans cette expression dv/0x, v/0y, dv/9z sont 
déterminés au point x, y, z, c'est-à-dire ne dépendent pas du passage 
à la limite ; Ax/At dans le cas du passage à la limite est égal à la pro- 
jection de la vitesse v. 


Finalement, en passant à la limite nous obtenons l'expression 


dv dv dv dv . 
—— —— LL k 
a x y + Uy Er1 + DE ve D (111.14) 


qui permet de conclure que l'accélération totale du/dt se forme de deux 


# # e 3 Le) Ov 
composantes : de l’accélération convective (ou d'entraînement) v. es + 


by, 2e dv 


1 dy 

Comme il suit de la déduction, l'accélération locale dv/0t résulte 
de la variation avec le temps de la vitesse en des points de l’espace, 
c'est-à-dire quand le mouvement du fluide est varié. Le symbole de 
la dérivée partielle indique que lors de son calcul, les coordonnées 
des points sont considérées comme invariables. En mouvement per- 


+ v, © "et de l'accélération locale dv/@4. 


APE êv 
manent, l’accélération locale nn = 0. 


ôv 
+v, — 3: 
est due au fait qu'en différents points de l’espace les vitesses sont dif- 
férentes. Pour cette raison, l'accélération convective et, par consé- 
quent, l’accélération totale dans un écoulement permanent n'est pas 
égale à zéro. Seulement dans le cas particulier d’un champ de vitesses 
homogène, quand v ne dépend pas des coordonnées, l’accélération 
convective est égale à zéro. 


L'apparition de l'accélération convective vx 2 + Fe 
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En projetant (II1.14) sur l’axe des coordonnées nous obtenons 


dx + dx dx + 
De Ur Ge Vu y Ti Toi 2) 
dv Ov ov dv dc 
US U y u no! 
dt x x + Ur ôy +v: Oz Fri (HL.15) 
dv; d'; dL'; dr; dv. 
dt Vx Gr + Uy Oy FU: 0z + ot 


Illustrons les thèses énoncées ci-dessus par un exemple de l'écou- 
lement permanent du fluide dans un canal de section variable (fig. 


VV LL 
AIT 
- V4 4 


Fig. IIL8 


111.8). Lors du déplacement d'une particule du point 7 au point 2 
la vitesse varie, c'est-à-dire que la particule fluide possède une accé- 
lération convective dont la valeur moyenne est 


(=) EH (> dx | = ( Uy + lo } ( Vo — l'{ | 
dt moy x 0x moy 2 To — T1 ° 


$ 10. ANALYSE DU MOUVEMENT D'UNE 
PARTICULE FLUIDE 


On se convainc facilement de ce que la classification des mouve- 
ments d’un fluide d’après la dépendance des vitesses d'écoulement du 
temps et des coordonnées ne permet de donner qu’une description 
extérieure de leurs particularités. Pour mettre en évidence les parti- 
cularités intérieures de l'écoulement, il faut étudier la distribution 
des vitesses à l’intérieur de la particule fluide. Ceci permettra de 
juger de son mouvement en général. 

Lorsqu'on étudie un phénomène quelconque suivant la méthode 
rationnelle on le compare avec un autre phénomène, plus simple, en 
déterminant les particularités du phénomène compliqué par rapport 
au phénomène simple. Faisons de même: comparons le mouvement 
d'une particule fluide avec le mouvement d’un corps absolument 
solide, connu de la mécanique générale. Le mouvement d'une parti- 
cule fluide est d’un caractère plus compliqué, étant donné qu’à la 
différence d’un corps solide elle peut se déformer, même très sensi- 
blement par rapport à un corps solide élastique. 
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Examinons une particule fluide (fig. [11.9). Un point quelconque M, 
situé à l’intérieur de celle-ci de coordonnées zo, Yo, Zo Sera pris pour 
pôle. Introduisons le système de coordonnées zx,, y1, z1 lié à cette 
particule'et ayant le pôle pour origine. Les axes des systèmes de coor- 


données fixe et lié sont parallèles. Désignons par Vo — L (to, Yo, 20 
t) la vitesse du pôle. Le rayon vec- 
teur du point quelconque AJ à l'in- 
térieur de la particule 7, — i (x — 
— To) + (y — Yo) + k (z — 20). La 
vitesse du point quelconque 7 de 
la particule fluide 


v(r. y, z, t) TAC 
Yo 7 Yis 20 + Zu t). ([HI.16) 


Développons cette fonction en 
série de Taylor dans le voisinage 
du pôle en nous limitant aux pre- 
miers termes de développement. Con- 

Fig. IIE.9 sidérons le temps £{ comme un pa- 
ramètre, c’est-à-dire étudions la ré- 
partition des vitesses à l’instant donné. En tenant compte de ce que 


par suite du parallélisme des axes des coordonnées _ = 35 ete. 
nous obtenons 
v (x + Zi Yo Yi 20 +21 À) = V (Zo: Yor Zor !) + 
dv ôv dv = 
+H(Dn+(Eut(ËLe au 


où le premier terme v (xo, Yo, Zo, t) —= vo, représente la vitesse du pôle. 
Les coefficients de développement (=) , (à) , (à) sont déter- 
zJo \oy}Jo \d:]o 
minés au point du pôle, c’est-à-dire qu’on peut les considérer comme 
certaines grandeurs données. Par la suite, nous omettrons l'index 
« OU » affecté aux dérivées. 

Dans le développement nous avons rejeté les grandeurs du second 
ordre et d'ordres supérieurs [ les termes du type L (2) Œ +... | . 
cela signifie que les coordonnées zx, y, z, du point M doivent être 
notoirement petites, pour qu'on puisse négliger les termes d'ordres 
supérieurs. Pour cette raison, l'analyse exposée ci-dessous n'est va- 
lable que pour une particule fluide de petites dimensions. Ceci cons- 
titue la première différence notable entre l’analyse du mouvement 
d'un corps solide et d’un fluide. Rappelons que la formule connue rela- 
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tive à la distribution des vitesses dans un corps solide est valable in- 
dépendamment des dimensions du corps. 
Pour les transformations ultérieures, il est utile d'examiner une 


des projections de la vitesse. En projetant (111.17) sur l’axe des zx 
nous obtenons 


dv 


dv, , ô 
Ve = Vox + GE nt it SE (111.18) 


Effectuons dans (III.18) une transformation identique en ajou- 


tant au second membre et en en soustrayant les termes (55 Yi + 


db: 
+ +2 3 = z1), et regroupons les termes avec les mêmes coordonnées y, 


et z, 


dv dy 1 
Ur = Vox + _ Ent (Se = +) yT+s X 
OVz 


x dx dz \, 
x (<= + E) a+ (SE IE 


oz 0x 
1 ( dy dVx } . 
7 2 \ 8x dy Ya; 


Dy= Voy+ ts 5 (5 PE)u+ 


dy Oz 


D: dv 
E+SE) a+ 


+1 (5-2) n— (II1.19) 
) 


Les formules pour v, et v, sont obtenues à partir de l'expression 
pour v., par la méthode de permutation circulaire des indices. Intro- 


&—064 
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duisons les notations suivantes: 
_ dx. __ À f dw:; dy ___ 4 [ dy 
Ex Gr ? Mr (+); ra): | 
dv 
__ CUy __ 1 / de d; __ 1 / d, dv; 
Ey — dy ? =r(5E+): = (EE); 
dv; ü =+( dvy 3 _4 dy dx 
T7 9z ? 77 2 \ dx Oy l°? œ=7(-7- +) 


(III.20) 


Les grandeurs déterminées par les formules (111.20) sont constan- 
tes pour le point donné du pôle. Elucidons leur sens physique. 


Fig. 111.10 


Pour simplifier, examinons le mouvement plan d’un fluide. Iso- 
lons une particule fluide ayant une section transversale carrée de 
côté a (fig. I11.10). Prenons le point A, comme pôle. Nous jugerons 
des déformations possibles de la particule fluide sur les déplacements 
des points caractéristiques M, et M2, c’est-à-dire sur le mouvement 
des arêtes perpendiculaires du carré MoM, et MoM2. Les projections 
des vitesses de déplacement des points M, et W, par rapport au pôle 
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M) peuvent être représentées sous la forme suivante : 


LV Vox = x a : v Vp+ —= dx a : 
1x 0x — FE ’ 2x 7 VOx — dy ’ 
œæ, d, (UII.21) 


VUiy—Voy TA; Day — Von y € 


D'après la fig. [11.10,a, où sont montrées les vitesses relatives 
des points M, et M>, on voit que la particule fluide qui avait initiale- 
ment sa section transversale de la forme d’un carré peut subir des 
déformations linéaires d’allongement des arêtes sous l'action des 
vitesses dirigées le long de celles-ci et des déformations angulaires de 
glissement des arêtes sous l’action des forces normales aux arêtes. 
Pour l'analyse ultérieure, il est utile d'examiner les cas particuliers 
de déformation. 

Posons ôv.,/0y — ôv,/8x — 0. Dans ce cas la particule ne subit 
que les déformations d’allongement (fig. I11.10,b); les déformations 
angulaires des arêtes n’ont pas lieu, par conséquent, d’après (111.24) 


Ds ee, LH (IIT.22) 


d’où, si l’on tient compte des notations (111.20), il suit que les coeffi- 
cients €, — 0v./0x, e, — Ov,/ôy caractérisent la vitesse relative d'’al- 
longement des arêtes de la particule lors de la déformation (vitesse 
rapportée à la longueur de l'arête a). Pour cette raison e, et e,, ainsi 
que le coefficient e. qui leur est analogue sont appelés vitesses rela- 
tives d’allongement. Sur la fig. II1.10,b sont montrées (sous forme 
superposée) les positions de la particule avant la déformation li- 
néaire (lignes continues) et après la déformation linéaire (lignes poin- 
tillées). 

Posons maintenant Ov,/0xr — dv,/0y — 0, c'est-à-dire supposons 
que les déformations linéaires d'allongement des arêtes n’aient pas 
lieu. Dans ce cas (fig. II1.10,c) les arêtes M, M, et Mo: tourneront 
par rapport au pôle M,. Désignons par 6, et 6: les angles de rotation 
des arêtes MoM, et MoM2 et par w, et w> les vitesses angulaires. 
Adoptons la règle habituelle des signes: les rotations dans le sens 
contraire de l'horloge seront positives, dans le sens de l'horloge, 
négatives. De la fig. [I1.10,c on voit que 


dû _ Ly. __ _ dôs _ de, 
dt or ? Gr — dt 


y — y . 

Il est naturel de prendre pour la grandeur caractérisant [a vitesse 
angulaire de rotation de toute la particule dans son ensemble la moyen- 
ne arithmétique des vitesses angulaires de rotation des arêtes per- 
pendiculaires 


dv y d, 


1 1 
= (Gi +0) = (= —<+) | (1.23) 
4e 
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L'indice z indique que la rotation s'effectue dans un plan perpen- 
diculaire à l'axe des z. Calculons la vitesse angulaire de rotation de 
la bissectrice A7,M; de l'angle entre les deux directions perpendicu- 


laires. Il est évident que MoM; = a V 2. De la fig. 111.10,c on voit 
que &3 — 7 È ici v, est la projection de la vitesse du point M, sur 
a 


la direction perpendiculaire à la bissectrice 
= (55 a) cos À (SE ac mn 
T7 \ or ST — Er ST — 


Suivant la dernière relation 


D Dr dy dx \ 
TT y2 2 (5-5) ne 

c'est-à-dire que la vitesse angulaire de rotation de la particule est 
égale à la vitesse angulaire de rotation de la bissectrice de l'angle 
pris entre les deux directions perpendiculaires partant du pôle. 

Maintenant il est facile de déterminer le sens physique de la gran- 
deur 6, qui est une demi-somme des vitesses des variations des angles 
des arêtes perpendiculaires, prises en valeur absolue. Cette grandeur 
est dite vitesse de glissement relative 

dô; 


[ll é)-H (Éd). on 


Si initialement (fig. III.10,c) l'angle entre les arêtes était égal 
à _. , après un intervalle de temps dt il a diminué de la valeur | | + 


dt 
+ | Fe | == 26. et constituait 1/2 — 26.. Autrement dit, la vitesse de 


glissement 6, représente la moitié de la vitesse de variation de l'an- 
gle entre les deux directions initialement perpendiculaires entre elles. 
Les grandeurs w., &,, 0+, 0, introduites pour le cas général du mou- 
vement ont le même sens physique. 
En tenant compte de (III.20) les expressions (111.19) peuvent 
être représentées sous la forme 
Ux = Vox + (ExTi + 0p21 + 6:71) + (@yz1 — y) ; 
y = Voy + (Eyÿi + 0271 + 0x21) + (2:71 — ©0324) ; (IIL.25) 
Ur = Voz + (E:2: + 6cy1 + 6,1) + (CORT — OyTi). 


Introduisons la fonction quadratique 


— + (Exxi + Eyÿi + E:7; + 20:71: + 20yT42: + 20,z1y1)- (111.26) 
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Il est facile de voir que = _ = 8,Ti + 0,2 + 0,71; d'une 
manière analogue on calcule les dérivées par rapport à y et z. 


En constatant ensuite que w,yz, — OYi=(o Xr;)» on peut 
récrire (111.25) sous la forme 


D = Vox + + (o XFi)s: 
Dy = Voy + 5e + @ Xy5 | (111.27) 


or + + EX), | 
ou LL D 
0 = Vo + grad ® + o X ri. (111.28) 


C'est la formule définitive de la répartition des vitesses dans une 
particule fluide. En la comparant avec la formule connue de Ia ré- 
partition des vitesses dans un corps solide, on voit qu'elle ne se dis- 
tingue extérieurement que par la présence du terme grad ®. Des 
raisonnements physiques énoncés ci-dessus il devient évident que ce 
terme caractérise le mouvement de déformation de la particule fluide. 
En introduisant le vecteur vitesse du mouvement de déformation 


Vaer = grad ©, on peut récrire (III.28) sous la forme 


V= Vo + © X Ti Vaer. (III.29) 

La relation obtenue représente la formulation mathématique du 

théorème de Cauchy-Helmholtz : la vitesse d’un point quelconque de 

la particule fluide se compose de la vitesse du pôle v,, de la vitesse de 

rotation autour d'un axe instantané passant par le pôle (wo X r;) et 

de la vitesse du mouvement de déformation var. Pour le vecteur vites- 
se angulaire w, il est facile d'établir la relation suivante 


1 rot = V XD, (III.30) 


OO) = 


dans laquelle on a introduit l’hamiltonien V — is tx + KZ . 


En développant le second membre de (111.30) et en tenant compte des 
notations admises pour les projections des vitesses angulaires, on s’as- 
sure de la justesse de cette affirmation. 

Pour compléter les différences exposées ci-dessus relatives aux mou- 
vements d’un corps solide et d’une particule fluide, remarquons que 


le terme qui caractérise la rotation (w X r;) ne coïncide que par la 
forme avec le terme analogue pour le corps solide. La particule fluide 
se déforme avec le temps en changeant sa forme. Pour cette raison 


le terme (w X r1) décrit la rotation de la particule fluide comme d’un 
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corps solidifié seulement à l'instant donné, car après cet instant elle 
changera sa forme. 

Les déformations linéaires et angulaires du corps solide sont ab- 
sentes 


Ex —Ey=€e =0; 6,—=0,—0,=0; (HII.31) 


et de plus, la fonction quadratique ®, qui caractérise la déformation, 
s’annule, et la formule (111.29) se transforme en formule de la répar- 
tition des vitesses dans un corps solide. 


Etant donné que le vecteur vitesse du pôle vs, qui ne dépend que 
du temps, peut être représenté sous la forme 


grad (Co-r1) — grad Os, (111.32) 


c'est-à-dire est une fonction potentielle, la répartition des vitesses 
(111.29) peut être écrite sous la forme suivante 


v = grad O, + grad D + + rot UXr= 


— grad @ +- + rotu Xr4, (IIL.33) 


Do + D =. (111.34) 


De la relation (111.33) il suit que dans un cas arbitraire de mouve- 
ment d’un fluide, la vitesse peut être représentée sous la forme d’une 
somme de deux termes, dont l’un est le vecteur potentiel et l’autre 
est de nature tourbillonnaire. 


Si les vitesses angulaires de rotation 2w = rot v sont égales à zéro, 
la vitesse est le vecteur potentiel 


v=— grad 9. (IIL.35) 


Un tel écoulement est dit irrotationnel ou potentiel. Si w n’est 
pas égale à zéro, l'écoulement du liquide est dit tourbillonnaire. 
Ainsi, en vertu du théorème de Cauchy-Helmholtz on peut diviser 
tous les écoulements des fluides en tourbillonnaires et potentiels. Les 
méthodes d'étude de ces écoulements diffèrent considérablement. 

En posant ® (x, y1, Z1) = — C, de (111.26) nous obtenons une équa- 
tion du 2-ième ordre qui lie les coordonnées z4, y, z, et caractérise 
une certaine surface. Des considérations physiques sur le caractère 
fini des déformations il suit que cette surface du 2-ième ordre est un 
ellipsoïde, appelé ellipsoïde des vitesses de déformation. En rappor- 
tant cet ellipsoïde aux axes principaux Z», ÿ2, Z2 On peut écrire son 
équation 


Dre. Yes 22) = E1T5 + Eoys + 8325 = C (111.36) 
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de laquelle il suit que le long des axes principaux des déformations 
seules ont lieu des déformations linéaires. La fig. I[[.11 montre l’el- 
lipsoide des vitesses de déformation pour le point donné zx, y4, Z1. 


D'après la propriété bien connue du gradient, le vecteur vues — 
— grad ® est normal à la surface de l’ellipsoïde des déformations. 


Fig. III.11 


En faisant la somme géométrique des vecteurs vues, © X r; et Vo, 


comme cela est montré sur la fig. III.44, nous obtenons la vitesse v 
d'un point de la particule fluide. 


$ 414. ÉQUATION DE CONTINUITÉE 


N'importe quel écoulement doit satisfaire à la loi de conservation 
de la masse. L’'équation de continuité traduit le principe de conser- 
vation de la masse. 

Soit une particule fluide de volume V. Sa masse est égale à p}. 
Suivant la loi de conservation de la matière, la dérivée par rapport 
au temps de la masse de cette particule est 


TL (p) —0. (IIL.37) 


En prenant la dérivée et en divisant le résultat par la masse p”, 
nous obtenons 


1 + = 0. (IIL.38) 


En supposant le fluide incompressible et homogène dp/dt = 0, 
on arrive à une expression mathématique suivante de la loi de con- 
servation de la matière 


1 
<= 0. (11.39) 


De cette expression il suit que si le fluide est incompressible, la 
loi de conservation de la masse devient loi de conservation du volume 
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de la particule. La grandeur 1/V -dV /dt représente la vitesse relative 
de variation du volume. Calculons-la pour les coordonnées carté- 
siennes. À cet effet, considérons une particule fluide qui avait ini- 
tialement la forme d’une sphère de rayon r, (fig. III.12). Les dimen- 
sions de la particule sont supposées petites pour qu’on puisse utiliser 
les résultats de l’analyse du mouvement de la particule fluide. Sup- 
posons que les axes des coordonnées cartésiennes coïncident avec les 
axes principaux des déformations. Suivant le $ 10, le long de ces 


Fig. 111.12 


axes n’ont lieu que les déformations linéaires. Sous leur action, la 
sphère se déforme en ellipsoïde (fig. 111.12). Si e,, e,,. €. sont les 
vitesses relatives des déformations linéaires, alors les expressions des 
demi-axes de l’ellipsoïde a, b et c au bout des temps élémentaires de 
déformation dt peuvent être écrites sous la forme 


a= ro—+ roëx dt = ro(i +Ee, dt); 
b=ro(i+e,dt); c=ro(i+e; dt). (III.40) 
Le volume initial de la particule Vs + nr, et le volume final, 


après la déformation, V = + abc. 


L'accroissement de volume AV = dV compte tenu de (111.40) sera 
évidemment 


AV=V—Vo=+arè(1+e, dt) (1+e, dt) x 


x (1+ €; di) —+ui. (IL.41) 


En nous limitant dans cette dernière expression aux termes du 1-er 
ordre, nous trouvons 


AV = dv = + nr (es+ Ey + &-) dt = 
— Vo(e, + e, + e.) dt. (111.42) 
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En portant (111.42) dans la loi de conservation de la masse pour 
le fluide incompressible (111.39) et en utilisant les expressions pour 
Ex Ey t &z (III.20) nous obtenons 


dy dy d; r 
0x dy dv; 8 
La somme e +e, Te = + + EN + =+ est appelée vitesse 


relative de la dilatation cubique, qui pour le fluide incompressible, 
suivant (111.43), est nulle. Cela signifie que si au cours de la défor- 
mation d’une particule fluide une de ses arêtes s’allonge, les deux 
autres doivent se raccourcir pour que le volume de la particule avant 
et après la déformation reste constant. 

En utilisant l'expression pour la divergence de la vitesse, nous 
pouvons représenter (111.43) sous la forme d’une relation 


divu—0, (IIL.44) 


qui contrairement à (1[1.43) est valable pour n'importe quel système 
de coordonnées. 

Les expressions (111.43) et (111.44) sont les équations de continuité 
sous la forme différentielle. Ces conditions doivent être remplies 
pour n'importe quel point du fluide (sauf, peut-être, les points singu- 
liers dans lesquels se trouvent les sources ou les puits). 

Etablissons la forme intégrale de l’équation de continuité. Intro- 
duisons préalablement la notion de débit d’un fluide à travers une 
surface, en entendant par là la quantité de fluide s’écoulant en unité: 
de temps à travers une surface non fermée. On distingue le débit en 
volume @ (dimensions LT-1), le débit en masse Q,, (dimensions. 
MT") et le débit en poids Q; (dimensions LMT-*). Dans un fluide 
homogène, il existe entre ces grandeurs la relation 


— Om _ Qc 45 
Q " 5" (IIT.45} 

Dans ce qui suit, nous ferons recours à la notion de débit en volu- 
me. Pour obtenir l'expression générale de débit, considérons l’écou- 
lement d’un fluide à travers une surface S. Isolons sur celle-ci une 
aire élémentaire dS. Décomposons le vecteur vitesse au centre de 
l'aire en composantes normale v, et tangentielle v.,. Il est évident que 
la composante tangentielle v, ne donnera pas de débit de fluide par 
l'aire. Pendant le temps dt, le volume de fluide qui traversera dS 
sera dQ, = (v,dt) dS ; le débit élémentaire dQ sera égal au rapport 
dQ,/dt (quantité de fluide rapportée à l'unité de temps), c'est-à-dire 


dQ =vndS. (IIL.46)- 


En additionnant les débits traversant les aires élémentaires, ce 
qui revient à intégrer par rapport à la surface, nous obtiendrons l’ex- 
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pression du débit de fluide à travers la surface S 


Q = | Un dS. (HL.47) 
S 


Délimitons dans un fluide par la surface S un volume quelconque 
Ÿ. Prenons un volume élémentaire dV et multiplions-le par div v — 


— 0. Physiquement la quantité div v dV —0 caractérise, suivant 
{I11.39), la variation de la valeur du volume élémentaire dV par 


suite d'une déformation. Intégrons la quantité div v dV par rap- 
port au volume et servons-nous de la formule de Gauss-Ostrogradski 
qui permet de transformer l'intégrale de volume en intégrale de sur- 
face 


(4) 
| divoav = \ ( 2e + +) ) 4V = & iv: cos (n, x) + 
S 


V 


+ VyCos(n, y) +v.cos(n, z)] dS — & Un dS = 0. (111.48) 
S 


Cette formule contient une composante normale v, de la vitesse. 
D'après (111.47) l'intégrale du deuxième membre représente le débit 
de fluide à travers une surface fermée égal d’après (111.48) à 


Q = vndS =0. (IIL.49) 
S 


Cette expression représente une formulation mathématique de 
l'équation de continuité sous la forme intégrale. Elle a une interpré- 
tation physique suivante : les débits de fluide entrant et sortant par 
une surface fermée quelconque doivent être égaux. A l’intérieur de la 
surface il ne se produit ni accumulation de fluide, ni formation de 
cavités. 

On appelle section mouillée d’un courant la section formée par 
un plan perpendiculaire aux vecteurs vitesses. Si S est une surface 
de la section mouillée, alors le débit à travers celle-ci s'exprimera 
par 


Q — \ vds. 
S 
Introduisons la vitesse moyenne dans la section mouillée. Par 
celle-ci on entend une vitesse fictive, constante dans la section mouil- 


lée Unoy, assurant un débit identique à celui donné. De cette défi- 
nition il suit que 


Q= | D dS — VmoyS : (IIT.50) 
S 
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c'est-à-dire que la vitesse moyenne est égale au débit divisé par la 
surface de la section mouillée. 

Examinons un courant de fluide de dimensions finies (fig. 111.13) 
limité à ses côtés par des parois solides Si. Traçons deux sections 
mouillées quelconques S, et S,. Le débit de fluide par la surface fermée 
Si + Siar + S2> suivant les conclusions précédentes est égal à zéro. 


Fig. III.13 


En considérant l'écoulement sortant comme positif et celui en- 
trant comme négatif, écrivons 


— Qi + Qiat + Q2 =0, 


et, étant donné que Qi, = 0, ona 
Qi =Q2:=0Q = const, 


c'est-à-dire que le débit de fluide le long du courant de dimensions 
finies est constant. 

En tenant compte de la notion des vitesses moyennes, cette der- 
nière égalité peut être écrite sous la forme 


Umoy 94 — Umoy 29 2 — UmoyS = const. (III.51) 


L’équation de continuité sous cette forme trouve une large utili- 
sation pour l’étude des écoulements de fluide dans les tubes et canaux. 


$ 12. CARACTÉRISTIQUES PRINCIPALES D'UN 
ÉCOULEMENT TOURBILLONNAIRE DU FLUIDE. 
CIRCULATION. THÉORÊME DE STOKES 


Lorsque le vecteur vitesse angulaire est différent de zéro l’écou- 
lement est dit tourbillonnaire. On peut se faire une idée de la struc- 
ture extérieure d'un écoulement tourbillonnaire si l’image des lignes 


60 CINÉMATIQUE DES FLUIDES (CH. III 


tourbillons est connue. On appelle ligne tourbillon une ligne en chaque 
point de laquelle à un instant donné le vecteur vitesse angulaire se 
confond avec une tangente à cette ligne (fig. I11.14,a). En vertu de 
cet énoncé, l’équation différentielle des lignes tourbillons s'écrit sous 
une forme analogue à (111.6) 


de dy di (III.52) 


Ici dx, dy, dz sont les projections d’un élément de la ligne tour- 
billon ; w,, ©, w, les projections de la vitesse angulaire. 

De la façon analogue à la notion de tube de courant, nous intro- 
duisons la notion de tube tourbillon. Le tube tourbillon est une par- 

tie de fluide timitée par des li- 
gnes tourbillons passant par les 
b points d'un contour fermé 

a D (fig. 111.14,b). Dans le cas géné- 
_ ral, le vecteur vitesse angulaire 
varie suivant la section transver- 
sale du tube tourbillon. On 
appelle tube tourbillon élémen- 
— taire un tube dans lequel on peut 

négliger les variations de la vi- 
tesse angulaire suivant la section 
transversale. 
L'action exercée par le tube 
LLL.44 tourbillon sur le fluide environ- 
nant se caracterise par son 
intensité. 

Par intensité d'un tube tourbillon on entend le double du flux 
du vecteur vitesse angulaire à travers une section quelconque de ce 
tube. Suivant (111.30), l'intensité peut être interprétée comme un 
flux du vecteur tourbillon rot v — 2 par la section transversale du 
tube tourbillon. 


En désignant par » la normale à la section transversale S du tube 
tourbillon, on peut écrire suivant la définition l’expression suivante 
de l’intensité : 


Fig. 


12 | &-n dS — Î rotu.ndS, (HI1.53) 
S S 
où les dimensions de l'intensité sont [7] — [o]}[S] = L?T-1. L'in- 
tensité d’un tube tourbillon élémentaire est 
1 =20-ndS = 2wn dS. (111.54) 


Pour la commodité de l'étude théorique des mouvements tour- 
billonnaires, en mécanique des fluides on examine souvent le cas 
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limite du tube tourbillon élémentaire, où la surface de sa section trans- 
versale tend vers zéro (S —>0), tandis que l'intensité a une valeur 
finie Z — lim 2w,$ — const. Il est évident que dans ce cas la valeur 


—+0 

de la vitesse angulaire w tend vers l'infini (© — œ). Un tel tube 
tourbillon idéalisé est appelé filet tourbillon. Le filet tourbillon est 
un exemple typique d'une ligne tourbillon singulière en tous les 
points de laquelle les vitesses angulaires w tendent vers l'infini. 

Introduisons la notion fondamentale en mécanique des fluides, 
celle de circulation de la vitesse l. Elle représente une intégrale cur- 
viligne suivant le contour fermé 
L du produit scalaire du vecteur 


vitesse v par la différentielle du 
rayon vecteur du point du con- 


tour dr (fig. 111.15) 


T — à vedr. (111.55) 


L 


Pour le calcul de la circula- Fig. III.15 
tion l', on peut prendre un contour 
arbitraire, coupant les lignes de courant dans le cas général. Si l’on 
désigne par v. la projection de la vitesse sur une tangente au contour 
et par di la différentielle d’un arc du contour, on peut récrire l'ex- 
pression ([II.55) sous la forme ‘suivante: 


ñ D= € vdr = @ vdi = $ vcos(v, dr) dl 
L L L 


(111.56) 


ou, en développant le produit scalaire v-dr, 


T'=@ vedz+vydy+v. ds. (IHI.57) 
L 


En calculant les intégrales curvilignes 

L déterminant la circulation, adoptons comme 

sens positif de parcours du contour celui où 

Fig. 111.16 la région limitée par le contour reste à gau- 

che (montré par une flèche sur la fig. 111.15). 

Suivant (111.56) les dimensions de la circulation sont [T] — 

={[v][1]= LIT -1, c'est-à-dire les mêmes que celles de l’intensité. Cepen- 

dant le lien qui existe entre la circulation et l’intensité ne se limite 

pas seulement aux mêmes dimensions de ces grandeurs ; il est beau- 
coup plus profond et se détermine par le théorème de Stokes. 

Examinons un flux du vecteur tourbillon à travers une surface 

ouverte quelconque S (fig. 111.16), en désignant par L le contour fermé 
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sur lequel s'appuie cette surface. En particulier, on peut entendre par 
surface S une section arbitraire du tube tourbillon et alors on peut 
parler de l'intensité du tube tourbillon et de sa liaison avec la circu- 
lation. 

Transformons l’intégrale de surface du flux du vecteur tourbil- 
lon en intégrale curviligne suivant la formule connue de Stokes, en 


tenant compte de l’expression de nr 


I — | rotor as — IC (Se — TL) cos(n, z)+ 


+(+ dx SL 2.) cos (n, y)+ (5 dry <> ) cos (n, ) | 48 _ 


= À Ux dr + v, dy + v. dz. 
L 


En comparant le résultat obtenu avec (111.57), nous trouvons 
I=T. (IIL.58) 


Il en résulte le théorème de Stokes : le flux du vecteur tourbil- 
lon à travers une surface ouverte quelconque est égal à la circulation 
du vecteur vitesse le long du contour sur 
lequel s'appuie cette surface. 

Suivant le théorème de Stokes, l’inten- 
sité d’un tube tourbillon est égale à la 
circulation du vecteur vitesse le long du 
contour sur lequel s’appuie la surface de la 
section transversale du tube. Si l’on consi- 
dère, comme cela a lieu ordinairement, 
qu’en dehors du tube tourbillon le fluide 
T:=T7; ne tourbillonne pas (26 — rot v— 0), alors 

le contour ZL, situé à la surface du tube 

Fig. 111.17 tourbillon, peut être déformé en contour 

quelconque ZL, se trouvant dans le fluide 

et entourant le tube tourbillon (fig. [11.17). En effet, en désignant 
par S, la surface s'appuyant sur le contour Z,, nous aurons: 


H= | rotonas = [rotunas+ | rotu-ndS =ÎI, 
Si S1-S 


$} 


car suivant l’ hypothèse dans la région S, — S le mouvement tour- 
billonnaire du fluide n’a pas lieu. On en déduit que l'intensité d'un 
tube tourbillon est égale à la circulation de la vitesse le long d’un 
contour quelconque entourant ce tube tourbillon. 

Les notions d’intensité et de circulation sont purement cinéma- 
tiques; par conséquent, le théorème de Stokes est valable aussi 
bien pour le fluide visqueux que pour celui non visqueux. 
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$ 143. FONCTION DE COURANT DES ÉCOULEMENTS 
PLAN ET À SYMÉTRIE AXIALE 


Au $ 8 il a été établi que pour étudier un écoulement plan, il 
est indispensable de déterminer deux fonctions v, et v, dépendant de 
deux variables indépendantes zx, y et du temps f, si le mouvement est 
variable. Ces deux fonctions ne sont pas indépendantes et sont liées 
entre elles par l’équation de continuité de la forme suivante : 

7 OVy dy _ 
div = tr, 0: (1I.59) 

Montrons qu'en écoulement plan d'un fluide, on peut au lieu de 
deux fonctions v, et v, introduire une certaine fonction 4 (x, y, t) 
qui caractérise complètement l’écoulement. Ceci est analogue à une 
réduction du nombre d'inconnues à déterminer et, par conséquent, 
facilite notablement la résolution du problème. La fonction qu’on 
introduit doit obligatoirement satisfaire à l'équation de continuité. 
Déterminons la fonction + par les égalités suivantes 

Ô 

= RE; Vy = + , (111.60) 

suivant lesquelles les dimensions de [+] = {v,] [dy] = L?T-1. 
Portons (111.60) dans (111.59) ; comme le résultat de la différen- 

, à db à dp La 
tation ne dépend pas de l’ordre, — 3 05 — 06 de — = 0, c'est-à-dire 
la fonction introduite satisfait à l'équation de continuité. Composons 
la différentielle totale de la fonction 1 en considérant le temps t 

comme un paramètre 


dp= dx + SE dy = — Vy dx + v: dy. 


L'équation (111.59) peut être récrite sous la forme = — Te » 
ce qui caractérise mathématiquement la condition d'existence de la 
différentielle totale de l'expression (—v, dx + v, dy). 

Ecrivons les équations (II11.6) des lignes de courant pour un écou- 


lement plan en exprimant les valeurs v., et v, au moyen de la fonc- 
tion , 24 ou —V, dx + v, dy — dÿ —0. Ainsi le long de la 


ligne de éourant db —0 et la fonction + est constante 
= C. (IIL.61) 


Elle s'appelle fonction de courant. Il s'ensuit que pour obtenir des 
équations des lignes de courant, il faut déterminer la fonction de cou- 
rant de l'écoulement et l’égaliser à une valeur constante. Finalement, 
on trouvera une famille de lignes de courant de l'écoulement plan du 
fluide. Cette méthode de détermination des lignes de courant est 


beaucoup plus simple que l'intégration des équations différentielles 
(IIT.6). 
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Déterminons le sens physique de la fonction du courant. Pour 
cela, calculons le débit de fluide traversant une surface cylindrique 
dont la directrice a la forme d’une courbe quelconque AB et la géné- 
ratrice est de la hauteur unité. Le débit élémentaire à travers la sur- 
face dl (fig. 111.18) est 


dQ = va (dl1) ={v,cos(n, x) +v, cos(n, y)] dii. 


Passons dans cette expression aux angles formés par un élément 
du contour di avec les axes des coordonnées. Suivant la figure 


cos (7, x)—=cos (2x7 —a)—=cos[2n—(y, l)] —cos(y, L); 
cos (n, y)—cosf=cos[n—(x, l)] = —cos(zx, L). 


En portant ces expressions dans la formule de dQ et en utilisant 
les formules de la géométrie analytique dl cos (y, !) = dy, 
di cos(r, !) = dr, on obtient 


dQ = (v, dy — v, dx) 1 = di. 


Ainsi, le débit élémentaire du 
fluide à travers la surface d/1 est 
numériquement égal à la différen- 
tielle de la fonction du courant. 
Le débit total à travers la surface 
cylindrique est : 


B B 
Qas= | dQ=(dpi=(5— 4) 1. 

A A 
(111.62) 
Fig. 111.18 De cette façon, le débit du flui- 


de traversant une surface cylin- 
drique de hauteur unité et ayant pour directrice AB est numériquement 
égal à la différence des fonctions de courant en des points extré- 
mes de la directrice. De (111.62) il suit que ce débit ne dépend pas de 
la forme de la directrice et ne se détermine que par les points initial 
et final de la courbe AB. Notons que les dimensions du débit sont 
[O1 = L3T-1, et celles de la fonction du courant, [p] = L°T-!. Pour 
observer le sens physique de l'expression (111.62) il ne faut pas oublier 
que le facteur unité dans le deuxième membre a une dimension li- 
néaire. 

Dans le cas général d’un écoulement à trois dimensions, il est im- 
possible d'introduire la fonction de courant. 

Cependant dans un cas particulier de l’écoulement tridimension- 
nel (écoulement à symétrie axiale) il est possible d'introduire la fonc- 
tion de courant, qui est analogue par beaucoup de ses propriétés à 
la fonction # pour le mouvement plan. Ecrivons l'équation de conti- 
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nuité pour un système de coordonnées cylindriques. Des mathéma- 
tiques on connaît la forme de l'expression de la divergence en coor- 
données cylindriques 


(e) , 
divo=tet ere, (III.63) 


Dans le cas de l'écoulement à symétrie axiale vo —0,.et l’équa- 
tion de continuité prend la forme 


0 + dr, , d'> Â 0 
Dee Me Ge) 0.  (UI.64) 


Pour obtenir le deuxième membre. dans les deux derniers termes 
du premier membre on a effectué une transformation identique. Mul- 
tiplions ([11.64) par r* et introduisons le facteur r* dans le premier 
terme de ([11.64) (cela est possible, car x et r* sont des variables indé- 
pendantes) 


(r* Cr) +  (r*0,e) = 0. (111.65) 


D'une manière analogue au cas précédent, introduisons la fonc- 
tion de courant 1 liée aux projections des vitesses v, et v« par les 
égalités 

rx = + ; T'Uys — _+ . (HI.66) 

En substituant (111.66) dans l'équation (II1.65), la fonction + 
satisfait à l'équation de continuité. Déterminons la liaison de cette 
fonction avec les lignes de courant. L'équation différentielle des lignes 
de courant (plus exactement, pour ce cas des surfaces de courant for- 
mées par la rotation des lignes de courant par rapport à l’axe de symé- 
trie) a la forme 


dr dr* ou dr dr* 
l’ l,2 re — rs ° 


d'où à la surface de courant 
0 € 
— T*Ure dx + r°v, dr* — < az + dr — d = 0. 


Ainsi, à la surface de courant la fonction de courant est constante 
dj =0; wp—=c. (III.67) 


Cette condition donne un moyen simple de détermination des 
surfaces de courant dans un écoulement à symétrie axiale: il faut 
déterminer la fonction de courant et la rendre égale à une grandeur 
constante. 

Le sens physique de la fonction de courant se détermine de façon 
analogique au cas de l'écoulement plan. Examinons le débit d'un 
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fluide dans un angle de 1 rd entre deux surfaces de courant, surfaces 
de rotation (fig. II1.19). Le débit élémentaire dQ,4 = v, dS. A son 
tour dS — di (r*1), où 1 est l’angle de 1 rd. Suivant la figure 


dQird = Un dir*1 =[v,cos(n, x) v,s cos (n, r*)] dir*1 — 
= v,r* cos (r*, [) dl — v,er* cos (r*, x)dl=vr* dr" —v,sr* dx — dy. 


La liaison entre les angles a été établie à l’aide des relations dé- 
duites pour le problème plan. D’après ce qui a été dit on peut conclu- 
re: le débit élémentaire passant par une aire délimitée par l’angle 


r* 


Surface 
de courant 


Fig. 111.19 


de 1 rd est égal à la différentielle de la fonction de courant. Le débit 
entre les deux surfaces de courant délimitées par l’angle de 1 rd est 
égal à la différence des fonctions de courant sur ces surfaces 


Qagira = Ÿn — VŸa- (111.68) 


Notons que suivant ([IT.66), les dimensions de la fonction de cou- 
rant en écoulement à symétrie axiale du fluide et les dimensions du 
débit sont identiques. 

En introduisant la fonction de courant pour les écoulements plan 
et à symétrie axiale, on a utilisé seulement l'équation de continuité. 
Par conséquent, on peut introduire la fonction de courant indépendam- 
ment du caractère de mouvement du fluide (tourbillonnaire ou non 
tourbillonnaire) pour l’écoulement des fluides visqueux ou non vis- 
queux. 


CHAPITRE IV 


DYNAMIQUE DES FLUIDES PARFAITS 


$ 14. ÉQUATIONS DU MOUVEMENT DES FLUIDES PARFAITS. 
CONDITIONS INITIALES ET CONDITIONS AUX LIMITES 


La dynamique est une partie de la mécanique des fluides qui étu- 
die la liaison entre les forces extérieures et les mouvements des fluides 
provoqués par celles-ci. 

Tout fluide réel possède dans une certaine mesure une viscosité. 
Cependant la résolution d’un grand nombre de problèmes relatifs aux 
fluides peu visqueux, tels que l’eau ou l’air, peut être obtenue sous 
l'hypothèse qu'on les considère comme non visqueux. Dans un grand 
nombre de cas ces résolutions se confirment par des données expé- 
rimentales. L'étude mathématique des équations de mouvement d’un 
fluide non visqueux est incomparablement plus facile que celle d’un 
fluide visqueux. 

Pour résoudre un problème de mouvement d’un fluide parfait, il 
faut composer les équations du mouvement liant entre elles les vites- 
ses, les pressions et les forces massiques agissant dans un fluide. 
Pour obtenir ces équations, utilisons l’équation vectorielle (1.41) du 
mouvement d'un fluide par des contraintes 


dv 7, À [0Ppx . OPy  dP: 
= F+—( PRET Le ) - 


Dans un fluide non visqueux agissent seulement des contraintes 
normales, dont la liaison avec des pressions suivant (1.32) a la forme 


Px= — ip; Py = — jp; P:= — kp. 

En portant ces valeurs dans (1.41) nous obtenons l'équation 

dv > Â /=09p = dp , 5 dp 

me Pie Hi). 
que l’on peut représenter, en utilisant la notion de gradient de la 
fonction scalaire p, sous la forme 
H=F TT grad D: (IV.1) 

5% 
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L'équation (IV.1) est dite équation de la dynamique des fluides 
non visqueux sous la forme d’Euler. En projetant (1V.1) sur les axes 
des coordonnées, nous obtenons un système de trois équations diffé- 
rentielles sous la forme scalaire 


dx 1 op 

dt Fx p 9x ? | 

dry 1 ôp. 

D LU — SE à? | (IV..2) 
du; _Ÿ Op | 

dt © pp 0z ° } 


Dans les équations d’Euler on considère connus la densité et le 
vecteur de contrainte des forces massiques F,, F,, F,. Les inconnues 
dans ces équations sont les trois projections de la vitesse v, (x, y, z, 
t); 0, (x, y, 2, t), v, (x. y, z, t) et la pression p (x, y, z, t), c'est-à- 
dire quatre fonctions inconnues. Pour mettre en concordance le 
nombre d'équations et le nombre d’inconnues, on doit ajouter aux 
égalités (1V.2) l’équation (III.43) de continuité du fluide 
dx : dry : dc: 

Ux + ôy + 0z = 0. 

La résolution du système fermé des équations d’Euler et de con- 
tinuité doit satisfaire aux conditions aux limites et initiales. 

Les conditions initiales sont imposées à l'écoulement à l'instant 
to. Avec £ = to, on doit poser les champs des vitesses et des pressions 


U—=U(x,y,Z; lo); Pp—=p(x, y; 2, to). (IV.3) 

On ne doit s’imposer les conditions initiales qu’à l’étude du mou- 
vement non permanent. En effet, si en mouvement permanent les 
vitesses et les pressions sont données, alors on connaît le mouvement 
du fluide à n'importe quel moment de temps étant donné que le carac- 
tère du mouvement ne change pas avec le temps. 

On appelle conditions aux limites celles qui doivent être vérifiées 
aux frontières d'un courant à un instant quelconque. On distingue 
deux types de conditions aux limites : cinématiques, pour la vitesse 
aux limites d’un courant, et dynamiques, liées à une pression. 

Il existe un grand nombre de conditions aux limites, pour cette 
raison nous nous arrêterons seulement sur les plus importantes. 

Examinons les conditions aux limites cinématiques pour un mou- 
vement absolu d'un corps solide dans un fluide non visqueux 
(fig. IV.1,a). Supposons, pour simplifier, qu’un corps se déplace avec 
une vitesse v, dans le sens négatif de l’axe des x. Le mouvement du 
fluide provoqué par le corps n'existe pratiquement pas loin en amont 
de celui-ci, ce qu’on peut écrire sous la forme d'une condition 


div v — 


v—0 avec xr——o, (IV.4) 
qui s'appelle condition à l'infini. 
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Elucidons la condition aux limites sur la surface d’un corps S. 
Désignons par v,. la composante normale de la projection de la vites- 
se d’un point quelconque de la surface du corps et par v, la compo- 
sante normale de la vitesse de la particule de fluide contiguë à l’ins- 
tant donné à cette partie de la surface du corps. L'écoulement du 
fluide à travers une paroi solide est impossible ; en mouvement le 


Fig. IV.1 


fluide ne décolle pas de la surface du corps. En vertu de ces raisonne- 
ments, à la surface du corps doit s’observer la condition d'imperméa- 
bilité et de l'écoulement sans décollement, c’est-à-dire 


Un = Une [s- (1V.5) 


Avec 0, > v,. on observerait le décollement d’une particule fluide 
de la surface du corps et avec v, << v,. il y aurait pénétration du flui- 
de à travers la paroi solide. Nous appellerons cette condition-là condi- 
tion d'imperméabilité. Si la paroi © (fig. [IV.1,a) ne se déplace pas 
ve — 0 alors v, le long de celle-ci est également nulle. 

Examinons les conditions aux limites cinématiques en mouvement 
inversé et en écoulement autour d’un corps immobile. Si un corps 
effectue dans un fluide un mouvement rectiligne à vitesse constante 
Vo, alors on peut, comme cela a été montré au $ 9, utiliser la méthode 
d'inversion du mouvement. La représentation du mouvement in- 
versé correspond à l'écoulement autour d’un corps immobile repré- 
senté sur la figure IV.1,b. Désignons la vitesse de l'écoulement à 
l'infini par v+. Dans le cas du mouvement inversé nv, est égale à la 
vitesse du mouvement dr corps v,. La condition aux limites à l’in- 
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fini prend la forme 
U—Vy Pour Z—= --0. (IV.6) 


La condition aux limites à la surface S d’un corps immobile s’éc- 
rira 


Un |s — O, (IV.7) 
c'est-à-dire lorsqu'un corps est baigné par un fluide la vitesse normale 
du fluide à la surface du corps est nulle. Avec v, << 0 le fluide s’écou- 
lerait à travers la surface du corps et avec v, > 0 aurait lieu le dé- 
collement du fluide. Par conséquent, la vitesse tangentielle à la sur- 
face du corps est égale à la vitesse totale. 

Sur toute ligne de courant la composante normale de la vitesse 
v, —0; ceci correspond à la condition aux limites d’imperméabi- 
lité ([V.7) sur une paroi solide baignée par un fluide non visqueux. 
Il en résulte que toute ligne de courant (ou une partie de celle-ci) dans 
un fluide non visqueux peut être remplacée par une paroi solide sans 
perturber l'écoulement du fluide. Cette analogie entre les lignes du 
courant et les parois solides est utilisée pour la résolution des problè- 
mes de la mécanique des fluides non visqueux. 

Les conditions aux limites dynamiques imposent des limitations 
aux pressions qui s’exercent sur certaines frontières de l’écoulement 
ou à l'infini. 

Examinons la condition pour la pression sur la surface libre agitée 
de l’eau S$,. A la surface de séparation des deux milieux, eau et air, 
la pression doit avoir évidemment la même valeur. Dans le cas con- 
traire. sous l’action de la différence des pressions, les particules su- 
perficielles de liquide passeraient de l’eau dans l'air et la surface 
libre serait détériorée. Analytiquement, le long de la surface S, cette 
condition se présentera sous la forme 


P= Pals,s (IV.8) 


c'est-à-dire que la pression sur la surface libre est égale à la pression 
atmosphérique. 

La même condition est remplie à la surface d’un jet de liquide 
s'écoulant dans l'atmosphère. 

Les équations du mouvement d’un fluide non visqueux sous la 
forme d’'Euler (IV.2) ne sont toujours pas commodes pour l'intégra- 
tion. Ceci s'explique par le fait que dans ces équations les particula- 
rités cinématiques du mouvement ne sont pas explicitées. L'équa- 
tion transformée avec des vitesses angulaires de rotation explicitées 
a été proposée par A. Groméko. 

Examinons une des équations d'Euler ([V.2), en tenant compte 
de ce que l'accélération dv,/dt se compose des accélérations locale et 
convective ([II.15), 


dx dx 


dx 
D Vs gg À Vu 


dr, , 1 op 
y oz p ox 


4 v, 
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Ajoutons et retranchons du premier membre les termes 
= dL: 
Uy ——= + + v z dr 1 
après regroupement nous obtenons 


dy or. ° 
. — _! mn = 
ot (ve Ôôr l- Uy Ur + Ve ox ) + 


dx OC: dy dx …: 1 op 
+ [ee | 02 0x }—v | 07 “y J]=Fe-ge 


La dérivée partielle par rapport à x de la moitié du carré de la 
vitesse est 


Ô =)= ô [ti 1 dx à du Lo Oz 
dx \ 2) oz 2 TX 9x y Gr Ur * 


— 


En vertu de (III.20) 


+ dv ’ dry + 


a —= 2 ———— 2 - 
oz dx Ou Gr dy Oz. 


En utilisant les relations données ci-dessus, réduisons le premier 
membre de l'équation du mouvement à la forme 


dv 0 pu? 1 ôp 
Ge ta (5) +2@e-ne)= Fe: 
dy 0 fr? k . 1 dp,. 
CET (+) F2 0x)= Fr Ù (1V.9) 
dr: Lu? 1 ap 
ET — + — Er (+ 5 —) + 2(0y@r 0:07) = Fes. ) 


Les deux dernières expressions dans (1V.9) sont obtenues par la 
méthode de permutation circulaire des indices. En multipliant les 
deux membres de (1V.9) par les vecteurs unités des axes et en les ad- 
ditionnant membre à membre, écrivons l'équation sous la forme vec- 
torielle 


> + grad + 20 x D = F—< grad p. (IV.10) 


L'équation (1V.10) est dite équation du mouvement d'un fluide 
non visqueux sous la forme Groméko. Bien que cette équation soit 
plus compliquée par sa forme que l'équation d’Euler (1V.1), elle 
est plus commode pour les études, étant donné que le terme contenant 
les vitesses angulaires y est explicité. Les conditions initiales et aux 
limites pour l'intégration de l'équation (1V.10) restent les mêmes que 
pour l'équation d'Euler. 
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$ 15. INTÉGRALES DES ÉQUATIONS DU MOUVEMENT 
D'UN FLUIDE 


Dans le cas général les équations du mouvement d'un fluide ne 
s'intègrent pas. Pour des cas particuliers, leur intégration est pos- 
sible si l’on admet quelques hypothèses. Les intégrales des équations 
du mouvement permettent de déterminer une liaison directe entre 
les vitesses et les pressions dans un écoulement du fluide. 

Admettons la première hypothèse, caractéristique pour n’importe 
quelle intégration, suivant laquelle les forces massiques dérivent 
d’un potentiel, c’est-à-dire 


F = grad U. (IV.11) 


En partant de cette condition, récrivons l'équation de Groméko 
en regroupant à la fois ses membres 


L2 


dv ) or 
+ grad (5-u+) = — 2w X v. (1V.12) 


Examinons le premier cas d'intégration des équations de la dyna- 
mique des fluides. Supposons qu'on étudie le mouvement irrationnel 
d’un fluide non visqueux, lorsqu'il existe le potentiel des vitesses 
et les vitesses angulaires sont nulles, c’est-à-dire 


v=gradp; w= 0. 


Introduisons ces rélations dans (1V.12) en tenant compte du fait 
que le résultat de la différentiation ne dépend pas de l’ordre de diffé- 
rentiation 

d 9 0 
PT Ér TI grad @ — grad À . 


Enfin, nous obtenons l’équation 
grad (+50 + £)-0, (IV.13) 


de laquelle il résulte que l'expression entre parenthèses ne dépend 


pas des coordonnées. Ceci permet d’écrire l'intégrale de l'équation 
(I1V.13) 


0 72 : 
Fra U+e=C() (IV.14) 
qui s'appelle l'intégrale de Lagrange ; la fonction C (t) dans sa partie 


droite dépend seulement du temps. 
Examinons le cas particulier de l'intégrale de Lagrange quand 


le mouvement du fluide est permanent. Dans ce cas ® — 0, c'est-à- 


dire la variation locale du potentiel (et de la vitesse) en fonction du 
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temps n’a pas lieu. La fonction C (f) ne dépend plus du temps en se 
transformant en grandeur C, constante pour tous les points du cou- 
rant, 


F-U+b=C. (IV.15) 


L'équation (1V.15) s’appelle l'intégrale d’Euler. 

Examinons le second cas d'intégration. Supposons qu'on etudie 
le mouvement permanent d'un fluide et l'intégration s'effectue le 
long d’une ligne de courant. Rappelons qu'en mouvement permanent. 
les particules fluides se déplacent 
suivant une ligne de courant. Sous 


ces hypothèses — do 0, c'est-à-di- 


re que l'accélération locale n’a 
pas lieu et l'équation (I1V.12) peut 
être écrite sous la forme 


grad (5-u+2) = — do X 0. 


Multiplions scalairement les Fig. IV.2 
deux membres de cette dernière 


équation par l'élément de la ligne de courant dr —i i dr + j dy + 
+ k dz, coïncidant en direction avec le vecteur vitesse v, 


grad (F -—u+2) .dr = —(2w X v)-dr. 


Examinons le deuxième membre de cette expression. On voit. 


d’après la fig. IV.2 que les vecteurs —2 (w X v) et dr sont perpendi- 
culaires. Il en résulte que 


— 2(w x v)-dr =0, 
et par conséquent 


En développant le produit scalaire nous obtenons 
d(+-ui£)-0. 


Suivant cette expression, la différentielle totale du trinôme (= — 
— U +2) le long d’une ligne de courant est nulle. En partant de ce 
fait, nous déterminons que le long de la ligne de courant ce trinôme 
est constant, c’est-à-dire 


—U+E=C. (1V.16) 
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L’équation (1V.16) est dite intégrale de Bernoulli. C est constan- 
te seulement le long de la ligne de courant. Lorsqu'on passe à d’autres 
lignes de courant, la valeur de la constante dans l'intégrale de Ber- 
noulli varie. 

En comparant les intégrales (1V.16) et (1V.15), nous voyons qu'’el- 
les sont identiques par leur forme. Et quand même il y en a une diffé- 
rence notable : C dans l'intégrale d’'Euler est constante pour tout le 
volume de fluide et dans l'intégrale de Bernoulli seulement le long 
de la ligne de courant. 

Examinons encore un cas d'intégration des équations du mouve- 
ment d’un fluide non visqueux pour lequel on admet que le mouve- 
ment du fluide est permanent et les lignes de courant et les lignes tour- 


billons coïncident. Un tel mouvement est dit hélicoïdal. Ici © || v, 
le produit vectoriel w X v — 0, et l'équation ([IV.12), intégrée par 
le procédé employé pour la déduction de l'intégrale de Bernoulli, 
prend la forme 


F-U+rS=C. (1V.17) 


Cette égalité est valable le long de la ligne tourbillon et la ligne 
de courant et s'appelle intégrale de Groméko. Elle trouve son ap- 
plication dans la théorie de l'aile. 

Examinons le cas particulier le plus important, où le fluide est 
soumis à l’action de la force de pesanteur, c'est-à-dire U — —gz. 
Ecrivons pour ce cas les intégrales des équations du mouvement. 
Simultanément multiplions les deux membres des équations par la 
masse volumique p tout en tenant compte de ce que pg —"#Y. Alors 
les intégrales des équations du mouvement prendront la forme sui- 
vante : 

intégrale de Lagrange 


Rp +yzt p=C(): (IV.18) 

intégrale d'Euler 
+ yz+p=c, (IV.19) 
où C ne dépend pas du temps et est constante pour tous les points 


du volume de fluide : 
intégrale de Bernoulli 


+ y+p=cC, (IV.20) 


appelée souvent équation de Bernoulli, dans laquelle C n’est cons- 
tante que le long de la ligne de courant donnée. 
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Tous les termes qui entrent dans cette équation ont les dimensions 
des pressions. 


Elucidons le sens physique des intégrales des équations du mou- 
vement. ce qui est plus commode de faire en opérant avec l'intégrale 
de Bernoulli. Comme il a été noté au $ 4, les équations du mouve- 
ment caractérisent les forces spécifiques de différente nature agissant 
dans le fluide. En écoulement permanent, la particule fluide se dé- 
place le long d'une ligne de courant. 


En multipliant scalairement l’équation du mouvement du fluide 


par le déplacement élémentaire dr le long d'une ligne de courant, nous 
déterminons les travaux spécifiques ou les énergies spécifiques équi- 
valentes. De cette façon tous les termes de l'intégrale de Bernoulli 
ont le sens physique des énergies spécifiques : pv*/2 caractérise l’éner- 
gie cinétique spécifique et yz + p l'énergie potentielle spécifique, 
yz étant l'énergie potentielle spécifique de la position de la particule 
de fluide située à la cote z à partir du plan de référence adopté, et p 
l'énergie potentielle spécifique de la pression. Tous ces termes expri- 
ment l'énergie spécifique rapportée à l'unité de volume. En effet, 
l'énergie cinétique d'une particule fluide de masse pV (V étant le 
volume) est égale à pVu?/2. En la rapportant au volume Ÿ, nous ob- 
tenons le terme pv*/2 entrant dans l'intégrale de Bernoulli. 


Par un raisonnement analogue il est facile d'établir que les termes 
de l'équation (1V.16) expriment l'énergie spécifique rapportée à 
l'unité de masse. 

Etant donné que la somme des énergies cinétique et potentielle 
est égale à l'énergie mécanique totale, l'intégrale de Bernoulli peut 
être interprétée de la manière suivante : le long d’une ligne de cou- 
rant l'énergie mécanique spécifique d’une particule fluide est cons- 
tante. Ceci constitue une des expressions du principe de conservation 
de l'énergie. Ainsi, l'intégrale de Bernoulli exprime la loi de conser- 
vation de l'énergie d’une particule fluide au cours de son mouvement 
le long d’une ligne de courant. Le sens physique analogue possède 
l'intégrale d’Euler ; la différence consiste seulement en ce qu’en mou- 
vement permanent potentiel la constante C et, par conséquent, l’éner- 
gie mécanique spécifique sont identiques pour tous les points du 
fluide. 

Dans l'intégrale de Lagrange, établie pour un mouvement non 
permanent, il apparaît un terme supplémentaire vdq/0t caractéri- 
sant la variation de l'énergie spécifique due à la variation de la vitesse 
dans le temps. 


Les valeurs des constantes ou de la fonction C (t) dans les deu- 
xièmes membres des intégrales des équations du mouvement se déter- 
minent au moyen des conditions aux limites. Par exemple, en utili- 
sant l'équation de Bernoulli (1V.20) on choisit sur une ligne de cou- 
rant deux points 1 et 2. Suivant cette équation, l'énergie spécifique 
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totale des particules fluides en ces points est identique, et donc 
EE + pit ÉÈ + pe + vas = C. ([V.21} 


Si pour des raisons physiques les valeurs de la vitesse et de la pres- 
sion sont données, par exemple, au point 1, il s'ensuit que 


C=—— LA 5 + Pi + VA. 


Alors de l’équation (1V.21) on peut déterminer la vitesse ou la 
pression en un autre point. 

Très souvent dans les problèmes pratiques on s'intéresse non pas 
à la pression totale p, mais seulement à son complément hydrodyna- 
mique dû au mouvement du fluide, c’est-à-dire ce que l’on appelle 
pression hydrodynamique de surcharge. Examinons, par exemple, 
un écoulement avec une surface libre choisie pour plan de référence. 
La pression hydrostatique est égale à Duyar — —Yz. Introduisons 
la pression hydrodynamique de surcharge p, sous la forme d’une dif- 
férence entre la pression p en ce point et la pression hydrostatique 


Ps = P— Phydr = P + Y2. 


En portant l'expression de p, dans l’équation (1V.20), on ramène 
cette dernière à la forme 


= C. (1V.22) 


Des intégrales d’Euler ou de Bernoulli sous la forme (I1V.22) il 
suit qu'en des points du courant, où la vitesse est plus élevée, la 
pression diminue. 

En divisant les deux membres de l’équation de Bernoulli par le 
poids spécifique y on peut l'écrire sous la forme suivante : 


où p/y est la hauteur piézométrique; z la hauteur géométrique ; 
v*/26 la hauteur cinétique ; H la charge totale ou hydraulique. 

Sous cette forme l'équation de Bernoulli est employée ordinai- 
rement pour la résolution des problèmes du mouvement d'un fluide 
dans les conduites et les canaux. Tous les termes de cette équation ont 
une dimension linéaire. 

Conformément aux notations admises, on peut proposer la formu- 
lation suivante : le long d’une ligne de courant dans un fluide non 
visqueux, la charge totale reste constante. 

Tous les termes qui font partie de l'équation (1V.23) caractéri- 
sent l'énergie rapportée à l'unité de poids. 
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$ 16. DISTRIBUTION PE LA PRESSION SUR 
LA SURFACE D'UN CORPS. COEFFICIENT DE PRESSION 


Pour la résolution d’un grand nombre de problèmes pratiques il 
est indispensable de connaître le caractère de la distribution des pres- 
sions hydrodynamiques sur la surface d’un corps. Dans le cas d'un mou- 
vement longitudinal des corps allongés, la viscosité influe peu sur 
la valeur de la pression, ce qui permet d'employer les intégrales des 


Fig. 1V.3 


équations du mouvement d’un fluide non visqueux sous la forme de 
l'équation de Bernoulli et, si le mouvement du fluide est potentiel, 
les intégrales d’Euler ou de Lagrange. 

Examinons le mouvement de translation dans un fluide d’un corps 
de rotation à vitesse constante vo — —v+. Précédemment ($ 8) il 
a été noté que le mouvement absolu d'un fluide provoqué par le mou- 
vement d'un corps à vitesse constante ne sera pas permanent et, par 
conséquent, on ne peut utiliser dans ce cas les intégrales de Bernoulli 
et d'Euler. 

Pour ramener le mouvement d’un fluide à un mouvement perma- 
nant, utilisons le principe de l’inversion et examinons l'écoulement 
autour d'un corps immobile par un courant se déplaçant à une vitesse 
LU (fig. IV.3). Désignons par p, la pression à l'infini en amont du 
corps dans un courant potentiel. En utilisant l'équation (1V.22) on 
détermine la pression hydrodynamique de surcharge. 

La ligne de courant A X,BK:D venant de l'infini bifurque au point 
K, du corps et converge à nouveau dans sa partie arrière au point Æ: 
et s’en va à l'infini (point D). Déterminons le caractère de variation 
de la vitesse et de la pression le long de cette ligne de courant. Ecri- 
vons l'équation de Bernoulli pour le point À et le point quelconque B 
sur la ligne du courant 

v® 2 
Pot = p+ ie 
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La pression au point arbitraire B est 


pré, L® 
P=Pot—5-— n . 


Ordinairement, en mécanique des fluides on prend intérêt non 
pas à la pression p même, mais à la différence entre celle-ci et la 
pression dans un courant irrotationnel p,, qui caractérise la pression 
hydrodynamique de surcharge 


p— p= [t—(2)T. (IV.24) 


l'oo 


L'équation (1V.24) donne la loi de la variation de la pression de 
surcharge le long d’une ligne de courant en fonction de la vitesse. 
Réduisons-la à la forme sans dimensions en divisant les deux mem- 
bres par pv4/2. La valeur pv£./2 est dite pression dynamique du cou- 
rant arrivant 


pipe 4 (2), (IV.25) 


L'oo 


où p est une grandeur sans dimension appelée coefficient de pres- 
sion. Elucidons les principales propriétés de ce coefficient égal au 
rapport de la pression de surcharge à la pression dynamique du cou- 


rant arrivant. L'expression de p (son deuxième membre) ne contient 
pas la masse volumique du fluide p. Il en résulte que le coefficient 
de pression ne dépend pas de la nature du fluide. Ceci est largement 
utilisé dans la pratique de l’expérimentation, car il devient possible 
de comparer les résultats des essais des corps dans les différents 
fluides, par exemple dans l’eau et dans l’air. Dans les conditions 
d'écoulement analogues, les coefficients de pression sont identiques. 
Les pressions elles-mêmes dans l’eau et dans l'air diffèrent considéra- 
blement (pour des vitesses identiques) par suite d’une grande diffé- 
rence entre les masses volumiques des fluides (peau: Dbair Æ 800). 

Déterminons le caractère de la distribution du coefficient de pres- 
sion le long d'une ligne de courant AK,BK,D. A l'infini en amont du 
COTPS LV = Vo, P — Po, C'est-à-dire p — 0. À mesure que la particule 
fluide se déplace de l'infini vers le corps, sa vitesse diminue sans ces- 
se ; par conséquent p augmente, comme le montre la figure IV.3. Au 
point ÆX, de la partie avant, où s'effectue la bifurcation des lignes de 
courant, la vitesse du fluide v — 0. La ligne de courant en ce point 
arrive normalement au corps; la vitesse de la particule fluide, dirigée. 
le long d’une ligne de courant, par suite de la condition d’imper- 
méabilité doit ètre nulle. 

Les points de l'écoulement en lesquels la vitesse s’annule s’ap- 


pellent points critiques. En un point critique, p — 1. Ensuite le long 
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de la surface du corps, la vitesse ‘augmente. En un point quelconque ZL 
du corps la vitesse du fluide sera égale à la vitesse de l'écoulement 


arrivant v. et le coefficient de pression s’annulera, p — 0. Derrière 
ce point, dans la région de l'épaisseur maximale du corps, où le ré- 
trécissement de l’écoulement est maximal, se trouve la région où les 
vitesses de fluide sont supérieures à celles de l’écoulement arrivant. 
Dans la zone où les vitesses v >v, le coefficient de pression est néga- 


tif p 0. Autrement dit, la pression de surcharge (p — p;) dans 
cette zone est négative, c’est-à-dire c’est une zone de dépression. 
Notons que la pression absolue p dans la zone de dépression est tou- 
jours supérieure à zéro. 

Aux points situés derrière la section maximale du corps la vitesse 


commence à diminuer et p à augmenter. Au point X, de la partie 
arrière du corps s'effectue la convergence des lignes de courant qui 
s’écoulent par les surfaces supérieure et inférieure du corps. Par suite 
de l’univocité et du caractère fini du champ la vitesse au point K;: 
est nulle, c’est-à-dire que ce point est également un point critique. 
Plus loin, le long de la ligne de courant, on observe une augmenta- 
tion continue de la vitesse jusqu'à v., et le coefficient de pression va- 
rie de l’unité à zéro. 

Un tel caractère de distribution des pressions le long de la surface 
du corps correspond aux données des expériences sur l’écoulement 
d’un fluide autour des corps. 


$ 17. APPLICATION DES LOIS DE LA QUANTITÉ 
DE MOUVEMENT ET DES MOMENTS DE LA QUANTITÉ 
DE MOUVEMENT AUX FLUIDES 


Un des principaux problèmes de la mécanique des fluides est la 
détermination de l’action totale des forces qui s’exercent du côté 
du fluide sur le corps. En vertu des formules générales (1.14) et (1.15), 
ce problème peut être résolu si l’on connaît la répartition des con- 


traintes p, sur le corps. 

En écoulement permanent d’un fluide non visqueux, la pression 
se détermine à partir des intégrales de Bernoulli ou d’Euler; il est 
indispensable de connaître la distribution des vitesses sur la surface 
du corps. 

Dans le cas de l'écoulement d’un fluide visqueux, la détermina- 
tion des réactions hydrodynamiques s’exerçant sur les corps peut 
se faire si l’on connaît non seulement les pressions, mais aussi les 
contraintes tangentielles, ce qui représente un problème encore plus 
compliqué. 

Il se trouve, cependant, que la détermination des réactions 
hydrodynamiques peut s'effectuer en faisant appel aux lois générales 
de la mécanique, à savoir: la loi de la quantité de mouvement et la 
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loi des moments de la quantité de mouvement, dont l’emploi pour 
l'écoulement permanent du fluide est particulièrement effectif. 
Ces lois appliquées en mécanique des fluides prennent une forme 
spécifique. 

Commençons par l'examen de la loi de la quantité de mouvement. 
Sa formulation est connue de la mécanique : la dérivée par rapport 


Fig. IV.4 


au temps du vecteur quantité de mouvement Q, d’un système maté- 


riel est égale au vecteur principal À de toutes les forces appliquées 
au système 
dQre 3% 
PTE — R. (1V.26) 

Notons que la dérivée se calcule dans un système de coordonnées 
fixes. 

Isolons dans un fluide un volume arbitraire V, (fig. IV.4) limité 
au moment initial de temps par la surface $,. Le volume fluide peut 
contenir un corps (ou des corps) solide limité par la surface S. Orien- 
tons les normales à ces surfaces, extérieures par rapport au volume 
de fluide. 

Appelons la surface S,, immobile dans l'espace, surface de contrô- 
le; l'écoulement du fluide s'effectue par-dessus cette surface. 

Isolons une particule fluide de masse p dV. Si la vitesse de cette 


particule est v, alors le vecteur élémentaire de la quantité de son 
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mouvement se déterminera par l'égalité 
dQr =p dVv. 


Le vecteur de la quantité de mouvement du volume fluide Q, 
s'obtient par l'intégration sur tout le volume 


G= | pv av. (IV.27) 
Vi 


Désignons par Rmass le vecteur principal des forces massiques 
et par Rp le vecteur principal des forces superficielles appliquées 


au fluide à ses frontières intérieure et extérieure. La loi de la quan- 
tité de mouvement formulée ci-dessus s'écrira ainsi: 


d _ — — 
_. | p& dV = Rinnss + Hsup- (IV.28) 
Vi 
Cette égalité représente l’expression mathématique générale 


de la loi de la quantité de mouvement en mécanique des fluides. 
Cependant lorsqu'on utilise cette expression, il faut connaître le 


champ de la vitesse v (x, y, z, ?) en tous les points du volume délimité. 

Montrons que pour le calcul de la variation de la quantité de 
mouvement en écoulement permanent du fluide, il n'est pas 
nécessaire de connaître la vitesse en tous les points du volume déli- 
mité ; on ne doit connaître que la vitesse à la frontière du volume, 
c'est-à-dire à la surface de contrôle. 


Pour le démontrer, calculons la variation de la quantité de 
mouvement. Pendant un intervalle de temps élémentaire dt, le volume 
fluide délimité s’écoulera par la surface de contrôle et occupera la 
position limitée par la surface S: (fig. IV.4). Les surfaces S; et S: 
sont infiniment voisines. | 

En écoulement permanent du fluide, quand les vitesses ne dépen- 
dent pas du temps, la quantité de mouvement du fluide dans la 
région de l’espace, commune aux surfaces S, et S:, aux différents 
instants de temps est la même, c'est-à-dire dQ,/dt — 0. Par consé- 
quent, la variation de la quantité de mouvement du volume fluide 
V, est liée seulement avec l'écoulement d’une partie de celui-ci 
par-dessus la surface de contrôle. La quantité de mouvement des 
volumes sortis et entrés se calculent facilement. Pour cela, isolons 
sur la surface de contrôle une aire élémentaire dS ; désignons par v 
le vecteur vitesse au centre de l'aire et par v, la composante normale 
de la vitesse. Pendant le temps dt par cette aire s’écoulera une quan- 
tité de fluide (v, dt) dS ; la masse de fluide écoulé se déterminera 
par l'expression p (v, dt) dS et le vecteur quantité élémentaire de 
mouvement sera p (v, dt) dSv. La variation générale de la quantité de 
mouvement par suite de l'écoulement du fluide par la surface de 
6—061 
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contrôle S, s'obtient par l'intégration le long de celle-ci des quantités 
élémentaires de mouvement 


dQr= & pvh dt dSv = dt «| OUUn dS . 
S: 


S1 


Dans cette expression dt est sorti de sous le signe somme, car la 
surface de contrôle est immobile dans l’espace. L'expression cherchée 
pour la dérivée de la quantité de mouvement en régime permanent 
du fluide prend la forme 


2Qr & PLU n dS, (IV.29) 


c'est-à-dire que la dérivée de la quantité de mouvement est égale 
au flux de la quantité de mouvement à travers la surface de contrôle. 
Trouvons des expressions explicites pour les vecteurs principaux 


des forces massiques et de surface. Si F est la contrainte des forces 
massiques, alors le vecteur principal des forces massiques 


Rmass = | pF dv. 
V: 


Le vecteur principal des forces de surface peut être exprimé par 


l'intermédiaire des contraintes des forces de surface p, d’après la 
formule (1.14) 
Rsur = & PndS. 

Si+sS 


En substituant les expressions obtenues ci-dessus dans la loi 
de la quantité de mouvement, écrivons-la sous la forme suivante: 


& DUUn dS = | FE dv + & Pa dS, (IV.30) 
Si+S Vs Si+S 


qui représente l'expression générale de la loi de la quantité de mou- 
vement en écoulement permanent du fluide. Etant donné qu'en 
déduisant cette loi sous la forme (1V.30) on n’a fait aucune hypothèse 
sur la nature du fluide, elle est donc valablo aussi bien pour les gaz 
que pour les liquides, pour les fluides visqueux que pour les fluides 
non visqueux. 

Le cas où l’on peut négliger les forces massiques est très impor- 
tant, ce qui a été exposé d’une façon détaillée au $ 15. Nous rappel- 
lerons seulement ici que par contrainte on entend les valeurs hydro- 
dynamiques de surcharge, déduction faite de la pression hydrostati- 
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que. Dans ce cas la loi de la quantité de mouvement prend la forme 


à OUUn dS = «) Pn dS . (IV.31) 
S1+S S1+S 


Dans un écoulement autour d’un corps solide limité par une 
surface S, la condition d’imperméabilité v, —0 y est observée. 
L'action qui s'exerce du côté du fluide sur ce corps, c'est-à-dire 
la réaction hydrodynamique cherchée R, se détermine évidemment 


comme À — — à P,AGS ; le signe moins signifie que l’action du corps 


S 
solide sur le fluide suivant la troisième loi de Newton est de sens 
contraire à l’action du fluide sur le corps. 

En partant de ce fait, on peut de (1V.31) obtenir la formule sui- 
vante pour la détermination de la réaction hydrodynamique 


= R=—Sornds + Pr dS. (IV.32) 


S S: 


La valeur principale de la loi de la quantité de mouvement repré- 
sentée sous la forme ([1V.31) ou (1V.32) consiste en ce que les deux 
membres de ces expressions contiennent seulement les intégrales 
sur la surface de contrôle S,. Autrement dit, pour utiliser cette loi 
il faut connaître le caractère du mouvement de fluide non dans tout 
le volume, mais seulement sur la surface de contrôle. Pour simpli- 
fier le calcul des intégrales, la surface de contrôle peut être tracée 
d’une façon tout à fait arbitraire. En partant des considérations 
physiques, on peut parfois établir les valeurs des vitesses, des pres- 
sions et des contraintes tangentielles dans certaines de ses régions 
séparées. 

En considérant le fluide non visqueux et en tenant compte de ce 

que dans ce cas la contrainte Ph est dirigée en sens contraire à la 


normale extérieure p, — —pn, où p est la pression dans le fluide, 
on peut représenter la loi de la quantité de mouvement sous la 
forme suivante : 


püvn dS = — @ pds. (1V.33) 
Si+sS S1+S 


Notons que dans un écoulement non permanent la variation de la 
quantité de mouvement avec le temps sera 


S1 V1 


dO 00. , — 0 — D _— 
Tr = + prvr ds — | 7 (P2) V + 6 pour dS. (IV.34) 
S: 


Le terme 0Q//0t correspond à la variation locale de la quantité 
de mouvement dans le temps par suite d’un écoulement non station- 


Ge 
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naire, et le terme À puv,dS représente le flux de la quantité de 


Si 
mouvement par la surface de contrôle. 
De façon analogue, on peut établir la loi des moments de la 


quantité de mouvement. Si rest le rayon vecteur du centre de l’aire 
à la surface de contrôle, alors le moment de la quantité de mouvement 
du volume élémentaire sorti s'obtient par une multiplication vecto- 


rielle de r par sa quantité de mouvement. Ainsi, en écoulement per- 
manent, la loi des moments de la quantité de mouvement prend 
la forme 


TX PUUn dS = & TX PndS. (IV.35) 
Si+sS S1+S 
Le deuxième membre de (1V.35) traduit le moment des forces 


de surfaces. Pour le moment Af de la réaction hydrodynamique par 
rapport à l’origine d’un système fixe de coordonnées, analogique- 
ment à la formule (1V.32), on obtient 


M= —@p{r x b)vndS + @7 x prdS. (IV.36) 
S1 Si 


$ 18 THÉORÊÈME DE THOMSON ET SES COROLLAIRES 


Etudions les propriétés de la circulation de la vitesse l en fonc- 
tion des forces qui s’exercent dans le fluide. Comme suivant le 
théorème de Stokes la circulation F le long d’un contour fermé est 
égale à l'intensité des tourbillons se trou- 
vant à l’intérieur de ce contour, alors cette 
étude permettra de mettre en évidence la 
relation entre le caractère du mouvement 
de fluide et les forces qui s’exercent dans 
ce fluide. [Introduisons dans l'étude un 
contour fluide constitué au cours de tout le 
temps du mouvement des mêmes particules 
fluides. Avec le temps, la position du con- 
tour fluide dans l'espace varie, mais par 
suite de la continuité du champ de vitesses, 


il reste continu. Si dr est le vecteur dé- 
placement de l'élément du contour, alors 
la vitesse v — dr/dt. 

Considérons la circulation de la vitesse suivant le contour fluide Z 
(fig. IV.5) qui avec le temps occupera une autre position. Calculons 
la dérivée de la circulation de la vitesse par rapport au temps 


dar d I US LL — d ',\, JF 
= U-dr = Ÿ dr + @ D. (dr). 
L L L 


Fig. I1V.5 


$ 18] THÉORÈME DE THOMSON ET SES COROLLAIRES 85 


Etudions la seconde intégrale du deuxième membre de cette 
expression en tenant compte de ce que 


d ,; dr 
Pour le contour fluide v — dr/dt, où vest la vitesse de la particule 
appartenant) à ce contour. En tenant compte de ce fait, on obtient 
l'égalité 
d —_ — 
= (dr) = dv, 


d’après laquelle la seconde intégrale peut être écrite sous la forme 
65-45 Ga( EE) Ga( À) =10—välrs 0. 
L L. L 


étant donné que lorsqu’on contourne un contour fermé quelconque, 
en raison d’univocité du champ les vitesses uv, — vA1. Ainsi 


dr dé ,- = 
= ©. dr, (1V.37) 
L 


c'est-à-dire que la dérivée de la circulation de la vitesse par rapport 
au temps est égale à la circulation de l'accélération suivant le con- 
tour fluide. 

La formule (1V.37) est applicable aussi bien aux fluides visqueux 
qu'aux fluides non visqueux. 

Calculons l'intégrale (1V.37) pour un fluide non visqueux. Expri- 
mons l'accélération à l’aide de l'équation du mouvement d’Euler 
(IV.1), en admettant que les forces massiques dérivent d’un potentiel 


dé OL EL _P 
7 =grad U 5 grad p=grad [U 5 . 


En substituant cette dernière expression dans (1V.37) et en 
développant le produit scalaire, nous obtenons 


Le $ grad (U—2).ar- ÿa (u—2)=[u—£],.,-0. av38) 


Dans le deuxième membre de (IV.38) il est tenu compte de ce 
que le champ des forces massiques et le champ des pressions dans 
le fluide sont univoques. De cette formule résulte le théorème de 
Thomson: dans un fluide non visqueux incompressible soumis 
à l'action des forces massiques potentielles, la circulation de 1la 
vitesse le long d’un contour fluide fermé quelconque est constante 
dans le temps. 
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Utilisons ce théorème pour démontrer que les mouvements 
tourbillonnaires et non tourbillonnaires d’un fluide non visqueux 
ne changent pas avec le temps. 

Si au moment initial le mouvement du fluide était non tourbil- 
lonnaire, alors d’après le théorème de Thomson, il restera non tour- 
billonnaire tout le temps ultérieur. Supposons qu’au moment ini- 
tial , le mouvement du fluide soit partout potentiel. Alors d’après 
le théorème de Stokes ($ 12) la circulation le long d’un contour 
fluide quelconque est égale à zéro F,, — 0. Mais d’après le théorème 
de Thomson, la variation de la circulation le long de n'importe 
quel contour fluide n’a pas lieu dans le temps df/dt —=0 ou 
l, = 7}, —0. Autrement dit, en n'importe quel moment de temps, 
la circulation le long d’un contour fluide quelconque est nulle. 
D'où, suivant le théorème de Stokes, on peut conclure qu’à l’inté- 
rieur d'un contour fluide les tubes tourbillons n'apparaissent pas, 
c'est-à-dire que le mouvement du fluide reste non tourbillonnaire. 

Si au moment initial de temps, le mouvement du fluide non 
visqueux est tourbillonnaire, alors d’après le théorème de Thom- 
son le caractère tourbillonnaire du courant se conservera durant tout 
le temps ultérieur. La démonstration de ce corollaire s’effectue 
analogiquement. 

Ainsi du théorème de Thomson et de ses corollaires il apparaît 
que dans un fluide non visqueux incompressible soumis à l’action 
des forces massiques potentielles le caractère tourbillonnaire ou non 
tourbillonnaire de l'écoulement de fluide se conserve tout le temps 
du mouvement. Compte tenu de ce fait, dans les chapitres suivants 
ces mouvements seront examinés séparément. 


CHAPITRE V 


ÉCOULEMENTS IRROTATIONNELS 
DES FLUIDES 


$ 19. POSITION DU PROBLÈME GÉNÉRAL D'UN 

ÉCOULEMENT IRROTATIONNEL DES FLUIDES. 

MÉTHODE DE SUPERPOSITION DE PLUSIEURS 
ÉCOULEMENTS 


On appelle mouvement de fluide irrotationnel celui où les vites- 
ses angulaires sont nulles. Dans un écoulement irrotationnel, la 


vitesse v s'exprime par le potentiel de la vitesse suivant la relation 


U = grad q. (V1) 


Si le potentiel de la vitesse est connu, alors pour le calcul de la 
pression on peut utiliser les intégrales des équations du mouvement 
de Lagrange (1V.18) et (en écoulement permanent) d'Euler (IV.19). 

Dans le système de coordonnées cartésiennes, la liaison des pro- 
jections des vitesses avec le potentiel @ suivant (V.1) est 

= 7 — — — Ô - d — 0 
D= vs jy + ui + SEAL, 
d'où 
q) â ôq 
Dr ; y = Ve = ——. (V.2) 


La projection de la vitesse sur une direction arbitraire / est 
. @ 7 
UT) (V 3) 


d'où il est facile d'établir que les dimensions du potentiel de la 
vitesse sont [pl — [v] [97] = L?T-1. 

Pour un écoulement irrotationnel, la résolution des problèmes 
hydrodynamiques se simplifie sensiblement. En effet, au lieu de 
déterminer, comme dans le cas général, trois projections de la vites- 
SC Uxr Vys LV, dont chacune dépend de trois coordonnées x, y, z et du 
temps f{, en écoulement irrotationnel on doit trouver une seule fonc- 
tion, le potentiel de la vitesse q (x, y, z, £) ; les projections des vites- 
ses s’obtiennent ensuite par différentiation du potentiel par rapport 
aux coordonnées. Autrement dit, la possibilité d'introduire le poten- 
tiel de la vitesse équivaut à une diminution du nombre d’inconnues 
devant être déterminées. 
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Déduisons l’équation à laquelle satisfait le potentiel de la vitesse. 
Pour cela, substituons les valeurs de la vitesse suivant (V.1) dans 
l'équation de continuité 


divv= div grad = Ag =0, (V.4) 


où À est le laplacien. Dans le système de coordonnées cartésiennes, 
l'expression Ag — 0 a la forme 


IP LEE 0. (V.5) 


FA 


Ap=< 


Cette équation s'obtient facilement en substituant les expressions 
des projections des vitesses suivant (V.2) dans l'équation de conti- 
nuité. 

De cette façon, le potentiel de la vitesse satisfait à l'équation de 
Laplace Ag —0, p étant ici fonction harmonique. 

Examinons certaines propriétés des écoulements potentiels. 
Calculons la circulation de la vitesse le long d’un contour fermé 
arbitraire dans un courant potentiel. Pour cela, substituons dans 
l'expression (111.57) les valeurs des projections de la vitesse 


9 Ô Ô 
T=@urdr+vydy-+v,.ds=@ ar: 5 = dy + ? ra dy. (V.6) 
L L 


Si le potentiel de la vitesse est une fonction univoque des coordon- 
nées, alors en contournant le contour fermé 


F — & dp = (Pr —Pa)sa = 0. 
L 


De cette façon, si le potentiel de la vitesse est univoque, la cir- 
culation de la vitesse le long de n'importe quel contour fermé devient 
nulle. Suivant le théorème de Stokes, cela signifie qu’à l’intérieur 
de ces contours il n’y a pas de tubes tourbillons, c’est-à-dire que le 
mouvement du fluide est irrotationnel. 

En mécanique des fluides on rencontre souvent des écoulements 
dans certaines régions desquels le mouvement est rotationnel et en 
dehors de ces régions il est irrotationnel. L'étude de tels écoule- 
ments doit, généralement parlant, s'effectuer d’après les méthodes 
générales, c’est-à-dire en déterminant les trois projections de la vites- 
se V,, Vy, V.. Cependant, dans certains cas, pour simplifier les calculs 
on introduit le potentiel des vitesses multiforme. Ceci montre que 
dans de tels courants la circulation de la vitesse le long de certains 
contours est différente de zéro. En contournant ces contours, le 
potentiel n’est pas univoque, c'est-à-dire : 

B 


l= Ÿ dp = Pr— Va # 0. 
L 
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De tels écoulements des fluides se nomment écoulements irrota- 
tionnels de circulation. 

La solution de l’équation de Laplace doit satisfaire aux condi- 
tions aux limites et pour le mouvement non stationnaire, encore aux 
conditions initiales. La condition aux limites sur la surface S d’un 
corps pour la détermination d'un potentiel peut être représentée 
suivant $ 14 sous la forme suivante: 

pour l'écoulement autour d’un corps 

| _o, (V.7) 


Un — on 


S 


où O est le potentiel de la vitesse d'écoulement autour d’un corps 
(potentiel du mouvement inversé); 
pour le mouvement absolu 
0 


2 On 


s— ne (V.S) 
où œ est le potentiel de la vitesse du mouvement absolu ; v, — 0/ôn 
composante normale de la vitesse de la particule fluide sur la sur- 
face et v,. composante normale de la vitesse du point de la surface 
du corps. Rappelons que ces conditions traduisent l’écoulement sans 
décollement et l’imperméabilité de la surface du corps. 

Le problème de la détermination du potentiel @ à partir de l’équa- 
tion de Laplace suivant la valeur donnée de la dérivée normale à la 
surface du corps se nomme en mathématiques problème de Neumann 
[21]. Pour un corps se troüvant dans un fluide illimité, ce qui cor- 
respond au problème extérieur de Neumann, la fonction œ doit 
être soumise à une condition supplémentaire suivant laquelle le 
potentiel du mouvement absolu doit diminuer au fur et à mesure de 
l'éloignement du corps, tendant à l'infini vers zéro, car le fluide est 
immobile à l'infini. Mathématiquement cette condition peut se 
traduire par la relation : 


p—>0 pour r=Wr+y 1: 00. 


Les fonctions satisfaisant à l’équation de Laplace se nomment en 
mathématiques fonctions harmoniques [21]. Remarquons que les 
dérivées de tout ordre d’une fonction harmonique suivant les coor- 
données sont également des fonctions harmoniques, c’est-à-dire qu'el- 
les satisfont à l’équation de Laplace. 

Pour toute surface fermée S l'égalité suivante a lieu ($ 11): 


& va ds —0. 
S 
Etant donné qu’en écoulement potentiel v, — 0g/ûn, on a 


& 52 4s =0. 
S 
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Cette dépendance est caractéristique pour n'importe quelle 
fonction potentielle. 

En mathématiques on démontre que le potentiel d'une vitesse 
ne peut avoir un maximum (ou un minimum) à l’intérieur du volume 
d'un fluide ; l’extrémum d'un potentiel ne peut avoir lieu qu'aux 
frontières d'un écoulement. Il s'ensuit que le carré de la vitesse ne 
peut pas avoir de maximum à l’intérieur d’un volume de fluide. De 
cette façon, le maximum d'une vitesse s'obtient toujours aux fron- 
tières d’un volume, en particulier à la surface d'un corps. Suivant 
l'intégrale d'’Euler, les pressions minimales (correspondant aux 
points où la vitesse est maximale) seront également à la surface du 
Corps. 

Etant donné que l’équation de Laplace, à partir de laquelle on 
détermine le potentiel de la vitesse, est linéaire, le principe de super- 
position des solutions est valable. Supposons qu'on ait une série 
de potentiels @x (4 = 1, 2 ...) dont chacun satisfait à l'équation 
de Laplace A; = 0. 

En composant la fonction 


p= © qu (V.9) 


et en la portant dans l'équation (V.5) nous trouvons qu'elle satisfait 
‘également à l'équation de Laplace. 

Cette méthode de résolution de l'équation de Laplace, souvent 
utilisée en mécanique des fluides, s'appelle méthode d’addition des 
écoulements potentiels. Les potentiels de la vitesse s'ajoutent 


algébriquement et les vitesses v, — grad q, géométriquement. 
Pour avoir la possibilité d'utiliser la méthode des superpositions, il 
faut également que les conditions aux limites imposées à la vitesse aux 
surfaces qui limitent un volume, en particulier les surfaces d’un 
corps, soient linéaires. Des conditions aux limites pour les surfaces 
d'un corps et la paroi solide il découle que cette condition dans le 
cas d’un fluide illimité est aussi remplie. 

Pour le problème de Neumann dans le cas d’un fluide illimité, 
l’unicité de la solution de l'équation de Laplace est démontrée. 


$ 20. CARACTÉRISTIQUES D'UN ÉCOULEMENT 
IRROTATIONNEL PLAN D'UN FLUIDE 


Pour tout écoulement plan d’un fluide, d'après les déductions 
faites au $ 13, il existe une fonction de courant Ÿ liée aux projections 
des vitesses par les relations (111.60) 
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En portant les valeurs v, et v, dans l'expression de la vitesse 
angulaire de rotation d’une particule fluide w, (dans l'écoulement 
plan les w, et w,, sont nulles), nous obtenons une équation diffé- 
rentielle à laquelle satisfait la fonction du courant: 


1 | dy dx \ _ 1 92 
= (SE) 7 (SE+S) 
ou 
db , 2% 
ter — 20.. (V.10) 


Si w. est la fonction donnée, cette équation s'appelle équation 
de Poisson. 

Supposons que l'écoulement plan d’un fluide est irrotationnel, 
c'est-à-dire w, — 0. Dans ce cas l’équation (V.10) se transforme en 
l'équation de Laplace pour la fonction du courant 


—_ + 6% 
Ap= EE + = 0. (V.11) 


En écoulement irrotationnel il existe un potentiel de la vitesse 
lié aux projections des vitesses d’un écoulement plan par les relations 


Ô 0 
Le potentiel de la vitesse satisfait également à l'équation de 
Laplace 


En comparant les évalités (111.60) et (V.12) on trouve que les 
fonctions œ et pour un écoulement plan sont liées entre elles de la 
manière suivante : 


2p __ Gb. pp _ _ #4 
Fe y (V.13) 

De plus, q et ÿ sont des fonctions harmoniques (elles satisfont 
à l'équation de Laplace). Les égalités (V.13) et la propriété d’harmoni- 
cité représentent les conditions de Cauchy-Riemann, connues dans la 
théorie des fonctions d’une variable complexe. Suivant ces condi- 
tions, les fonctions œ@ et Ÿ peuvent être examinées non pas séparé- 
ment dans le domaine de la variation des variables réelles x et y, 
mais comme une combinaison complexe dans le plan de la variable 
complexe 


Z=z+iy; i=V —1. 
La fonction 
w(z)=p(z. y) àb(z. y), (V.14) 
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dont la partie réelle représente le potentiel et le coefficient de la 
partie imaginaire la fonction du courant, se nomme fonction caracté- 
ristique d’un écoulement irrotationnel plan du fluide; w (z) est 
appelé parfois dans la littérature potentiel complexe. 

Remarquons que w pour les écoulements non stationnaires peut 
dépendre, outre les coordonnées, également du temps { comme para- 
mètre. 

Elucidons les avantages d'introduction de la fonction caracté- 
ristique w. D'après ce qui a été dit, on voit que l’écoulement plan 
d’un fluide peut être caractérisé soit par les fonctions œ (x, y) ou 
Ÿ (x, y) de deux variables réelles indépendantes x, y, soit par la 
fonction complexe w (z) d'une variable complexe indépendante 2. 
Il est évident que l’étude de la fonction d'une variable indé- 
pendante est beaucoup plus simple que l'étude de la fonction de deux 
variables indépendantes. L'introduction de la fonction caractéris- 
tique permet d'utiliser pour la résolution d’un problème plan en 
dynamique des fluides l'appareil effectif de la théorie des fonctions 
d’une variable complexe. 

Comme on le sait, les conditions de Cauchy-Riemann traduisent 
la propriété d’analyticité (régularité) de la fonction de la variable 
complexe w (z) suivant laquelle la dérivée 

Le — lim 2E+99 0 


2—0 
est la même, indépendamment de la loi suivant laquelle l’accroisse- 
ment complexe Az tend vers zéro. Il en résulte que 
du dw _  0dw 
dd or d(iy) 

La grandeur dw/dz s'appelle vitesse complexe. En utilisant pour 
son calcul les expressions pour les projections des vitesses, nous 
obtenons 

duw ow d . . 
= 5e (OP +) = vx — ivy. (V.15) 

Déterminons la relation entre les vitesses réelle et complexe. 
On sait que tout nombre complexe peut être représenté comme un 
vecteur à deux dimensions ; sa multiplication par i correspond à une 
rotation d’un angle x/2 dans le sens contraire de l'horloge. De ce fait, 


le vecteur de la vitesse réelle v avec les projections v, et v, peut 
être représenté sous la forme complexe de la façon suivante 


U = Vx + iv, (V.16) 
En comparant (V.15) et (V.16), nous voyons que les parties réelles 


des vecteurs vitesse réelle et complexe sont identiques et leurs parties 
imaginaires sont de signe contraire. Sur la fig. V.1 sont montrés les 


vecteurs v et dw/dz. 
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La fonction caractéristique w (z) est déterminée à une constante 
arbitraire près. Cette constante ne joue aucun rôle, car seules les 
projections de la vitesse, déterminées par la différentiation de w 


Ligne de 
courant 


Fig. V.1 


suivant la coordonnée, présentent un intérêt physique. Sans restrein- 
dre la généralité, on peut poser la constante arbitraire figurant dans 
la fonction caractéristique égale à zéro. 

Suivant (V.15) la valeur conjuguée de la vitesse complexe est 
égale à la vitesse réelle. Dans les applications ce n’est pas le vecteur 
vitesse v (ou ses composantes) qui est 
important mais la valeur du carré de la 
vitesse v* qui fait directement partie de 
l'intégrale d’Euler ou de Lagrange. Il est 
facile de voir que 


> dw dw L ; 
— —— = (Ux—ivy) (0x -Hiv,)= vi + ur. 
(V.17) 
En déterminant v* d'après la for- 
mule (V.17) il est avantageux de faire 


tous les calculs sous la forme complexe. Fig. V.2 
Très souvent pour exprimer la varia- 


ble complexe z, on utilise non pas les coordonnées cartésiennes, 
mais par exemple les coordonnées polaires r et @ (fig. V.2) 


z =x—iy -rcos6 }irsin@ -reif: | 


r=Vrty;: 0 -arctg +. 


(V.18) 


Par la suite on aura souvent à calculer les projections des vitesses 
sur les axes des coordonnées polaires. Pour cette raison nous donnons 
les expressions correspondantes. La vitesse radiale (fig. V.2) v, con- 
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formément à la formule générale de la dérivée d’une fonction suivant 
la direction 


— 94 
Ur : (V.19) 
La vitesse tangentielle v, représente la dérivée d'un potentiel 
suivant l'arc L —r6 


__ dm _ 0  îÎ 0 ? 
OT — ot) 7 © (V-20) 


Dans cette dernière expression le rayon r est sorti de sous le 
signe de la différentielle, parce que pour l'arc élémentaire d! on 
peut le considérer comme constant. 

Comme œ et satisfont à l'équation de Laplace, pour les déter- 
miner on peut partir du principe de superposition des écoulements. 
La fonction caractéristique w — @—+ àb est une combinaison linéaire 
des fonctions œ et 1 à chacune desquelles on peut appliquer le prin- 
cipe de superposition des écoulements. Par conséquent, on peut 
additionner les fonctions caractéristiques, ainsi que les vitesses 
complexes des écoulements plans d'un fluide. 


$ 21. ÉCOULEMENTS IRROTATIONNELS PLANS 
SIMPLES 


De la formule (V.14) il suit que toute fonction analytique w (2) 
d’une variable complexe peut caractériser un certain écoulement 
irrotationnel d’un fluide. Ci-dessous seront examinées certaines 
fonctions de la variable complexe, caractérisant les écoulements 
plans simples, qui sont d’un usage fréquent lors de l’application de la 
méthode de superposition. 


1. Ecoulement de translation 
Examinons la fonction caractéristique 
w—{(a—ib)z, 


où a et b sont des constantes. 
La vitesse complexe est 


dw . . 
ne = Vx— y = a —ib, 
d’où 
Vx = a; Uy—=0b, 

d'où il suit que la vitesse de cet écoulement est constante en tous 
les points du courant. Désignons par v. la vitesse de l'écoulement. 
alors v, — vs COS &Œ; v, — vx Sin &. Par conséquent, 

dw 


Hs = Vo (COS à — i sin &)= VoeT 
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En intégrant cette expression et en omettant la constante arbitrai- 
re non essentielle, nous obtenons 


W = Vol 7 AZ. (V.21) 


On en déduit que la fonction caractéristique (V.21) décrit un 
écoulement de translation s’écoulant avec une vitesse constante vw. 
sous un angle & par rapport à la direction positive de l’axe x. Notons 
le cas particulier d’un écoulement de translation où le fluide se 
déplace le long de la direction positive de l'axe réel &« = 0 


W = Voo2e (V.22) 


Etant donné que les vitesses du mouvement de fluide en tous 
les points de l’écoulement sont identiques, on s'assure en se basant 
sur l'intégrale d’Euler que les pressions hydrodynamiques dans cet 
écoulement sont partout constantes. 


2. Source plane 


Considérons la fonction w — a 1n z, où a > 0. Déterminons le 
potentiel et la fonction du courant d'écoulement. Pour cela séparons 
les parties matérielle et imaginaire 


w—alnz=aln(rei)—a(inr+i0), 
d'où nous obtenons 
@=alnr; v#—=ae6. 


Pour nous faire une idée des lignes de courant, égalons la fonction 
de courant à une grandeur constante 


p= a0=C; ou 8—C. 


Les lignes 60 — C'en coordonnées polaires représentent un faisceau 
de droites passant par l'origine des coordonnées. 

Déterminons les projections de la vitesse; d'après les formu- 
les (V.19) et (V.20) nous obtenons 


On en déduit que les vitesses d'écoulement sont dirigées suivant 
les rayons. 

Les lignes de courant de l'écoulement sont montrées sur la 
fig. V.3, d'où il ressort que le fluide s’écoule d’un seul point radiale- 
ment dans toutes les directions. Un tel écoulement est dit écoule- 
ment radial divergent. L'écoulement s'effectue d’un seul point dit 
centre de la source. v —> 0 quand r —> æ, la diminution de la vitesse 
étant proportionnelle au premier degré de la distance du centre de la 
source. 
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Elucidons le sens physique de la constante a. A cet effet déter- 
minons le débit de fluide Q traversant une surface cylindrique de 
hauteur unité avec une directrice en forme d’une courbe fermée 
arbitraire ZL entourant le centre de la source (fig. V.3). En se basant 
sur les données du $ 13 nous obtenons l'expression 


Q = [dB —Vals-a = a(03 —60,)=— a2n ou a=< , 


d’où il suit que la fonction de courant est multivoque ; physique- 
ment cela équivaut à ce qu’un débit de fluide passant par une courbe 
fermée est différent de zéro. 

() Ainsi, la fonction caractéristique 
v d'un écoulement plan radial est 


w= In z, (V.23) 
où Q est le débit de fluide tra- 
ZQ 


ÿ 


versant une courbe fermée Z 
: x entourant le centre de la source. 


B— 
LL La vitesse d'écoulement s’ex- 
primera par la relation 


Q 1 

V= Re — (V.24) 

\ En désignant par po la pres- 

sion à l'infini et en tenant compte 

Fig. V.3 de ce qu’à l'infini le fluide est 

au repos Vo = 0, nous obtenons 

d’après l’intégrale d’Euler l'expression des pressions provoquées 
par une source 

LE v? 2 
p= po+ EE = po— € | € ) : (V.25) 


2rr 


d’où il résulte qu'au fur et à mesure qu’on se rapproche de la source, 
la pression décroît. Avec r — 0 (au centre de la source) p —> — co. 

Le cas d’un écoulement radial convergent (mouvement d’un 
fluide suivant les rayons vers le centre) s'obtient en remplaçant 
dans les formules ci-dessus Q par —Q. Si la source se trouve au point 
de coordonnée z, la fonction caractéristique de l'écoulement est 


w= Se In(z— 53). (V.26) 
Au centre de la source et du puits pour r — 0, la vitesse v — co. 


Les points d'un écoulement en lesquels la vitesse devient nulle 
s'appellent points singuliers. 
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Dans un écoulement plan, les points singuliers se trouvent 
à l'intersection de la ligne singulière avec le plan zy. 

Des vitesses et des pressions infinies ne peuvent apparaître dans 
un fluide; par conséquent, les points singuliers d’un écoulement 
doivent être exclus de l'étude. Pour cette raison, la fonction (V.24) 
qui exprime la distribution des vitesses d’un écoulement plan radial 
décrit correctement du point de vue physique le phénomène d’écou- 
lement d'un fluide seulement à un certain éloignement du point 
singulier, c'est-à-dire du centre de la source. 

Les méthodes analogues de description des phénomènes physiques 
réels par des fonctions relativement simples possédant des points 
singuliers sont d'usage fréquent dans toutes les branches de la phy- 
sique. 


3. Ecoulement plan avec circulation 
Examinons la fonction caractéristique 


b 
= -—Înz= —iblnz, 


où la constante b > 0. 
En séparant dans cette expression le potentiel et la fonction de 
courant 
w=@+ib= —ibln(re"®)— — ib(Inr +i0) 


nous obtenons 
@—0d0; vÿp——blnr. 


Nous trouvons les lignes de courant Ÿ — —binr —C;, d'où 
il suit que r —C. Ainsi, les lignes de courant sont des cercles 
concentriques de centre l'origine 
(fig. V.4). Le mouvement est perma- 
nent, par conséquent les particules 
circulent le long des lignes de cou- 
rant. Trouvons les projections de 
la vitesse sur les axes des coordon- 
nées polaires 


Comme il ressort de l’image 
des lignes de courant, les particules 
fluides se déplacent le long des 
cercles concentriques avec des vites- 
ses v — b/r. Elucidons le sens phy- Fig. V.4 
sique de la constante bd. Pour cela, 
déterminons la circulation de la vitesse le long d'un contour fermé L 
entourant l’origine. Suivant la fig. V.4 6, —0, 64 — 21. En uti- 


7—-064 
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lisant la formule (V.6) nous obtenons 


B 
Fr — & dp = [Ps — pal = b2x, 
A 


d'où il suit que : 
r 
=: 
et q est une fonction multivoque des coordonnées. 
En tenant compte de ce fait, la fonction caractéristique d'un 
écoulement plan avec circulation aura pour expression 


w=-Inz, (V.27) 
et la vitesse en un point quelconque du fluide 
r 1 L 
V=-r—: (V .28) 


Il en résulte que le point r — 0 est un point singulier d'écoule- 
ment. 

De l'expression (V.27) il suit que la circulation de la vitesse le 
long d’un contour fermé entourant le point singulier n’est pas nulle. 
De tels écoulements sont dits écoulements à potentiel de vitesses 
multivoque. Suivant le théorème de Stokes. ce cas correspond physi- 
quement à la présence au point singulier d'un filet tourbillon avec 
circulation l. En dehors de ce filet tourbillon, l'écoulement du fluide 
est non tourbillonnaire. Parfois ce type d'écoulement est appelé 
tourbillon plan. 

Si le point singulier (filet tourbillon) est situé en un point de 
coordonnée z, alors la fonction caractéristique de l'écoulement est 


r - 
w= 5 În (Z — 21). (V.29) 


D'après l’intégrale d’'Euler, la pression en n’importe quel point 
du fluide s’exprimera par la relation 


(os ep fr \° - 
p=po— = po—$(-—) : (V.30) 


où ps est la pression dans un fluide au repos à l'infini. Au fur et 
à mesure de rapprochement du centre de courant de circulation, la 
pression diminue. 

En combinant l'écoulement plan radial et l'écoulement avec 
circulation, nous obtenons un écoulement dit source-tourbillon. 
La fonction caractéristique de cet écoulement est 


LT Inz, (V.31) 


D = 


et ses lignes de courant sont des spirales logarithmiques. 
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4. Dipôle 

Examinons la combinaison d'une source et d'un puits à débits 
égaux disposés sur l'axe des x symétriquement par rapport à l'axe 
des y et situés à la distance Az. La source est disposée à gauche et le 
puits à droite de l'axe des y (fig. V.5, a). 


6) 


Fig. V.9 


En utilisant la méthode de superposition des écoulements, écri- 
vons la fonction caractéristique de l'écoulement résultant sous 
la forme 


w=s [in (+) in (2) |: (V.32) 


En multipliant et en divisant cette expression par la distance 
séparant la source et le puits Ax, on peut écrire cette expression 


sous la forme suivante 
In (244) (:—+) 


w — (SE ) . 
— 27 Az 


Passons dans cette dernière expression à la limite en faisant 
tendre la distance entre la source et le puits vers zéro Ar — 0. 
Exigeons de plus que 

lim (Q Az) = M = const, 

Ax—0 
c'est-à-dire que le produit du débit de la source et du puits par [a 
distance qui les sépare Az dans le cas d'un passage à la limite reste 
constant et égal à M. Dans le cas contraire, en additionnant une 
source et un puits de même débit on aurait une disparition de l'écou- 
lement. 

En effectuant le passage à la limite, on peut écrire l’expression 
de la fonction caractéristique 


w = lim () mr) d hu, M 


A 0\ 21 / 4x0 Az or 28 de 2 
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puisqu'il est facile de voir que le second multiplicateur représente 
la dérivée de la fonction In z (Az = Az). 

Ainsi, la fonction caractéristique de cet écoulement, appelée 
dipôle, est 


= — — (V.33) 
où 7 est le moment du dipôle. 


En séparant dans (V.33) le coefficient de la partie imaginaire 
nous obtenons 


gp M 1 OM y M y 
7 Q2nz<+tiy 2n x2+y2 ? = x x? y? ? 


d'où l’équation de la ligne de courant prend la forme 


| M M y . a a 
G=Ÿ= 55 = an muet + —2Cy=0 


OI 


a+ (y—CY} = C. 


De cette dernière expression il ressort que les lignes de courant 
représentent des cercles tangents à l’axe des x à l’origine des coordon- 
nées, avec des centres sur l’axe imaginaire (fig. V.5,b). Remarquons 
que le point z = 0 est de nouveau le point singulier de l'écoulement. 

L'axe réunissant le puits avec la source se nomme l'axe du 
dipôle. Dans le cas donné, il forme l'angle B = x avec la direction 
positive de l’axe des x. En tenant compte de ce fait, on peut repré- 
senter la fonction caractéristique du dipôle dont l’axe forme un 
angle B avec la direction de l'axe réel sous la forme suivante 


W—= — ei —., (V.34) 


Calculons le carré de la vitesse. En utilisant l’expression (V.17) 
et (V.33) nous obtenons 


ef M 1 #1) (#) 1 _M\?1 
? = 27 æ) ( 2n 2/7 \2x (z2+ y2}2 =(5) A : 
d'où, d'après l'intégrale d’'Euler, nous trouvons l'expression de la 
pression dans un écoulement dü au dipôle 
pv? pr M\21 
P= Po—-z— Po (5) ri? 


où po est la pression dans un fluide au repos à l'infini. 
Notons que tous les types d’écoulements simples étudiés ci-dessus 
contenant des points singuliers s'appellent singularités hydrodyna- 
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miques. De tels écoulements simples sont utilisés pour la résolution 
des problèmes d'écoulement autour des corps cylindriques. Une 
telle méthode d'obtention de l’écoulement autour des corps se nomme 
parfois méthode des singularités hydrodynamiques. 


& 22. ÉCOULEMENT AUTOUR D'UN CYLINDRE 
DE RÉVOLUTION SANS CIRCULATION. 
PARADOXE D'’EULER-D'ALEMBERT 


Examinons un écoulement obtenu par addition des fonctions 
caractéristiques d’un écoulement de translation s’écoulant parallèe- 
lement à l’axe positif des x et du 


dipôle avec l’axe dirigé le long de a) ÿ 
l'axe négatif des zx (fig. V.6,a). ” 
En utilisant les formules (V.22) —— "M = 


et (V.33) et en passant aux coor- 
données polaires z —re#, nous 
obtenons 


NM I! 
W = VxZ 5x = Var (cos 6 + 


+ i sin 6) + (cos 8 — i sin8). 


La valeur constante A], moment 
du dipôle, reste pour le moment 
indéterminée ; Af et v. ne dépen- 
dent pas du temps, c'est-à-dire le 
mouvement du fluide est perma- 
nent. En séparant dans l'expression 
de w les parties réelle et imaginaire, 
on peut écrire le potentiel et la 
fonction de courant sous la forme 


En égalant la fonction de cou- 
rant à une valeur constante d — C, 
nous obtiendrons l'équation des 
lignes de courant et en admettant C — 0 nous trouverons la ligne 
nulle du courant 


Fig. V.6 


Ÿ = (ver) sin 0 = 0. 


2nr 
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Cette dernière équation se décompose en deux équations: la 


première sin 0 —0; — nk (k —0, 1, 2, ...), représentant 
l'équation de l’axe des x en coordonnées polaires ; 
la seconde 


M 
Var sr = 0, 


c'est-a-dire 


M . ne 
r = V À = Const — ro: (N 39) 


étant l'équation d’un cercle de rayon rs. 

Suivant les conclusions du $ 14, toute ligne de courant ou une 
partie de celle-ci dans un fluide non visqueux peut être remplacée 
par une paroi solide sans perturber l'écoulement du fluide. En rem- 
plaçant une partie de la ligne de courant nulle, correspondant à un 
cercle de rayon r,, par une paroi solide (fig. V.6,b), nous obtiendrons 
l'image de l'écoulement autour d’un cylindre de rayon r, par un 
courant de translation de vitesse v... 

La liaison entre le rayon donné du cylindre r, et le moment 
inconnu du dipôle M se détermine par l'expression 


M = 2 EU) (V.36) 


qui nous permet d'obtenir la fonction caractéristique et le potentiel 
de l'écoulement autour d’un cylindre de rayon rs 


D = Voo (245) k (V.37) 
P = Vo (r+) cos 6. (V.38) 


Déterminons les projections des vitesses dans l'écoulement près 
du cylindre 


= = ve (1-5) cos 8 ; 
r (V.39) 
Le=— 5 — — Vo (1 ++) sin 06. 


Ces formules montrent que partout dans la région d'écoulement 
(pour 7 > r,) en dehors du cylindre les vitesses sont finies. Les 
points singuliers de l'écoulement sont absents. 

En des points sur le cylindre r = r, et les projections des vitesses 
pourront s’écrire 


Ur—0; vo = —2vssin 6. (V.40) 
Comme sur le cylindre les directions du rayon et de la normale 


coïincident et la condition d'imperméabilité doit être remplie, 
l'égalité v, — 0 montre que la solution obtenue est juste. Le signe 
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moins témoigne de ce que le sens de la vitesse est contraire au sens 
positif de comptage des angles. 
La valeur totale de la vitesse aux points situés sur le cylindre est 


v= V'ui-t Uÿ — 2 Sin 6. (V.41) 


Déterminons la distribution des pressions sur le cylindre. Le 
coefficient de pression pour les points sur le cylindre est 


p=1— (2) =1—4sin0. (V.42) 


Les épures du coefficient de pression pour la moitié supérieure 
du cylindre sont montrées sur la fig. V.6. Pour la moitié inférieure 
du cylindre 180° & 0° < 360° les valeurs v et p aux points symétri- 
ques par rapport aux axes des x et des y sont identiques. Les points 
A (6 = x) et B(6 —0), comme on le voit sur la figure, sont les 
points critiques sur le cylindre. 

D'après la fig. V.6, on peut conclure que les pressions négatives 


de surcharge (p << 0) dépassent sensiblement en valeur les pressions 
positives. Ceci explique, en particulier, le fait que sous l’action du 
vent certains ouvrages, tels que couvertures des édifices par exemple, 
ne s'incurvent pas généralement, mais, au contraire, bombent 
toujours. L'épure des forces de pressions est symétrique par rapport 
aux axes des x et des y. En choisissant des aires semblables, on 
s'assure facilement que les projections sur les axes des x et des y des 
composantes élémentaires des forces de pression hydrodynamiques 
s’équilibrent mutuellement. Par conséquent, la projection de la 
réaction hydrodynamique sur l'axe des z (sens du mouvement) R,, 
appelée résistance, et la projection sur la direction perpendiculaire 
au mouvement. À, appelée portance, s’annulent identiquement 


R;=0;, R,=0; R=V Ri+Ri=0. (V.43) 


Rappelons que l'écoulement autour d’un corps à la vitesse cons- 
tante v suivant le principe de l'inversion du mouvement est 
équivalent à un mouvement de translation de ce corps dans un 
écoulement avec une vitesse v.. Ainsi, lors d'un mouvement de 
translation uniforme d'un cylindre de révolution dans un fluide 
parfait s'étendant à l'infini la résistance R. est nulle. Ceci est valable 
aussi pour le mouvement d’un corps de forme quelconque ayant lieu 
dans les mêmes conditions. 

Ce fait a été pour la première fois démontré par Euler et d'Alem- 
bert. Cette conclusion, par suite de sa contradiction avec les phéno- 
mènes réellement observés lors des mouvements des corps dans un 
fluide, phénomènes s'accompagnant toujours d’une résistance, 
a reçu le nom de paradoxe d'’Euler-d’Alembert. Ce paradoxe est 
d'une très grande importance, puisqu'il permet de mettre en évidence 
les facteurs qui provoquent l'apparition d'une force de résistance 
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lors du mouvement des corps dans un fluide. Si l’on omet rien qu'une 
seule hypothèse mentionnée dans le paradoxe d’Euler-d’Alembert, 
une force de résistance apparaît sur le corps. Ainsi, l'origine de 
l'apparition des forces de résistance doit être recherchée dans la non- 
observation des hypothèses suivantes: 

1) de la non-limitation du fluide (influence de la surface libre); 

2) de la non-viscosité du fluide (influence de la viscosité); 

3) de la constance de la vitesse du corps (mouvement accéléré 
du corps); 

L'influence de tous ces facteurs sur l’apparition des forces de 
résistance sera examinée plus loin. 

Un certain intérêt présente l'obtention de la fonction caracté- 
ristique d’un écoulement sans circulation autour d’un cylindre de 
révolution sous un angle par rapport à l’axe des x. Soit & l’angle entre 
le vecteur vitesse d’un écoulement de translation et l'axe des x. 
Additionnons l'écoulement de translation w— v.e”‘*z et l’écoule- 
ment dû à un dipôle dont l’axe, dirigé à l’encontre de la vitesse v, 
fait l'angle B — x + « avec l’axe des x. 

La fonction caractéristique de l’écoulement du dipôle est 

En effectuant des calculs analogues à ceux exposés ci-dessus 
nous obtiendrons la fonction caractéristique d’un écoulement autour 
d’un cylindre sous l'angle & avec l’axe des x 

D = Voo (ze-ie + ei) . (V.44) 

La fonction caractéristique du mouvement absolu d’un cylindre 
de révolution w, peut être obtenue de (V.37) par superposition de la 
fonction caractéristique d’un écoulement de translation s’écoulant 
dans le sens de l'axe négatif des x, de la forme w — —v,z. Effec- 
tivement, en imprimant à tous les points de l'écoulement une vitesse 
de translation —v. nous forçons le cylindre, auparavant immobile, 
à se mouvoir à la même vitesse dans le sens de l’axe négatif. Ainsi, 


r= 
Wa = W— sr = Ve (24) ue = . 


La comparaison de cette formule avec (V.33) montre que la fonc- 
tion caractéristique du mouvement absolu d’un cylindre de rotation 
est la même que celle d'un dipôle avec un moment M — 2nv,ri. 
Remarquons qu'elle est écrite dans un système de coordonnées lié 
au cylindre. L’équation du potentiel d’un écoulement provoqué 
par le cylindre est de la forme 


Pa = Vo + cos 6. (V.45) 
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$ 23. ÉCOULEMENT AUTOUR D'UN CYLINDRE 
DE RÉVOLUTION AVEC CIRCULATION 


Dans le paragraphe précédent, il a été montré qu’en écoulement 
sans circulation autour d’un cylindre de révolution, la résistance R. 
et la portance R, sont nulles. 

Examinons l'écoulement à circulation autour d’un cylindre de 
révolution. Superposons à l'écoulement autour d’un cylindre sans 
circulation un écoulement à circulation avec le point singulier 
(centre du tourbillon) au centre du cylindre (fig. V.7,a). La fonction 
caractéristique de cet écoulement complexe d’après les formules 
(V.27) et (V.37) 

W = Le (z- H)+ ins. (V.46) 

Remarquons que la superposition d’un écoulement à circulation 
dont les lignes de courant sont des cercles concentriques de centre 
le centre du cylindre n’affecte pas les conditions aux limites d’im- 
perméabilité à la surface du cylindre. On s’en assure facilement en 
trouvant la fonction de courant de l'écoulement (V.46) et en exami- 
nant la ligne nulle de l’écoulement qui correspondra comme aupara- 
vant à un cercle. 

Etudions la variation de l’image de l’écoulement près du cylindre 
par rapport à l'écoulement sans circulation. Trouvons la position 
des points critiques situés sur le cylindre. En utilisant les expres- 
sions (V.40) et (V.28), nous obtiendrons la vitesse sur la surface du 
cylindre 


(V.47) 


Ve = Lei + Ver — 210 3 
où w, est la vitesse sur le cylindre baigné par le fluide sans circula- 
tion ; 

ver la vitesse de l’écoulement avec circulation. 

Les points critiques X,, A2 sur le cylindre (fig. V.7) s’obtiennent 
d’après la condition ve — 0, d'où 

Tr 
sin dk = re (V.48) 

Suivant la valeur de la circulation l', les variantes suivantes 
de la disposition des points critiques sont possibles : 

1) L =0; sin 6x —0; 0x — 0; 8k,— 1. Dans un écoulement 
sans circulation les points critiques se disposent sur les extrémités 
du diamètre horizontal du cylindre, comme il est montré sur la 
fig. V.6. 

r 
2) Eros —— < 1; sin 0x << 1. La solution de l'équation (V.48) pour 


cette variante donne deux points critiques situés sur le cylindre et 
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LA 


déterminés par les angles 0x, et Ok. Ces points sont symétriques 


par rapport au diamètre vertical. Sur la fig. V.7,b est montrée l’image 
qui correspond à ce cas d'écoulement avec 


5) : 
LV = 217 x ; Ok =TA; Oki. 


3) | = 4nrms; Sin 0x —1; Ok, = OK, + . Dans ce cas les 


points critiques se confondent en un seul point situé sur l'extrémité 
supérieure du diamètre vertical du cylindre. L'image de l'écoulement 
est montée sur la fig. V.f.c. 

4) F > 4nrw; sin 0x > 1. L’équation trigonométrique (V.48) 
ne possède pas de résolution pour cette variante. Physiquement, 
ceci montre que les points critiques sur le cylindre sont absents ; 
ils se sont déplacés dans les régions extérieure et intérieure à la 
surface, comme il est montré sur la fig. V.7,d. Dans la zone disposée 
près du cylindre (hachurée sur la fig. V.7,c) le fluide a un mouvement 
circulaire fermé. 

On doit remarquer qu’à la superposition de la circulation, les 
points critiques se déplacent. Cette conclusion faite pour un cylindre 
de révolution est valable aussi pour l'écoulement autour d’un profil 
quelconque. 

Dans l’écoulement autour d’un cylindre tournant d'un fluide 
visqueux, on peut observer, suivant la vitesse angulaire de rotation, 
les variantes 2, 3 et 4 des écoulements décrits ci-dessus. 

Examinons d’une façon détaillée le cas intéressant où L << 41rç >. 
De la formule (V.47) de la vitesse à la surface du cylindre, on voit 
que les vitesses aux points situés sur la partie supérieure du cylin- 
dre 0 <0<7 


v,— —|2v, sin 0 | -t- Dr 


et aux points situés sur la partie inférieure du cylindre rx < 86 < 2x 


vi = | 20e sin [+ — 


Il en résulte qu'en des points symétriques par rapport à l’axe 
horizontal les vitesses sur la partie inférieure du cylindre sont plus 
grandes que celles sur la partie supérieure (fig. V.7,b): wi > 1. 

En vertu de l'intégrale d’Euler 


pr? 
Di += 


nous trouvons que pi, << p.. c'est-à-dire que la pression sur la partie 
inférieure du cylindre est inférieure à celle sur la partie supérieure. 
En s’additionnant sur la surface du corps, ces pressions amènent 
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à l'apparition d'une force verticale R, (dans le cas donné dirigée 
vers le bas). La force de résistance R, est toujours nulle car l’image 
de l’écoulement est symétrique par rapport à l’axe des y. Calculons 
la force verticale R,. A un élément de surface dS — r,4601, où 1 est 
ane génératrice du cylindre d’une hauteur unité, est appliquée une 
surpression hydrodynamique (p — po) dirigée en sens inverse de la 
normale extérieure, confondue avec la direction r. La force élémen- 
taire de pression 


dR= —(p— po) n dS. 
Sa projection sur l’axe des y 
dRy= —(Pp— po) cos (r, y) dS = —(p— po) ro sin 0 d6. 


D'où, en utilisant l'expression du coefficient de pression, on 
obtient 


27 L 
Ry= —ro 2% | psin 646. 
0 


Déterminons le coefficient de pression en substituant à v son 
expression suivant (V.47) 


p=i— (2) =(4—asine) 4 (2) +2 —— — Sin 6. 


En portant l'expression de p dans la formule de R,, nous trouvons 


2H or 


R,= —r pose [1 — À (=) { sin 0 d0 — | sin* 6 d8 +- 


+ Îsintod0) , 
0 


mais comme 


2x 2x 27 
] sin 6480; Î sins 640 —0 ; | sin*6d6=x, 
) 0 U 
on a 
R,= —pTvsi. (V.49) 


Ainsi, la force verticale est proportionnelle à la masse volumique 
du fluide, à la vitesse v, et à la circulation. Sa direction est perpen- 
diculaire à la vitesse v.. Pour déterminer cette direction, il faut 


d’après la fig. V.7,b faire tourner le vecteur vitesse v. de _. en sens 
inverse de la circulation. 
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Le résultat exprimé par la formule (V.49) constitue le contenu 
du théorème de Joukovski relatif à la portance de l'aile, qui est 
donné ici comme le cas particulier. Dans le chapitre VI nous donne- 
rons sa démonstration pour le cas général. 

De ce qui précède il suit que chaque corps tournant se déplaçant 
dans un fluide engendre une portance. Ce phénomène est connu 
sous le nom d'effet Magnus. Cet effet se manifeste lors du vol d’un 
projectile en rotation; il explique les trajectoires inattendues des 
balles coupées. 

En combinant (V.27) et (V.44) nous obtenons la fonction caracté- 
ristique d’un écoulement à circulation autour d’un cylindre de révo- 
lution sous un angle d'attaque quelconque « 


In 2. (V.50) 


PT ee (ei ++ ais) + 


$ 24. UTILISATION DES REPRÉSENTATIONS CONFORMES 
POUR LA RÉSOLUTION DES PROBLÈMES PLANS EN MÉCANIQUE 
DES FLUIDES DANS UN ÉCOULEMENT IRROTATIONNEL 
DU FLUIDE 


En développant la méthode de superposition des écoulements 
examinée précédemment et en additionnant les singularités hydro- 
dynamiques sélectionnées de façon appropriée avec un écoulement 
de translation, on peut obtenir les écoulements autour des contours 
dont la forme se distingue de celle d’un cercle. Cependant l’utilisa- 
tion de cette méthode qui nécessite des calculs volumineux est limitée. 

Il existe une autre méthode qui permet d'étendre considérable- 
ment la résolution des problèmes plans en mécanique des fluides 
et d'obtenir en principe l’écoulement autour de n’importe quel con- 
tour, c’est la méthode de représentation conforme. 

Rappelons certaines particularités de la représentation conforme, 
dont on aura besoin par la suite. Soient z et & (fig. V.8) deux variables 
complexes liées entre elles par une relation z —f (£), appelée fonction 
de représentation. À chaque point du plan complexe z correspond un 
point déterminé du plan £ et inversement. Dans ce cas nn dit que 
la fonction z — f (&) effectue une représentation conforme mutuelle- 
ment univoque ! de la région du plan 2 sur la région du plan & et 
inversement. La représentation est dite conforme parce qu’elle 
conserve les angles entre les directions tracées dans les plans des z 
et des €. 

Considérons dans le plan des z un contour quelconque Z, ; soit 
la fonction z —f(£) réalisant la représentation de l'extérieur du 
contour L, sur l'extérieur du cercle Z+ dans le plan de la variable 
complexe auxiliaire £. Dans ce cas, les points qui se trouvent en 


1 La représentation reste univoque en tous les points où dz/dû n’est pas nul. 
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dehors du contour L. se transforment en des points situés en dehors du 
contour Z+ et le contour Z. lui-même se transforme en un cercle. 
A la lumière de ce qui a été dit on peut considérer la représentation 
conforme comme une sorte de transformation des variables (change- 
ment des coordonnées). 

Suivant la théorie des fonctions de la variable complexe, la forme 
générale de la fonction réalisant la représentation conforme d'un 


Fig. V.S 


contour sur l'extérieur du cercle est donnée sous la forme d’une série 
de Laurent avec des coefficients complexes 


2= mb mot + .. (V.51) 


Le calcul des coefficients m, (s — —1, 0, 1 ...) d’une fonction 
de représentation est un problème mathématique très compliqué. 
Pour qu’une représentation soit bien déterminée, il faut qu'il y ait 
une correspondance de trois points des plans des z et des &, ou d’un 
point des plans des z et des & et d’une direction arbitraire. 

Passons maintenant à l'interprétation hydrodynamique de l’idée 
de la représentation conforme. Soit un contour ZL. (fig. V.8) dans le 
plan d’une variable physique z = x + iy contourné par un courant 
à la vitesse à l'infini v... Désignons par &. l’angle entre l'axe des x 
et Us. 

La fonction z — f (£) réalise la représentation de l'extérieur du 
contour L. sur l'extérieur du cercle de rayon r, dans le plan des £. 
Dans la suite, pour simplifier, au lieu de dire « écoulement autour 
d'un cylindre de révolution » nous dirons «écoulement autour d’un 
cercle ». Le cercle dans le plan des & est contourné par un courant 
ayant une vitesse v. à l'infini sous un angle &. Pour l’uniformité 
de la représentation, exigeons que le point éloigné à l'infini du plan 
des z se transforme en un point éloigné à l'infini du plan des 6 et que 
la direction de la vitesse v.. coïncide avec la direction de la vites- 
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se v +. Dans ce cas les angles formés par les vecteurs vitesse avec des 
axes réels seront identiques &, — & — @. 

Désignons les circulations dans l'écoulement en dehors du contour 
et du cercle par l, et T+. Soit la fonction caractéristique cherchée de 
l'écoulement autour du contour Z, 


w (2) = px, y)+ it (x, y). (V.52) 


Sur le contour Z, la valeur 1 (z) est constante. En substituant 
dans (V.52) la fonction de représentation z — f (£), c’est-à-dire en 
effectuant le changement de la variable, nous obtenons l'expression 
suivante : 


w(z)=w{f(t)]=@(E, n)+iv(é, n), (V.53) 


suivant laquelle aux points correspondants des plans des z et des à 
les valeurs de w (z) et de w (&) sont identiques. Le contour Z., 
qui est une ligne de courant de l’écoulement, se transforme après 
la représentation conforme en un contour du cercle, la fonction de 
courant 1 sur le cercle conservant sa valeur constante ; autrement dit, 
le contour du cercle est également une ligne de courant. 

De cette façon, l'écoulement en dehors du contour L. se transforme 
en écoulement en dehors du cercle. La fonction caractéristique d’un 
écoulement à circulation autour d’un cercle est connue (V.50). 
En des points semblables 


W (E)= Lx: (te-ie+ fete) — E In ë. (V.54) 


L'égalité (V.54) définit la fonction caractéristique de l’écoule- 
ment autour d’un contour L, en fonction de la variable £ (z = f (£)). 
Une telle méthode de définition d’une fonction est dite, comme on le 
sait, paramétrique. Ainsi, la résolution du problème d'écoulement 
autour d’un contour L. est donnée par des relations paramétriques 

ue (D) vez (tete + 7 eie) 2 Enr; 
*(C = Va (Le Fe ) + Sri nê; 


z=f(i). 


Dans certains cas simples, l’équation de la fonction de représen- 
tation peut être résolue par rapport à la variable £ en obtenant la 
relation 


t—O (2). (V.56) 


Alors en substituant (V.56) dans l'expression de && (£), on peut 
exprimer la fonction caractéristique de l'écoulement autour du 
contour L. en fonction de z 


. r= ‘ Fe . ve 
w(z)=w[D(:)] = Vo [ote-ie+ sé eis ] + In ® (2). (V.57) 
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—… 


Pour pouvoir utiliser les relations obtenues, il faut trouver les 
inconnues suivantes qui font partie de l'expression w (£): væ:, le 
et r,. Pour déterminer r, on part des propriétés géométriques de la 
représentation conforme. Remarquons que dans certains cas, il est 
avantageux d'effectuer la représentation sur un cercle de rayon unité. 

Déterminons la liaison entre les vitesses complexes des écoule- 
ments dans les plans des zet des £. En utilisant la règle de différentia- 
tion d'une fonction compliquée, nous obtenons 


du 
dw  dw dt "dd (V.58) 
EEE EE 

dd 


où T est la vitesse complexe dans le plan du contour ; le numérateur D 


représente évidemment la vitesse complexe dans le plan du cylindre 
et le dénominateur dz la dérivée de la fonction représentative. 


La formule (V.58) est utilisée pour des calculs pratiques, étant 
donné qu'ordinairement ce n’est pas la fonction caractéristique w (z) 
qui est importante, mais les vitesses et les pressions déterminées au 
moyen de l'intégrale d’Euler. Utilisons la formule (V.58) pour un 
point à l'infini z = 0; & — co. En tenant compte de ce que la 
vitesse complexe à l'infini est 


du — ia. du — pp p-i 
(A)... = vx ' dé )._. SOS 
# æ Q . , « æ d= 
et la dérivée de la fonction f (£), qui d'après (V.51) est == — m1 — 
» 
——1 "© ..., se représentera à l'infini comme (SE): = _ 
° 
— M, nous obtenons 


. so i@ " oe 
Vase IE = EE OÙ Vo: =, (V.59) 

ms m1 
Etant donné que v, et v: sont des quantités réelles, le coeffi- 
cient m_1, comme il s'ensuit de l’égalité (V.59), doit également être 
une grandeur réelle. Les autres coefficients mo, m1, m2 de la fonction 
de représentation sont dans le cas général des grandeurs complexes. 
La formule (V.59) détermine la liaison entre la vitesse donnée 
 ». et la vitesse d'écoulement autour du cercle v. dans le plan des &. 
Déterminons la liaison entre les circulations T, et l'. dans les 
deux plans. Suivant l'expression (V.6) la circulation le long d'un 

contour quelconque (fig. V.8) est 


L=(p(zr)—p(zall,=:, 5 Ti (P(Cs)—P(ba)k, 4 
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En des points semblables, des valeurs des potentiels œ (2) et 
œ (£) sont identiques, pour cette raison 


T,—Ti=T, (V.60) 


c'est-à-dire que la représentation conforme ne change pas la circula- 
tion. 

De façon analogue, on peut montrer que le débit d'une source lors 
d'une représentation conforme ne varie pas. 

Cherchons à obtenir la formule de ia détermination de la vitesse 
en des points du contour, en faisant appel à la méthode des repré- 
sentations conformes sous la forme paramétrique. Pour faciliter les 
calculs. admettons que la représentation s'effectue sur un cercle de 
rayon égal à l’unité. Alors, en des points du cercle & —ei9, où 
6 est l'angle polaire dans le plan du cercle jouant le rôle de para- 
mètre. 

Envisageons l'écoulement sans circulation autour d’un contour. 
La fonction caractéristique de l'écoulement autour du cercle est 


w (E)= vas (ter is +) . 


La vitesse complexe dans le plan des z pour les points du contour 
suivant la formule (V.58) est 


ea 
2 
6 


[Te à 


. iQ 
. IX _ € , - —iC e' { 
dw (° E2 | 70 (se er: )+ 
dz dz En dz 
dû dû 


I1 est facile de voir que 
dz dz dô dE, 9 :e 
A db de ‘  d € —!s- 


En tenant compte de ce fait 


ds __ d(r<iy) d0  { dx Li dy )+ 
dé db Æ = ( DE 

Suivant la formule (V.59) v« —v«.m-_1. Après la substitution dans 
d 


l'expression de _ des résultats obtenus et après le remplacement de 
& par e® nous avons 
dw _ lool) [ei(@— a) _,-i0-a), 
ds dx  . dy 
dO 

En utilisant la formule d'’Euler 

eit0-x) __ e-i(0-a) = 2j sin (0—«), 

5—064 
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nous obtenons l'expression de la vitesse complexe 
9 j _ 
dw — Host sin (6—«) | (V.61) 
OT dy 
d0 + dû 
La valeur conjuguée de la vitesse complexe s'obtient par rempla- 


cement dans (V.61) de à par —ài; alors en tenant compte de la for- 
mule (V.17) 


Ami sin? (0 — 
US (V.62) 
( T (+) 

La formule (V.62) est commode pour l'emploi de l'intégrale 
d’Euler lors des calculs de l’écoulement sans circulation autour des 
contours. 

La méthode des représentations conformes est largement employée 


en mécanique des fluides, en particulier dans l’étude de l’écoulement 
autour des profils d'ailes. 


$ 25. ÉCOULEMENTS IRROTATIONNELS À TROIS 
DIMENSIONS SIMPLES 


Le cas général d’un mouvement irrotationnel, où le potentiel 
dépend de trois coordonnées zx, y, z, est très compliqué à étudier. 
Il est sensiblement plus simple d'étudier les écoulements tridimen- 
sionnels à symétrie axiale pour lesquels il existe une fonction de 
courant ‘. 

Pour les problèmes à symétrie axiale, il est rationnel d'utiliser 
au lieu des coordonnées cartésiennes les coordonnées cylindriques et 
parfois les coordonnées sphériques (fig. V.9). Suivant la définition 
du mouvement à symétrie axiale, l'image de l'écoulement de fluide 
dans le plan xr* est identique. Le plan xzr* s'appelle plan méridien. 
La section par celui-ci d’un corps de révolution se nomme section 
méridienne. De la fig. V.9 il suit que les coordonnées sphériques r, 
a jouent le rôle de coordonnées polaires dans le plan de la section 
méridienne. Entre les coordonnées cartésiennes, polaires et sphéri- 
ques existent des relations suivantes 


z=rcosa; y =r* cos 0 —rsin « cos0 ; 
z=r*sin0=rsinesin 6. (V.63) 
Ainsi qu’il est connu de ce qui précède, dans un écoulement 


à symétrie axiale il y a deux projections de la vitesse v, et v,+, liées 
à la fonction de courant par des relations 


$ 25] ÉCOULEMENTS IRROTATIONNELS À TROIS DIMENSIONS 4145 


En écoulement irrotationnel d’un fluide, les projections des 
vitesses sont exprimées en fonction du potentiel de la vitesse 


La fonction de courant et le potentiel ® dépendent des coordon- 
nées z et r*. En comparant cette dernière expression avec la for- 


Fig. V.9 


mule (111.66), on établit une liaison suivante entre le potentiel et la 
fonction de courant d’un écoulement à symétrie axiale : 


2® 1 2%. 0 _ 1 % (V.64) 


0x r* or* ? ôr* r* Or | 

Les équations qui lient et en écoulement à symétrie axiale 
diffèrent sensiblement des conditions de Cauchy-Riemann (V.13). 
Physiquement cette différence s'explique par les dimensions diffé- 
rentes des fonctions œ@ et # et mathématiquement, par la présence 
dans le système (V.64) du facteur 1/r*, ce qui dans un écoulement 
à symétrie axiale du fluide exclut la possibilité d'introduire la 
fonction caractéristique de courant, dépendante de la coordonnée 
complexe. Ceci, à son tour, rend impossible l’emploi de la méthode 
des représentations conformes. 

Trouvons les expressions des potentiels et des fonctions de courant 
pour des écoulements simples à symétrie axiale, largement utilisés 
dans l’étude des écoulements autour des corps solides par la méthode 
de superposition des écoulements. 


1. Ecoulement de translation dans un espace 


Déterminons le potentiel et la fonction de courant d’un écoulement 
de translation se déplaçant à une vitesse constante en tous les points 
de l’espace v, — v.,. dans la direction de l’axe des x positifs. Dans 
ce cas on a deux équations 

19 — % 9, 


Uy —= 9x Vo: Ur — 5 — 


8® 
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Suivant la seconde de ces équations, le potentiel œ est fonction 
seulement de la coordonnée x. En tenant compte de ce fait, on peut 
remplacer la dérivée partielle dans l’expression de 0/0x par la déri- 
vée totale dœ/dr —v+ et après intégration on obtient 


P= Vo (V.65) 


La constante arbitraire d'intégration peut être prise égale à zéro, 
car ce n'est pas le potentiel qui présente ici de l'intérêt, mais seule- 
ment les dérivées de celui-ci par rapport aux coordonnées. 

Des équations (II1.66) nous trouvons l'expression de la fonction 
de courant 

v,= 1 0Ÿ = -1 4%. _ 1 dy 0, 


rt dr 
d'après laquelle nous obtenons 
D = Leo = + C. (V.66) 


Comme le débit à travers l’axe x est égal à zéro, alors, en posant 
r* —0, nous obtenons € —0 et 
r°2 


Ÿ = Vo D . (V.67) 
2. Source à trois dimensions 
Etudions un écoulement dont le potentiel est donné par l’expres- 
sion 


A 
P= RS  : 
r Va+y+2 
où À > 0 est une constante. 
Déterminons les projections de la vitesse sur les axes d’un système 
de coordonnées sphériques. Etant donné que œ dépend seulement du 


rayon r, alors vw —0; v, —0etv, =v == — 


Déterminons le sens physique de la constante À. A cet effet cal- 
culons le débit de fluide Q par la surface sphérique $S de rayon r 
(fig. V.10,a). Remarquons que la normale à la surface de la sphère 
coincide avec la direction du rayon r. Par suite v, = v,, c'est-à-dire 

Q = vs d$ = $ rt dO— 414, 
S S 


r2 


où dS —r"dQ est l'élément de la surface; Q, l'angle solide. 
Suivant la dernière équation 


_ A 
A=T ; 
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par conséquent l'expression du potentiel de la vitesse peut être écrite 
sous la forme 


P= —-——. (V.68) 

L'écoulement dans lequel le fluide s'écoule à partir d'un point 

radialement de tous les côtés s'appelle source tridimensionnelle. La 
vitesse d’une source tridimensionnelle est 


_921 (V.69) 


Il est facile de s’assurer que la fonction satisfait à l'équation de 
Laplace. De ces dernières formules il suit que lorsque r — 0, v — oo, 


Fig. V.10 


c'est-à-dire que le centre de la source est un point singulier de l’écou- 
lement. Avec r — co, les vitesses provoquées par l'écoulement ten- 
dent vers zéro de façon inversement proportionnelle au carré du rayon. 
La comparaison de (V.69) avec (V.24) montre que les vitesses d'une 
source tridimensionnelle diminuent beaucoup plus vite devant les 
vitesses d’une source plane. 

Déterminons la fonction de courant d'un écoulement provoqué 
par une source en utilisant pour cela la liaison existant entre cette 
fonction et le débit : le débit élémentaire de fluide dQ,,, dans un 
angle de 1 rd est numériquement égal à la différentielle de la fonction 
de courant dy — dQ;l. 

Calculons le débit élémentaire de fluide dans l’angle d'ouverture 
de 1 rd. Suivant les notations de la fig. V.10,b 


dy = v, (r da) (r1)= Sr darsina= Æ sin a do, 


où r da est la largeur de l'aire élémentaire, r*1 sa longueur dans 
l’angle de fÂrd. 
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En intégrant cette dernière expression par rapport à l'angle @& 
dans les limites de O0 à & nous obtenons 


à 

[6 2 

Ÿ — [sin a da = (1— cos a). 
Û 


Parfois on utilise les expressions de œ et 1 dans le système de coor- 
données cylindriques. Suivant (V.63) 


Q 1 Q 1 


P — — me me 2 — —— 


An An Ve 


v= 7 (1—cosa) = (- =) . 


Si la source est disposée en un point de coordonnées zx;, y;, 21, 
dans les formules précédentes on doit prendre 


r=V(r— 2) + (y— y) + (2-2). 


Le cas d'un écoulement radial convergent est obtenu par change- 
ment du signe devant © dans les formules (V.70). 


3. Dipôle à trois dimensions 


On appelle dipôle à trois dimensions le courant formé par une 
source et un puits de même débit Q quand la distance entre eux Az 
tend vers zéro. 

Disposons sur l'axe des x à une distance à gauche de l’axe des r* 
une source et symétriquement par rapport à celle-ci à la même distance 
un puits. Le potentiel de l'écoulement total 


PC 
V (+) + r#2 y (=) +re2 


Transformons cette expression en multipliant et divisant le 
deuxième membre par la distance entre la source et le puits Ax 


QAz 1 


TE 


Faisons tendre dans le deuxième membre de cette égalité la distan- 
ce Az vers zéro en admettant la condition 


lim(QAzx) = const = M, 


Ax—0 


où M est le moment du dipôle: la direction du puits vers la source 
s'appelle axe du dipôle. 
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Le second facteur de l'expression de représente une dérivée par 


—————— ; en tenant compte de ce 
(72 + r#?) /2 
fait, le potentiel du dipôle est 
… M 0 1 M T 
PP x 07 (2 re2)02 7 An (224 723902 © 


rapport à x de la fonction 


(V.71) 


Dans le cas donné, l’axe du dipôle est orienté dans la direction de 
l'axe négatif des x. Pour une direction arbitraire de l’axe du dipôle L 
sous un angle (!, x) par rapport à l'axe des z 


M z … 
P—= — Lx cos (2, zx) (r2 + r#2)9/2 TT 
… M cos(l, x) x M 
ro ir — jus COS (L. x)cos(x, r). 


En tenant compte de la formule de l'angle entre les deux direc- 
tions Z et r, nous obtenons finalement 


M = 
P= — 7008 (1, r). (V.72) 


La fonction de courant d’un écoulement compliqué dû à une 
source et à un puits suivant la formule (V.70) est 


Ax 
Q PP 
PME (— 
Tr 
Az 


LT — —— 


7 
[(e—s) +] 


En effectuant dans cette expression le passage aux limites de 
façon analogue à celle réalisée ci-dessus, nous obtenons la fonction 
de courant du dipôle 

M r*2 M r*° - 
Pr ee (73) 

Remarquons que l’image des lignes de courant dü à un dipôle 
dans le plan de la section méridienne est analogue à l’image des 
lignes de courant d’un dipôle plan. 


$ 26. ÉCOULEMENT AUTOUR DES CORPS 
DE RÉVOLUTION SIMPLES 


Utilisons les écoulements simples considérés ci-dessus pour l'étude 
de l'écoulement autour des corps de révolution. Rappelons que les 
sources et les dipôles s'appellent singularités hydrodynamiques ; 
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par conséquent, une telle méthode de construction de l'écoulement 
autour des corps se nomme méthode des singularités hydrodynamiques. 

Plus loin nous désignerons par © le potentiel de l'écoulement 
autour des corps et par œ le potentiel des vitesses provoquées. 
Entre O et œ il existe une relation évidente 


D=p+vxr. (V.74) 


Des relations obtenues au $ 25 il suit qu'à l'infini (r — oc) 
le potentiel tend vers zéro. 

De façon analogue, désignons par Ÿ 1la fonction de courant d’un 
écoulement autour d’un corps et par # la fonction de courant de 
l'écoulement provoqué. La liaison entre ces grandeurs s'exprime par 
une relation 


+2 
= pe : (V.75) 


1. Ecoulement autour d'une sphère 


L’écoulement autour d’une sphère avec une vitesse à l'infini 
peut être obtenu par superposition d’un écoulement de translation 
sur un écoulement du dipôle. Additionnons les potentiels et les 
fonctions de courant de l’écoulement de translation, s’écoulant dans 
le sens de l’axe positif des x, et de l'écoulement allant du dipôle 
avec l’axe dirigé dans le sens de l’axe négatif des x. En utilisant les 
formules (V.71) et (V.73) nous obtenons 


n 74 L 
D= var + AN (r2+r#2)3/2 ? 
r#2 r*è 
EE EU 


La valeur constante M dans ces formules reste indéterminée. 
Trouvons l'expression des lignes de courant (plus exactement des 
surfaces de courant); pour ce faire, égalons l'expression de Ÿ à une 
grandeur constante. Examinons l'équation de la ligne de courant 
nulle 


y — r*2 M r*2 _y D _ M +) =0 
TPS An (pre 2 Fe ) 


Elle possède deux solutions: la première solution r* — 0 cor- 
respond à une équation de l’axe des x; la seconde solution 
M 1! SAM 
U— 5-3 0) ou r=V 5 
de rayon ro. Ainsi, la surface nulle d’un écoulement, due à la rota- 
tion de la ligne de courant autour de l’axe de symétrie, se compose 
de l’axe des z et de la surface de la sphère de rayon rs. 


= rs Caractérise une sphère 
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Considérons la partie de la surface de courant nulle qui corres- 
pond à la sphère comme une paroi solide. Dans ce cas on aura un 
écoulement autour d’une sphère de rayon r, par un courant à la vitesse 
à l'infini vs. 

De ce qui précède il suit que la relation entre le rayon donné de 
la sphère r, et le moment du dipôle M est 


M = 2nvars. (V.76) 


En portant cette relation dans l’expression de ® et en passant 


TE 


Fig. V.11 


aux coordonnées sphériques, nous obtenons le potentiel de l'écoule- 
ment autour d'une sphère 


rà _— 
D =vs (r+55) COS &. (V.75) 


Déterminons les projections des vitesses dans le cas de l’écoulc- 
ment autour d’une sphère 


00 ri 
Ur = = Va (1— Te) cos à ; 
ôr rs V.7S 
_1 2. 1 rà (V:18) 
(, à F a — Vo CES Sin % 


En portant dans (V.78) r —r,, nous obtenons les projections 
des vitesses sur la surface de la sphère 


3 . 
Ur =0; Va = —-ve sin. 


La vitesse v sur la surface de la sphère 


v— Vui+ DE = ve sin &. (V.79} 


1422 ÉCOULEMENTS IRROTATIONNELS DES FLUIDES [CH. V 


D'après cette formule on voit que la vitesse maximale, égale 
à 1,5 v+, s'obtient dans le maître couple de la sphère. Le coefficient 


de pression p sur la sphère est 

— > \2 9 ,. » 

p=1-(—) =1—-sin"a. (V.80) 

L'épure de ce coefficient est montrée sur la fig. V.11. La compa- 

raison des formules caractérisant les écoulements autour d’une 
sphère et autour d’un cylindre montre que les vitesses maximales 
sur la sphère sont inférieures aux vitesses sur le cylindre ; par con- 
séquent, les coefficients de pression sont également inférieurs sur la 
sphere. 


2. Ecoulement autour d'un ovoide de révolution 


Disposons sur l’axe des x à gauche de l’origine des coordonnées, 
à la distance a, une source d'intensité Q, et à droite à la même distan- 
ce ap un puits de même intensité. Superposons sur le système source- 
puits un écoulement de translation s’écoulant à la vitesse à l'infi- 


Fig. V.12 


niv dans le sens de l’axe positif des x (fig. V.12). Le potentiel et 
la fonction de courant de l'écoulement total sont de la forme 
(a; — ap — 0) 


Q 1 4 
D=—vxz — — 2 ; 
an À Le+ a+ rete [(e—a+re2) if (V.81) 
gp. _Q fs te ze 
F2 AT [(æ+a)2+ r+2]l/2 [(z—a+re2)t/2 


La ligne de courant nulle s’exprimera par l'équation Y —0, 
c'est-à-dire 


z+-a T—a 
RE CCS PE | SET 
ee | ET 
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Cette équation se divise en deux: la 1-ière solution r* — 0 cor- 
respond à l’équation de l’axe des x; la 2-ème solution s'obtient de la 
condition d'égalité à zéro de l'expression entre les accolades. 

En tenant compte du fait que 


rte 


T—a 
— cig Ÿs 5 FF ctg Vp: 


où y est l'angle entre l’axe des x et la direction du rayon vecteur 

tracé respectivement de la source et du puits au point situé sur la 
ct v 

[ctg2 +112 

— COS y, nous obtenons l’équation suivante de la ligne de courant 

nulle 


ligne de courant nulleetenutilisant la relation évidente 


ao 


(cos y; — cos ÿp). (V.83) 


Q 
r° 2 
Le contour de la ligne de courant nulle, correspondant à l’équa- 
tion (V.83) et montré sur la fig. V.12, se nomme ovoide. 
En prenant la partie de la ligne de courant nulle qui correspond 
à l’ovoide pour une paroi solide, nous obtenons l'écoulement autour 
d'un ovoïde de révolution. Trouvons les coordonnées des points 


*« 


critiques en déterminant à cet effet les projections de la vitesse 


= —v EL —— 

FO [Gear [(r—aÿs rer J° , 

SE DS 
or etape [a+ 


Au point critique nous avons z = L/2;5r* —0O;v, —0;uv,» — 0. 
En substituant ces valeurs dans l'expression de v,, nous obtenons 
la relation liant la demi-longueur de l'ovale L/2 et le débit Q 


[ET ES er |- 1. (V.85) 


Pour l’ovoiïde, les grandeurs données sont la longueur ZL et le 
diamètre maximum D: il est nécessaire de déterminer la liaison 


entre ces grandeurs et les grandeurs _. 


et a. Pour obtenir la seconde 


équation de liaison, utilisons l'équation de la ligne de courant 
nulle (V.82). En admettant dans cette dernière x —0 et en dési- 
D 
2 


gnant r* ——, nous trouvons 


124 ÉCOULEMENTS IRROTATIONNELS DES FLUIDES [CH. V 


Des équations (V.85) et (V.86) on déduit la relation entre Q@, 
a, v et les éléments de l’ovoide. Pour la détermination des points 
intermédiaires sur l'ovoide, on doit utiliser l'équation (V.83) qu'il 
est avantageux de résoudre par la méthode des approximations. 
successives. 

La figure V.12 montre l’épure de la distribution du coefficient 
de pression suivant l’ovoide de révolution avec un rapport des axes 
L : D — 4. On doit prêter attention à la présence dans les parties 
amont et aval de l’ovale d'une pointe considérable de dépression 
dépassant en valeur la dépression dans le maître couple. Une telle 
épure avec deux pointes de dépression est typique des corps à extré- 
mités obtuses. 

Très souvent, dans les applications, il est nécessaire de déter- 
miner la distribution des vitesses sur le corps de révolution avec 
un rapport L: D donné. Les calculs précis dont il sera question 
plus bas sont très volumineux et fatigants. Dans les calculs d'esti- 
mation du champ de la vitesse et de la pression, on peut approxima- 
tivement remplacer le corps réel de révolution par un ovoiïde de révo- 
lution avec le même rapport L: D et effectuer le calcul suivant les 
formules pour l’ovoïde. 


3. Ecoulement longitudinal autour des corps de révolution 


Admettons que les sources (puits) à intensité linéaire q soient 
réparties le long d'un segment de droite [a, b] confondu avec l'axe 
longitudinal du courant (l’axe des x, fig. V.13). Sous cette forme 


LH LE 


Fig. V.13 


la méthode des singularités est utilisable pour l'étude des problèmes 
d'écoulements à symétrie axiale autour des corps de révolution. 
L'intensité a les dimensions du débit divisées par la longueur 
[gl=[Q):1L]= LT. 

Désignons la coordonnée de la disposition des sources par x. 
Isolons un segment élémentaire dx; ; l'intensité linéaire de la distri- 
bution des sources, constante dans les limites du segment élémentai- 
re, sera qg (x:). Le débit du segment dx, sera dQ = q dz;. Le poten- 
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tiel de courant élémentaire provoqué sera le suivant (V.70) 


dg = — 4 1 1 9 
4% [(2—z)2 +72)" A7 (22) + re 2 


La fonction élémentaire du courant de l'écoulement de fluide 
provoqué 


— 40 [4 2% | 

= x À Cie) 
___ gdzs … T— ZT; 87 
4m {1 ee) : (7-87) 


Pour obtenir le potentiel et la fonction de courant de l’écoule- 
ment provoqué par la distribution linéaire des sources, il suffit de 
sommer les potentiels et les fonctions de courant élémentaires, ce 
qui se réduit à intégrer des expressions obtenues précédemment sui- 
vant la variable x, dans les limites de a à b 


b b 
— — + q dr . V 
| “9 #7 Lez) +re2 te (V-88) 
b 
_ À _ TT — 


b 
1 q(r— rs) drs 


4 J [(z— 232 +re2]1/2 ° 
Dans la formule (V.88), il est tenu compte de ce que pour le con- 
tour fermé l'intensité totale des sources et des puits est nulle 


b 
| gdr, = 0. (V.89) 


Superposons sur un système de sources linéairement réparties 
un écoulement de translation coulant le long de l'axe des x à la 
vitesse Do. 

Le potentiel de cet écoulement complexe est 


b 
1 q dr 
## a l&—x+re2) ) 


La fonction de courant 


b 
ane, | (V.91) 


(z— x1)° - +211? ° 
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On obtient l’image des lignes de courant (dans le plan de la section 
méridienne) en égalant Ÿ à une valeur constante C. En posant C —0, 
nous trouvons la ligne de courant nulle. D’après la condition (V.89) 
une partie de la ligne de courant nulle sera fermée. Si l’on considère 
cette partie fermée comme une paroi solide, alors on peut compter 
que les relations (V.90) et (V.91) caractérisent l'écoulement autour 
d’un corps solide dont l'équation de contour se détermine par la 


condition 
b 


A C2 2 VE 
ee | a 0. (V.92) 


En partant de la méthode des singularités hydrodynamiques, on 
peut poser deux problèmes. 

1. Problème directe: sont donnés les contours d’un corps de 
révolution r* —r* (x); on cherche à déterminer la distribution 
nécessaire des sources g — qg (x) assurant la coïncidence de la ligne 
de courant nulle avec le contour du corps. 

2. Problème inverse : est donnée la distribution des sources, on 
cherche à trouver le contour du corps, représentant la ligne de courant 
nulle de l'écoulement. 

Arrêtons-nous d’abord sur le second problème. Pour sa résolution 
il faut calculer l'intégrale figurant dans (V.92) et ensuite déterminer 
les coordonnées du contour. 

Examinons maintenant le problème directe. 

D'après l'expression (V.92) on voit que l'intensité inconnue des 
sources g (x,) se trouve sous le signe de l'intégrale. Les équations de 
cette nature s'appellent en mathématiques équations intégrales. 
En particulier, l'équation examinée ci-dessus se rapporte aux équa- 
tions dites équations intégrales de Fredholm du 4% ordre. La 
résolution d’une telle équation présente de très grandes difficultés. 

Dans nombre de cas la solution n'existe pas: physiquement 
cela signifie que le contour donné ne peut pas être représenté sous 
la forme d’une distribution linéaire des sources le long de l’axe 


$ 27. ÉCOULEMENT À POTENTIEL AUTOUR 
DES CORPS 


Examinons une surface arbitraire $S dans un fluide. Supposons 
que sur cette surface soient réparties d’une façon continue des sources 
(puits) d'intensité variable o*. Isolons sur la surface une aire élé- 
mentaire dS de centre le point W (x;, y:, z1). Dans les limites de dS 
l'intensité o* peut être considérée constante. Le débit élémentaire 
des sources dQ, disposées sur cette aire, est 


dQ = 0* 48, 
d’où il suit que les dimensions de [o*] = [Q]: [SJ = LT-1. 
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Par suite de la petitesse de l'aire dS, la distribution superficielle 
des sources sur celle-ci peut être remplacée par une source ponctuelle 
de débit dQ, disposée au centre de l’aire, au point {V (x:, y. 21). 

Le potentiel élémentaire d en un point de l’écoulement en dehors 
de la surface (point M de coordonnées x, y, z) provoqué par l’écoule- 
ment ponctuel dQ est, suivant la formule (V.70), 

dQ o*dS 
dp—=T — 4nr ! 


où r—V(r — 2) + (y — y)° + (z— z)° est le rayon vecteur 
réunissant les points et M. 
En intégrant cette expression sur la surface, nous trouvons le 
potentiel dû à un système des sources (puits) superficielles 
__ o*dS 
P= 7% | Tr 
S 


(V.93) 


L'expression (V.93) est dite potentiel d’une simple couche; 
o* l'intensité d'une simple couche. En mathématiques on montre 
[21] que le potentiel d'une simple 
couche est une fonction continue des 
coordonnées en tous les points, aussi 
bien en dehors que sur la surface S. 

La dérivée normale du potentiel 


d'une simple couche T à la traver- 


sée de la surface subit une rupture de 
continuité. Pour définir la valeur de 
cette rupture, isolons une aire élémen- 
taire dS sur laquelle est orientée la nor- 
male extérieure n, suivant la fig. V.14. 
Entourons l'aire dS par une surface 
fermée dS 18cp4a. Les surfaces dS ,, et 
dScn Sont égales et parallèles à dS et sont distantes de celle-ci 
d'une valeur infiniment petite e&. Désignons par v, la valeur de la 


composante normale de la vitesse sur la surface dS,4 et par v,, sur 


la surface dScp. Si les sources sont réparties sur la section dS alors 
la direction de la vitesse v, confondra avec la normale extérieure 


et la direction v,, lui sera opposée (fig. V.15). Le débit de fluide dQ 
a travers la surface fermée dS:gcp4 sera 


dQ= À vas { vu ds — Un, dS + 2 [ Da dS. 


dS À pc DA dS À p dScp dS BC 


Fig. V.14 


Par suite de la petitesse des aires, on peut considérer les vitesses 
Un, €t Un, Sur Celles-ci comme constantes et négliger le débit à travers 
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les surfaces dS2c lors d’un passage à la limite pour & — 0. En tenant 
compte de ce fait, ainsi que de ce que dS ip — dSen —dS, nous 
obtenons 


dQ = Une dS 45 — Un, dScn— (Une — Un,) dS. 


D'autre part, le débit élémentaire dQ — o*dS. En égalant les 
deux expressions du débit, nous obtenons 


Une — Un, = O*. (V.94) 


En utilisant l'expression liant la composante normale de la 
vitesse et le potentiel œ, nous pouvons écrire (V.94\ sous la forme 


ô ; 
2e — + = 0*. (V.95) 
Ainsi, l'intensité d’une simple couche est égale à la différence 


des dérivées normales du potentiel lors de son approche aux côtés 
extérieur et intérieur de la surface. 


Fig. V.15 


Les composantes tangentielles de la dérivée du potentiel de la 
simple couche ne subissent pas de discontinuité sur la surface. 

De l'expression de o* obtenue il suit que si l'écoulement à po- 
tentiel autour d'une surface s'accompagne des discontinuités dans 
les composantes normales des vitesses cette surface peut être con- 
sidérée comme une surface sur laquelle est répartie une simple 
couche (sources et puits) ; le potentiel @ provoqué est déterminé comme 
le potentiel d’une simple couche suivant la formule (V.93). On 
s’en sert souvent pour résoudre d’une façon approximative le proble- 
me d’un écoulement longitudinal autour des corps allongés. 

Supposons qu'un corps étroit, symétrique par rapport au plan 
diamétral, avec un grand rapport de la longueur ZL à la largeur 
B (L: B > 8—9), est placé dans un courant de translation se dépla- 
çant à la vitesse v. dans le sens de l’axe positif des x (fig. V.15). 
Désignons par v. et v; les vitesses sur les surfaces supérieure et infé- 
rieure du corps. En raison de symétrie en des points semblables 
uv. —= vi. Soit l'équation de la surface supérieure du corps y = f (x, 2) 
et inférieure y — —f (x, z). Les vitesses v, et v; sont tangentielles au 
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contour du corps. Leurs projections sur les axes ’de coordonnées 
seront respectivement U,x, Veys Vixs Viy- D'après la fig. V.15 on voit 
qu'aux points semblables des surfaces supérieure et inférieure 


Vex —Vixs Vey = —Viye 


. 0 ? Le [A e La « 
Si _ est une dérivée de l’équation de la surface, égale à la tangente 


de l’angle entre la tangente à la surface et l’axe des x, alors il est 
évident que d’après la condition d’imperméabilité 
of 


Vey — lex "dx e 


Pour les corps de grande longueur, dans les régions amont et 
aval, la vitesse v,. est proche de la vitesse à l'infini v.. Posons 


Vex = Vo + Uxt) 


où v,, est une grandeur petite par rapport à Us. 
En portant cette relation dans la condition d’imperméabilité, 
nous obtenons 


af af 9 
Vey = (Vo HUxt) = = Voo = + Vs JL. 
ox 0x oz 


Pour les corps de grande longueur dans la région de la partie 


moyenne 2 est petit. En négligeant dans cette expression la grandeur 


. # 9 9 e e e 
de 2-ième degré Vx15= Nous trouvons l'expression approximative 
de v,, et par analogie celle de v:;, 


of ôf 


Les relations (V.96) ne sont pas justes dans les parties amont et 


aval du corps, où v, & 0, vs Æ —vi et “ est grand. Cependant en 


première approximation on peut négliger les influences locales 
provoquées par les parties amont et aval. 

Les relations (V.96) sont vérifiées sur la surface du corps. Etant 
donné que le corps est mince, supposons que cette condition soit 
remplie non pas sur la surface du contour, mais sur le plan 
diamétral Spp; dans ce cas on dit que la condition aux limites de 
l'imperméabilité se transpose sur le plan diamétral du corps mince 
Spp, Ve, étant normal au plan diamétral v,, = v, . 


En tenant compte de (V.96) à la surface de Spp 


af. _. UE 
Une = Vo 5 Un, = Vo dx ‘ (V.97) 


91-064 


130 ÉCOULEMENTS JIRROTATIONNELS DES FLUIDES (CH. V 


c’est-à-dire que sur le plan diamétral il y a la discontinuité des 
composantes normales de la vitesse. Par conséquent, on peut le 
remplacer par une surface de simple couche. 
En vertu de (V.94) et (V.97) l'intensité inconnue d'une simple 
couche est 
9f 


= Une — Un, = oo « 


0x 


Le potentiel de l'écoulement provoqué q suivant la formule (V.93) 


Fig. V.16 


compte tenu de la dépendance précédente prend la forme 


GS. (V.98) 


SpD 


Le potentiel de l'écoulement inversé obtenu par addition de œ et 
du potentiel de l’écoulement de translation vx sera 


o [ ôf 1 
D=vaytee | SES. (V.99) 
PD 
Connaissant les valeurs 21 on peut calculer l’intégrale au deuxième 


membre de cette dernière expression. 

Examinons maintenant l'écoulement autour d’un corps de forme 
arbitraire dans un fluide (fig. V.16). Distribuons sur la surface S 
du corps les sources d’intensité o*. Le potentiel d'écoulement de 
fluide provoqué se détermine par la formule (V.93) et le potentiel 
d'écoulement autour du corps D = @ + vt. 
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Sur la surface du corps doit se vérifier la condition d'imper- 
méabilite 

00 

on 


s— 


0®p - 
Lu cos(r, 2) = 0. (V.100) 


D'après (V.93), nous pouvons écrire l'expression 


0 _ 1 d o* __ À « 9 1 oôr . 
= | ds = fo ôr r ôn as — 
S S 


1 o*coS(n, r) 
— | PE YS. (V.101) 
S 


r 


Cependant, il est impossible de l'utiliser directement pour les 
points de la surface S, où r—0, car l'intégrale ainsi obtenue est 
impropre. Pour calculer cette intégrale impropre, isolons un point 
singulier V en lequel est disposée la source au moyen d'une demi- 
sphère S,. de petit rayon æ& (fig. V.16). D’après la définition de l'in- 


tégrale impropre 
[= 1im | Llim |. 
5 ‘"Ms's, °°, 


Calculons la seconde intégrale sur la surface de la demi-sphère, 
où r —e, cos (n, r) —1, dS — e*d£2 (Q est l'angle solide), 


| o* 08 (n. r) e®dQ = 2n0*. 
E 


Se 


A la limite, si e 0, o* tend vers la valeur du point N. Par 
conséquent l'expression (V.101) prend la forme 


2p | o* cos (n, r) 
n =] —— 735 —— dS + 2n0* | . (V.102) 


En tenant compte de (V.102), écrivons la condition d’imperméabi- 
lité (V.101) 


1 * , u 
—— | PE D 45 + += Vo COS(n; zx). (V.103) 


L'équation (V.103) sert à déterminer la fonction inconnue o*. Elle 
se rapporte au type d'équations intégrales hétérogènes de Fredholm 
du 2-ième ordre. Cette équation peut être résolue par la méthode 
des approximations successives (méthode des itérations) ou par la 
méthode de Fredholm qui consiste à remplacer l'intégrale par la 
somme finie. 

D'après la méthode des itérations on prend pour l’approximation 
nulle la valeur o*® déterminée par la dépendance 


os — y, cos(n, x). 
9s 
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La première approximation o*® s'obtient en substituant la 
valeur o*® dans l'intégrale faisant partie de (V.103) 


À g*(0) 
7 | —;— Cos(n, r) dS +o*D=v,cos(n, x). 


La valeur o*(® obtenue de cette expression est de nouveau portée 
dans (V.103) et ainsi jusqu’à ce que l’on obtienne les valeurs des 
approximations qui coïncident pratiquement. 

Suivant la méthode de Fredholm, l'intégrale est remplacée par 
la somme finie étendue à k aires en lesquelles est divisée la surface du 
corps 


k 
| * . 1 à S ? 
RS = Doi [a], as. 


En utilisant cette dernière expression, écrivons (V.103) sous la 
forme suivante 


k 
1 cos (n, r) 
7 D 0? [RE |, AS;+o"—v,cos(n, x). (V.104) 
i=1 
Après avoir satisfait à l'équation (V.104) au centre de chacune 
des i aires de division, nous arrivons à un système d'équations linéai- 
res par rapport à des intensités inconnues 6% (m — 1, 2, ..., k) 


k 
— > Oo? [EE |. AS + Om—=Væ[CoS(n, z)]lm,  (V.105) 
i—! 

OÙ rim est la distance entre le point m sur la surface et le point 
choisi dans l'i-ième région. 

Pour éliminer le point singulier, où r;, — 0, on doit éliminer de 
(V.105) les grandeurs avec les indices à — m. 

Un tel système dans le cas d’un grand nombre d'équations se 
résout au moyen d'une calculatrice électronique. 

Pour les carènes des navires le nombre des aires de division de la 
surface 4 — 100 — 400. Dans le cas d'écoulement autour d’un corps 
de révolution, on peut se limiter au nombre 4 — 20 = 40. 


$ 28. UTILISATION DES COORDONNÉES ELLIPTIQUES 
POUR L'ÉTUDE DE L'ÉCOULEMENT LONGITUDINAL AUTOUR 
DES CORPS DE RÉVOLUTION 


Dans certains casilest avantageux d'étudier les écoulements de 
fluide irrotationnels à symétrie axiale en utilisant des coordonnées 
curvilignes. Leur choix approprié à la résolution de l'équation de 


$ 28] UTILISATION DES COORDONNÉES ELLIPTIQUES 1433 


Laplace Ap = 0 aux dérivées partielles permet d'utiliser la méthode 
de séparation des variables de Fourier [21] et de ramener le problème 
àa des équations différentielles ordinaires et aussi, ce qui est non 
moins important, de satisfaire de façon le plus simple aux conditions 
aux limites de l’imperméabilité sur le corps. 

Enonçons succinctement les principales positions de la méthode 
des coordonnées curvilignes [45]. Désignons par g1, g2, g: les coordon- 
nées curvilignes othogonales, liées aux coordonnées cartésiennes par 
les rélations générales 


Z = 2Zx(q1, Qo Q3) ; y = y (Qi, 2; Q3) ; 2 —=2(%1, Q2 q3). 


Un rôle important dans les problèmes dans lesquels on introduit 
les coordonnées curvilignes revientaux coefficients de Lamé 


… | or \2 dy 2 dz \2 . D 
Hi=V (5) +(<2) + (5) 121 2,8. 
Les projections de la vitesse sur les axes de coordonnées curvi- 
lignes se déterminent par les relations suivantes 
pp, 1 9%, ;_ 
= TT, où i—=1, 2, 3. (V.106) 
L’équation de Laplace à laquelle satisfait le potentiel de la vitesse 
en coordonnées curvilignes orthogonales a la forme 
… 1 0 H>H 3 op 0 H\fl3 09 
Ag He 3 x H a Ôg2 | Ha qe }+ 
9 fHiHe 
9q3 (re H3 mn 7) 10 n (V:107) 
Pour la résolution des problèmes d'écoulement à symétrie axiale 
autour des corps de révolution, on utilise le plus souvent des coor- 
données sphériques (pour les corps dont la forme est proche de la 
sphère) et elliptiques (pour les corps de révolution allongés). 
Utilisons la méthode des coordonnées curvilignes pour la résolu- 
tion d’un problème d'écoulement potentiel longitudinal autour des 
corps de révolution. Introduisons dans le plan de la section méridien- 


ne le système de coordonnées curvilignes liées aux coordonnées car- 
tésiennes x, r* par les relations 


z=cchEcosn= cu; r*=cshEsinn=cYA—1Y1—u*, (V.108) 


oùc — V a? — best l'excentricité linéaire de l'ellipse de demi-axes a 
et b; 


À=chE, u = Cos 1. (V.109) 


Pour l'étude des coordonnées elliptiques À et u, trouvons les 
équations des lignes de coordonnées. Rappelons que le long de la 
ligne de coordonnée dans le plan l’une des coordonnées curvilignes 
est constante. Posons À — À, = const; alors les coordonnées carté- 
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siennes des points de la ligne À, 
z = Chou ; r"=c} M—1V1—p;. 


Récrivons ces relations sous la forme 
z_\2 2. r* 2 _ 2 
(HR) =: =) = 1 


d'où, en éliminant le paramètre u, nous arrivons à l’équation qui 
lie x et r* 


z 2 r* 2 
) +) <1 
caractérisant l’ellipse de demi-axes 
a = cho; b=cV Ki —1. 


Suivant ces expressions, la relation entre À, et les paramètres de 
l’ellipse est 


— —e, (V.110) 


où e est l’excentricité de l’ellipse. 

Ainsi, les lignes de coordonnées représentent dans le plan des xzr* 
une famille d’ellipses de différentes excentricités. De la même manière, 
on peut montrer que les lignes de coordonnées u — uo — const 
dans le plan (z, r*) représentent une famille d’hyperboles 
confocales des ellipses À — À. Les coordonnées elliptiques À et nu 
sont orthogonales, c’est-à-dire que l’intersection des ellipses et des 
hyperboles confocales s'effectue sous un angle droit. 

En tenant compte de ce que la liaison de la coordonnée cylindri- 
que r* avec les coordonnées cartésiennes y et z se détermine suivant 
(V.63) par les formules y = r* cos 6 et z —r* sin 6 on peut écrire 
les expressions définitives de la liaison entre les coordonnées carté- 
siennes et curvilignes À, u, 6 


z=cu; y=cV —1Y 1—pcos 8; 
—cV\—1V 1—pu"sin 06. (V.111) 


En calculant les coefficients de Lamé correspondants nous obte- 
nons après des transformations simples 


H=,=V (2) +(2) + (SE) =c LE 
He = (5) + (8) +) =) Fr | (V.112) 
) 


neue VTC - 
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Dans le cas examiné d'écoulement à symétrie axiale les projec- 


e - Ô 
tions des vitesses vo = V3 — — 0, et v, —1v, et uv, — 1 ne 
H3 90 1 e 


dépendent pas de l’angle 6. En tenant compte de ce fait l'équation 
de Laplace (V.107) peut s’écrire sous la forme 


(4) 9 0 : 0 >, 0Q 
AUA-O EEE SE]S 0 (118) 
Pour la résolution de (V.113) employons la méthode de Fourier, 
de séparation des variables en représentant le potentiel d'écoule- 
ment provoqué œ sous la forme du produit de deux fonctions, dont 
l’une ne dépend que de la variable À et l’autre de la variable pu 


p=L(à) M (un) = LM. 


En portant cette dernière expression dans (V.113) nous obtenons 
dM 
[A1 LM]+[4-u Tr L]=0. 


En divisant les deux membres de cette équation par LA nous 
l'écrivons sous la forme suivante 


TA [A-0T dx | 7 du [USE .  (V.114) 


Etant donné que les variables À et u sont indépendantes, l'éga- 
lité (V.114) n'aura lieu que dans le cas où ses deux membres 
seront séparément égaux à une valeur constante. Comme on le 
montre en mathématiques, il est avantageux de prendre cette con- 
stante sous la forme nr (n +1), où n est le nombre entier positif. 
En vertu de ce fait, nous obtenons pour la détermination des fonc- 
tions L et M deux équations différentielles ordinaires identiques 
du 2-ième ordre à coefficients variables 


_. | (1— A7) < FR ]+rtm+1)L= LE 
dM 
7 [t —W) — du 
L'équation du ne 


[A2 ]+n(r +1) y =0 


se nomme équation de Legendre [15], [21]. 

À cette équation du 2-ième ordre satisfont deux classes de solu- 
tions indépendantes : 

1) les fonctions de Legendre du 1° genre (polynômes de Legendre) 
désignées par P, (x); n —0, 1, 2. 


(V.115) 
J+n(- L1)M=0. 
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La forme des polynômes de Legendre successifs est la suivante : 


Po =1, P;,=x, Pa =+(3:°— 1); 


(5x — 3x) ... ; (V.116) 


te — 


P3=— 


avec z —+ oo, comme il est facile de voir, P, (rx) — œ ; avec x 0 
les polynômes de Legendre sont limités; 

2) les fonctions de Legendre du 2-ième ordre @, (x). 

Leurs expressions successives sont 

Qo=rIn ie; Q=+zin te -1; ..., (V.117) 
d'où l’on voit que pour z —+ œ les fonctions Q,, (rx) — 0 ; pour x — 1 
les fonctions Q, (x) possèdent une singularité logarithmique. 

Comme ïil suit des propriétés des fonctions hyperboliques, 
oo >> À >> 1 représente les limites de la variation de la coordonnée 
elliptique À —chE£E; —1 < u < 1 de la coordonnée u — cos n. 

Suivant les particularités physiques du problème, il devient clair 
que le potentiel du mouvement absolu de fluide doit diminuer avec 
l'éloignement du corps. 

En vertu de ce qui venait d'être dit ci-dessus, on peut conclure 
qu'il faut prendre pour solutions particulières des équations (V.115) 
limitées en dehors du corps les expressions P, (u) et @Q, (À). En 
définitive, la solution particulière pour le potentiel @® obtenue par la 
méthode de Fourier peut s’écrire sous la forme 


Ps.p. — BP; (LL) Qn (à), 


où PB, est la constante arbitraire. 
Ce n’est que dans ce cas que, loin du corps pour À — c, le poten- 
tiel @ deviendra nul comme l’exigent les conditions du problème. 
La solution générale s'obtient en additionnant les solutions 
particulières 


p— à B,P, (ue) Qn (A). (V.118) 


Le potentiel du mouvement inversé O se détermine par addition de 
(V.118) avec le potentiel d'un écoulement de translation coulant 
à la vitesse de mouvement du corps v. dans le sens de l’axe positif 
des zx 


D = vyzx + 9. 


En utilisant la relation x — c Àu et en introduisant de nouvelles 
constantes arbitraires À, suivant la formule 


B, — Co A n; 
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TT ——————— 
on peut écrire l'expression de ® sous la forme définitive suivante : 
D= cv» | È AnPn(h) On (À) + Aul. (V.119) 

n— 


L'utilisation de (V.119) est possible si l’on connaît les valeurs 
de À, qui dépendent de la forme du corps. À cet effet, servons-nous 
de la fonction de courant d'écoulement Y. 

En partant des équations de liaison entre le potentiel et la fonc- 
tion de courant, analogues aux relations (V.64), après quelques 
transformations on trouve l'expression cherchée de Y 


Pa cvs (A2 — 1) (1 — D) X 


24,  dQn dPh - 
x [ D Tr À +1]. (V.120) 
n = 


L'équation de la ligne de courant nulle (équation du contour 
méridien du corps) Ÿ —0 ou d’après (V.120) 


24, dQ, dP, : 
D on a gti 0 (V.121) 


En comparant (V.121) avec l'équation donnée du contour méri- 
dien du corps de révolution en coordonnées elliptiques, on peut dé- 
terminer À,. 

Expliquons le principe de la méthode de détermination des coef- 
ficients À, qui a été développé dans les travaux de Kaplan. Soit 
l'équation du contour du corps en coordonnées elliptiques À — f (u). 
Prenons sur le corps N points; choisissons le j-ième point arbitraire 
du contour (0  j << N). La ligne de courant nulle coïncide avec 
l'équation du contour, à la suite de quoi les coordonnées À; et ui; 
doivent satisfaire à l'équation (V.121). Au lieu d’une série infinie 
limitons-nous dans l'expression du contour Ÿ — 0 à un nombre fini 
de termes. Portons les coordonnées de ce point À; et ; dans l’équa- 
tion de la ligne de courant nulle 


GS An  dOn() dPtu) : 
D er “200 Pe à 40. (V.122) 


n=1 
Dans (V.122) les dérivées des fonctions de Legendre, calculées 
pour le j-ième point donné, sont des coefficients numériques. 
En satisfaisant à l’équation (V.122) en N points, nous obtenons 
un système d'équations linéaires par rapport aux inconnues À, 
N 


>! D 2An dQn(Aÿ) dPn (ji) L1—0 


r nn + ,  (V.123) 


jJ=in-! 
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dont la résolution; est très difficile ; dans ce cas il est rationnel d’uti- 
liser des calculatrices. Lors d’un calcul manuel on prend ordinaire- 
ment 15-20 points sur le contour et au plus 5-7 coefficients À,. 
Le système ainsi obtenu dans lequel le nombre d'équations dépasse 
le nombre d’inconnues est résolu par la méthode des moindres carrés 
de Gauss. 

Pour les corps relativement allongés (L: D => 6), la détermina- 
tion des coefficients À, s'effectue suivant la méthode approximative 
de J. Sérébriiski [15]. 

Les projections de la vitesse sur les axes du système de coordon- 
nées elliptiques sont determinées par les formules (V.106). 

Le carré de la vitesse totale après certaines transformetions 
s'exprimera par la relation suivante: 


Ge) CE) - 


| x 1 ( > AnPa Ru ) + 


An ( 


À n 


tbe 2 


Te Qu) |. (V.129) 


La méthode décrite ci-dessus permet de résoudre facilement le 
problème de l'écoulement longitudinal autour d'un ellipsoïde de 
révolution de demi-axes a et b et d’excentricité e. L’équation du 
contour méridien, c’est-à-dire de l'ellipse, se représente sous la 
forme À — À — 1/e. Il est évident que le contour elliptique coïncide 
avec l’une des lignes de coordonnées, c'est-à-dire que de tous les 
coefficients À, il ne restera que À; (A, — 0 pour n —2, 3, 

En portant dans l'expression (V. 121) À =et en y admettant 
n —1Â, As — A; —0, écrivons l'équation de la ligne de courant 
nulle sous la forme 


241 dQi(lo) dPi(u) , 4 e 
TR a — + 1—=0. (V.125) 


En utilisant les relations pour les fonctions de Legendre et en 
introduisant à la place de À, l’excentricité, nous trouvons l’expres- 
sion de À, sous la forme 


RE 2 
AGE To tre (V4) 
dÀ 2 1—e 1—e° 


En portant la valeur de À, dans l’expression du potentiel (V.119), 
en remplaçant ©, (À) suivant la formule (V.117) et en introduisant 
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le grand demi-axe de l’ellipse a = c À, nous obtenons 
D= cv> (A1P1Q1 + À) — 


= — — — 27 
Vx@ Tite ci ex |. (V.127) 


Calculons les projections des vitesses en des points situés sur 
l'ellipsoïde. Sur sa surface doit se remplir la condition d’'imper- 
méabilité. Etant donné que l’équation du contour méridien est 
À — À, la projection de la vitesse v, — 0, ce dont on s’assure faci- 
lement par calcul direct. La projection de la vitesse v,, tangente au 
contour de l’ellipsoide et égale à la vitesse totale v, se détermine par 
la relation 


À — 
= —— "© V HS. (V.128) 


La vitesse maximale v,, ayant lieu dans la section du maître 
couple de l’ellipsoïde z = cÀs, pu —0, u —0 est numériquement 
égale à 

© (4—e2 L 2 
e——({—-M 1 


179 


Cette dernière relation approchée est obtenue par le développe- 
ment du dénominateur en série par rapport aux faibles valeurs de e. 


Ce développement montre en particulier qu'avec e =0, = 1 ,D 


pour une sphère, c’est-à-dire que le résultat coïncide avec la solution 
obtenue précédemment. 


$ 29. PRISE EN COMPTE DE L'INFLUENCE 
DES FRONTIÈRES D'ÉCOULEMENT SUR L'ÉCOULEMENT 
AUTOUR DES CORPS. MÊTHODE DES IMAGES REFLÊTÉES 


Ci-dessus nous avons examiné le mouvement des corps dans un 
fluide infini, mouvement dans lequel les parois et la surface libre 
du fluide n'influent pratiquement pas sur les caractéristiques hydro- 
dynamiques du corps. Lors du mouvement des navires, il est indis- 
pensable dans un certain nombre de cas de tenir compte de l'in- 
fluence de la surface libre de la houle et du fond du bassin. 

Les méthodes d'évaluation de l'influence de la surface libre de la 
houle sur l'écoulement autour des corps seront énoncées dans le 
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chapitre XIII. Nous nous arrêterons ici succinctement sur les métho- 
des d’évaluation de l'influence des frontières solides. 

Envisageons le principe d'évaluation de l'influence des frontiè- 
res d'écoulement sur le cas le plus simple de l’écoulement autour 
d’un corps à la vitesse v. dirigée le long d’une paroi plane immobile 
infini (fig. V.17). 

Désignons par (x, y, z) le potentiel d'écoulement de fluide pro- 
voqué en présence des parois et par q  (z, y, z) le potentiel d'écoule- 
ment provoqué dans un fluide infini, ce potentiel étant considéré 


ghz 
So 
Voo 
—< en 
"Je Ç 
—> (4 -Q 
M°0 
€ x 
£ 
7 A -_« < 
/ N\ 
E ; 
\ 4 -@ / 
LS 0 ee 0 0 0 CS ee ee et 
Fig. V.17 


comme connu. En partant du principe de superposition des écoule- 
ments potentiels, on peut représenter le potentiel cherché sous la 
forme d’une somme de deux termes 


P — Ps + ph (V. 130) 


où ®h est le potentiel supplémentaire inconnu qui tient compte 
de l'influence de la paroi. 

Pour la détermination de q, prenons en compte la condition aux 
limites de l’imperméabilité sur la paroi solide Z 


D'après (V.130) il vient que sur la paroi solide doit se remplir la 
condition 


0Pœo 0p 
ME (V.131) 


qui signifie que les vitesses normales dérivant des potentiels p+ 
et pp Sur la paroi solide doivent s’annuler mutuellement. 
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Le potentiel du mouvement inversé O s’obtient par l’addition de 
œ et du potentiel de l'écoulement de translation 


D = Ver + P=VoT + Po + Pp: (V.132) 
et la condition aux limites sur le corps S . sera 


= Vx COS (7, z)+ = (0. (V.133) 

Examinons l'influence de la paroi solide sur l'écoulement provo- 
qué par des singularités hydrodynamiques (por des sources). 

La résolution de ce problème particulier permettra d'examiner 
dans ce qui suit le problème d'écoulement 
autour des corps avec utilisation de la mé- 
thode de superposition des écoulements. 

Soit une source à trois dimensions de 
débit Q disposée dans le demi-plan supérieur 
(fig. V.18). Nous chercherons la solution 
sous la forme (V.130). Le potentiel de la 
source dans un fluide infini, disposée en un 
point de coordonnées (0, 0, h), est connu 


Le = — = 7 Ex 

» 4Trs AN [224 y2 + (2 —h)2]1/2 ° 

Aux points situés à la frontière Z, la 

composante normale de la vitesse due à la 
source n’est pas égale à zéro, comme il est 
montré sur la fig. V.18. D'après la figure on Fig. V.18 
voit que pour l’annulation de cette vitesse 
normale, c’est-à-dire pour remplir la condition aux limites (V.131), 
il faut placer dans le demi-plan inférieur une source fictive de même 
intensité Q qui sera l'image de la première source. Ainsi, 


RS 
PP — AT RES AT [z2+ y2+(2+ ht ° (V.134) 


Ce potentiel est dit potentiel de l’image de la source. La com- 
paraison des expressions de æ et hp montre que 


Pp = Pa; (V.135) 


où p% est le potentiel de l’image, obtenu par remplacement de 
par —h dans l'expression de @«. 
Le potentiel de l'écoulement provoqué 


poto — (EE). (V.136) 
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Une telle méthode de résolution d’un problème, quand le poten- 
tiel , est supposé correspondant à un fluide infini en un point 
symétrique par rapport à la paroi solide, s'appelle méthode des 
images. 

Remarquons qu’au cas des singularités hydrodynamiques, les 
conditions aux limites (V.133) ne doivent pas être prises en compte. 

Examinons le problème d'écoulement autour des corps se trouvant 
près d’une paroi solide sur l’exemple d’un écoulement autour d’un 
ovoide de révolution ($ 26) disposé près d’une paroi (fig. V.17). 
Désignons sa surface par S +. 

Cherchons la solution du potentiel © d’écoulement autour d’un 
ovoïde en présence d’une paroi sous la forme de (V.132). Suivant les 
conclusions du $ 26 le potentiel du mouvement provoqué dans un 
fluide infini est 


— _ à RL ——) 
Per Ülétotyte hPe G—epeytthe J° 


où Q est le débit de la source et du puits; k la distance de l’axe de 
l'ovoide à la paroi. 

Pour déterminer le potentiel supplémentaire q, qui tient compte 
de l'influence de la paroi, plaçons dans le demi-plan inférieur les 
images de la source et du puits de potentiel @# 


pu — + { 1 … | } 
8 Cle P+p+(+h le [a—aP+ + (+ he D 


__ Les singularités reflétées de potentiel à feront annuler les 
vitesses normales sur les parois. Cependant elles engendreront des 
vitesses supplémentaires aux points de la surface S. de l’ovoide. 
De cette façon, si l’on considère @p = pà, alors la condition aux 
limites d’imperméabilité sur la surface donnée S +. sera affectée. 
Il est évident que dans ce cas la surface de courant correspondant 
au contour du corps changera. 

Pour satisfaire à la condition aux limites d'imperméabilité sur 
la surface donnée S. il faut répartir à l’intérieur du corps des'singu- 
larites hydrodynamiques supplémentaires de potentiel @s1 qui 
ne respectent pas les conditions d’imperméabilité sur la paroi 
solide ZX. 

Pour éviter cette infraction, il faut évidemment placer dans le 
demi-plan inférieur des singularités reflétées de potentiel mé. Elles 
provoqueront la violation des conditions aux limites d’imperméabili- 
té sur la surface du corps S.. Pour éviter cette violation, il faut 
répartir à l'intérieur du corps des singularités supplémentaires du 
second ordre de potentiel >, etc. 
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Conformément à ce qui a été dit, l'expression du potentiel 
satisfaisant simultanément aux conditions aux limites sur la sur- 
face Z et sur la surface du corps S +, peut être représentée sous la 
forme 


Po = Pa + à (Psa + PSk)» 
et l'expression générale du potentiel ® sera 
D = Lot + Poo + Pa + à (Por + px). (V.137) 


Les potentiels p et gp sont connus de la résolution du problème 
de mouvement du corps dans un fluide infini. La détermination des 
potentiels supplémentaires p,4 présente certaines difficultés. Comme 
il s'ensuit des considérations physiques, ils engendrent des vitesses 
inférieures à celles provoquées par les potentiels (®x + 5). Donc 
il est naturel de poser la question: ne peut-on pas, en première 
approximation, rejeter dans l'expression (V.137) tous les termes 
avec des potentiels supplémentaires, c’est-à-dire poser O sous la forme 


D=voT + (Po + pa). (V.138) 


Cette expression ne peut assurer l’approximation nécessaire à la 
solution du problème posé. Le fait est que les singularités symétriques 
engendrent des vitesses supplémentaires dans la direction de l’axe 
des x, ce qui entraîne le déplacement du corps. Ainsi, quand ® 
est donné sous la forme (V.138), cela conduit à l’inobservation 
de la condition d’inversion de l'écoulement, c'est-à-dire que le corps 
n’est pas immobile. Les différents points du corpsse déplacent avec 
les différentes vitesses proches de la vitesse de déplacement du point 
C du centre de l’ovoïde (fig. V.17), que l’on peut prendre pour une 
certaine vitesse moyenne de déplacement du corps. 

Pour une résolution approchée du problème, représentons D 
sous la forme 


D = Var + E (Po + Po) (V.139) 


en choisissant la constante e de façon à satisfaire à la condition 
d’inversion du mouvement, autrement dit, de façon que le centre 
du corps en mouvement inversé reste immobile. 

En dérivant © par rapport à la coordonnée zx et en portant dans 
l'expression obtenue la coordonnée du point C, trouvons sa vitesse 
en mouvement inversé 


x (F-)e=0=ve+el ( Te }+( _ }]=0- 
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En mouvement absolu dans un fluide infini, le corps se déplace 
à la vitesse v. dans le sens de l’axe négatif des x, d’où il suit que 


oz |. = — Vs. 


En résolvant conjointement les deux dernières équations, nous 


obtenons 


(V.140) 


y_ (LD | 
——(—> }. 


« 2% e Ld e 
où (==) c est la vitesse au centre provoquée par les images du corps. 


En posant ® sous la forme (V.139) avec un facteur de correction & 
déterminé suivant (V.140), on peut dans certains cas assurer une 
approximation suffisante de la solution du problème d'écoulement 
autour d'un corps placé près de la paroi. Remarquons que la condi- 
tion aux limites sur le corps S. n’est pas remplie, d'où une défor- 
mation de la forme du corps par rapport à celle donnée. Cette défor- 
mation est d'autant plus petite que le corps est plus éloigné de la 
paroi. Comme le montrent les calculs, à une distance de l’axe du 
corps à la paroi égale à 1-2 diamètres du corps, on peut négliger la 
déformation de la forme du corps. 

La prise en compte de l'influence des limites curvilignes de 
l'écoulement est très compliquée dans le cas général. Pour se faire 
une idée des méthodes utilisées dans ce cas, examinons deux exemples 
simples. Soit une source de débit Q disposée dans le plan des 
z — x + iy sur l’axe des x au point PB; de coordonnée z, au voisinage 
de la paroi curviligne ayant la forme d’une circonférence de rayon rs 
(fig. V.119,a). Le contour de la circonférence dont l’équation peut être 
représentée sous la forme z —r£" doit être une ligne de courant, 
c'est-à-dire la fonction de courant sur ce contour 1% —0. Sur la 
ligne de courant % — 0 doit s’observer la condition aux limites de 
l'imperméabilité. 

Plaçons à l’intérieur du contour de la circonférence une source 
supplémentaire de débit Q au point de coordonnée x: et un puits 
de même débit à l’origine des coordonnées. La présence du puits est 
indispensable pour assurer que le débit total du fluide à travers la 
circonférence soit nul; ce n’est qu'alors que la ligne de courant sera 
une courbe fermée. La fonction caractéristique de cet écoulement 
prendra la forme 

— Q Q Q _ 
L— — In z+ In (2— ze) + In(z— zx). (V.141) 


27 21 27 


La vitesse complexe 


Po ioy = (rt). (449 
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Le point À de coordonnée z —r, doit être critique, c'’est-à- 


dire en ce point _ — 0. En substituant cette valeur de z dans 


(V.142), nous obtenons l'équation pour la détermination de la 
coordonnée zx: 


Q { 1 1 : . 
2x ( 7 To — T2 + ro — Ti | —0. (145) 

d’où . 
To =. (V.144) 


Les points dont les coordonnées satisfont à cette relation sont 
dits points d'’inversion par rapport à la circonférence. 


Fig. V.19 


De (V.144) il suit que la source supplémentaire doit être disposée 
au point d’'inversion par rapport à la circonférence. Finalement, en 
tenant compte de (V.144) dans (V.141), nous obtenons l'expression 
pour Ja fonction caractéristique 

_ © T8 27) _ 
w=-In| (2 =) (==) |. (V.145) 
10—064 
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En portant dans (V.145) z — ri, nous arrivons à la formule 
suivante : 


W — Q Inf2—x— ä + $]- 


27 2 
= In [roeio + rue io — (TE +a)]= 
= In [2rocos 0— (xt ri). (V.146) 


qui nous permet de nous assurer que w sur la circonférence r, est 
une grandeur réelle, c'est-à-dire ÿ — 0: cela signifie que la circon- 
férence est une ligne de courant. 

A titre d'un autre exemple, examinons un écoulement plan de 
circulation F, dont le centre est placé au point B;: de coordonnée z; 
en dehors de la circonférence de rayon r, (fig. V.19,b). Plaçons au 
point À: d’une inversion par rapport à la circonférence un écoule- 
ment à circulation supplémentaire de sens inverse —T. Pour que 
la circulation totale suivant la circonférence soit égale à zéro, pla- 
cons en son centre un écoulement de circulation FT. 

Déterminons que cet écoulement total caractérise un écoulement 
engendré par l'écoulement à circulation en présence d'une circonfé- 
rence. Pour cela il suffit de montrer que la fonction de courant # 
de l'écoulement est constante sur la circonférence. 

La fonction caractéristique de l'écoulement compliqué examiné 
est 
— [in (2— x) — In (2— 22) + In 2]. (V.147) 
En introduisant les notations (fig. V.19,b) 


D — 


2— rires; Z2—ro=re; z—rei0 


et en séparant dans (V.147) les parties réelle et imaginaire, nous 
obtenons pour # l'expression suivante: 


= (nr; —dln ro + in r)=— (in +in r) . _(V.148) 


Supposons que le point M en lequel on cherche 4 se trouve sur la 
circonférence r —ro (fig. V.19,b) et montrons que si xs — _ , l'expres- 
sion (V.148) représente une valeur constante. [l est facile de voir que 
les triangles 04,M et oB,M sont semblables. En effet, 

oi es 0Ba 
049  oM 


puisque cette égalité découle de (V.144) qui exprime la propriété 
d'inversion. 
Alors pour les côtés A5:M —r: et B>:M =7r; on a 
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BA … r1 … 0Ba … TL! — con t 
A re 0 r — CONS. 
En portant dans (V.148) le rapport de rayons trouvé, nous obte- 
nons 


…_ r T1 7 AU 
p= (in +1 ro). (V.149) 
Toutes les grandeurs figurant dans cette expression sont constan- 
tes, d’où il suit que sur la circonférence la fonction de courant est 
également constante. Ceci démontre l'hypothèse énoncée sur la 
fonction (V.147) qui décrit un écoulement autour d’un tourbillon 


ponctuel, disposé au voisinage de la circonférence de rayon rs. 


CHAPITRE VI 


DÉTERMINATION DES RÉACTIONS 
HYDRODYNAMIQUES EN MOUVEMENT 
DES CORPS DANS UN FLUIDE PARFAIT 


$ 30. CLASSIFICATION DES RÉACTIONS 
HYDRODYNAMIQUES 


La réaction À agissant du côté du fluide sur le corps solide et le 


moment A se déterminent par les formules générales (1.14) et (1.15). 
Généralement, ce n’est pas la réaction ou le moment qui importent 


Fig. VI. 


mais leurs composantes sur les axes de coordonnées. Pour leur 
étude, vn emploie le plus souvent les systèmes de coordonnées aéro- 
dynamiques et liés. 

Dans le système de coordonnées aérodynamiques x, y, 3: la direc- 
tion et le sens de l’axe des x coïncident avec ceux du vecteur vitesse 
du centre de gravité du corps, les deux autres axes étant dirigées 
de façon à former un système de courdonnées à droite. Dans le cas 
du mouvement inversé ou de l'écoulement autour d’un corps immo- 
bile, le sens positif de l'axe des x est souvent supposé confondu avec le 
sens de la vitesse du courant uv +, comme il est montré sur la fig. VI.1. 


En projetant À et . sur les axes du système de coordonnées aérody- 
namiques, nous obtenons 


R=iR,+jR,+kR.; (VI.1) 
M=iM,+jM,+kM. (VI.2) 
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où À, est la force de résistance, À, la force hydrodynamique trans- 
versale, R. la portance, N,le moment de roulis, M/,le moment 
de tangage, M. le moment de lacet. 

Le système de coordonnées lié x;, y:, z, est généralement utilisé 
pour la résolution des problèmes de la dynamique des corps se dépla- 
çant dans un fluide. 

L'origine des coordonnées du système de coordonnées lié est 
souvent placée au centre de gravité d’un corps. Pour les corps ayant 
des plans de symétrie, les axes du système de coordonnées lié sont 
placés à l'intersection de ces plans. Les projections de la réaction 


hydrodynamique À sur les axes du système de coordonnées lié 
s'appellent: R,, force longitudinale, R,, force transversale, R,, 
force normale. … 

Respectivement, les projections du moment 7 dans ce système 
s'appellent ordinairement: M,, moment de roulis, M,, moment 
de tangage, /., moment de lacet. 

Pour la détermination des composantes des réactions hydrodyna- 
miques dans un fluide parfait, il faut poser dans les formules (L.14) 


et (1.15) p, = —pn 
R — — À pn dS ; (VI.3) 
S 


M=—$rxpnds. (VI.4) 
s 


$ 31. FORMULES DE S. TCHAPLYGUINE POUR 
LA DÊÉTERMINATION DE LA REÉACTION HYDRODYNAMIQUE 
ET DU MOMENT DE L’ACTION DE L'ÉCOULEMENT PLAN 
DU FLUIDE SUR LE CONTOUR 


Examinons le calcul de la réaction hydrodynamique et du moment 
dans le cas de l’écoulement autour d’un contour plan par un fluide 
parfait infini à la vitesse constante v.. Dans ce cas les pressions et les 
vitesses dans l'écoulement sont liées par l’intégrale de Bernoulli 
(1V.22). 

Si l’image des lignes de courant et la distribution des vitesses 
suivant le corps sont connues, alors, en déterminant d’après ([V.22) 
la pression p = C — D et en portant sa valeur dans (VI.3), nous 
obtenons l'expression de la réaction hydrodynamique sous la forme 
suivante : 


R= A (C-E)nas. (VL5) 
ù 2 

S. Tchaplyguine a proposé des moyens efficaces de détermination 

des réactions hydrodynamiques en écoulement plan autour d’un 
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corps cylindrique. Considérons l'écoulement autour d’un contour L 
dans le plan des xy; les axes de coordonnées zx, y; sont disposés 
arbitrairement (fig. VI.2). 

En tenant compte de ce que pour un problème plan dS — dll, 
où dl est la différentielle de l’arc du contour et 7 est la dimension 
unitaire transversale du contour, nous trouvons 


=iX+)jY =-$ (+ pe jra=$ 5 Li 


(VL.6) 


où il est tenu compte de ce quedCr di =0; X et Y sont les réac- 


L 
tions composantes sur les axes de coordonnées. 


Fig. VI.2 


Pour la détermination de À suivant cette formule, il est indis- 
pensable de connaître la distribution des vitesses suivant le con- 
tour. Cependant, on peut transformer (VI.6) de manière à exclure 
l'intégration assez difficile sur le contour. : _. 

Pour cela, au lieu de la réaction hydrodynamique R = iX + jY, 
il est plus avantageux de considérer une quantité complexe de la 
forme X — iŸ, qui s'appelle réaction complexe. Elle est composée 
par analogie avec la vitesse complexe. De plus au lieu des angles 
formés par les axes x et y avec la normale, il est plus avantageux de 
passer à l’angle B formé par la tangente au contour avec l’axe des x 
En vertu de (VI.6) 


1=£ 4 “sin dl; 
L 


Y = = — 7 ÿrcospar 


Dans ces expressions, il est tenu compte de ce que cos (7, x) — 
— sin f, cos (n, y) — —cos $. 
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Ainsi, la réaction complexe X — iŸ peut être représentée sous 
forme de l'expression 


X —iY — =£$ v (sin B + i cos B) v di — 
L 
= + (cos B — i sin B) v dl, (VI.7) 
L 


qui est valable pour un écoulement plan permanent d’un fluide 
parfait aussi bien tourbillonnaire qu'irrotationnel. 

Supposons que le mouvement du fluide est irrotationnel. La 
fonction caractéristique de l'écoulement plan est dans ce cas 


D = @+ iÿ, 


où # cst le potentiel de la vitesse, w la fonction du courant. 
Sur le contour £L qui est une ligne de courant, 1 = C, dÿ = O0, 
ce qui nous permet d'obtenir pour les points du contour 


div = dœ + i dp = dy. 


La différentielle de la fonction œ, dépendant des directions 
de la normale 7 et de la conte l, est 


dp= + dn + À di =vn dn +vidl=vdl, 


où &, est la projection de la vitesse sur la tangente au contour, égale 
à la vitesse totale v. et v, est la projection de la vitesse sur la normale 
au contour, qui d’après la condition aux limites de l’imperméabilité 
est égale à zéro. En vertu de ce fait, en utilisant l'expression dp=— 
—duw, nous obtenons pour les points du contour 


dy = vdl —dw. 
Puisque, comme on le voit sur la fig. VI.2, vcos f = v,, 


v sin B = v,, on trouve d’après l'expression pour la vitesse complexe 


uv (cos B — i sin B) ve iv 


En tenant compte des transformations effectuées, nous obtenons 
y ip Ç dw __ ip & duw \? 
X — iY — 2 Q + duo = (+) dz. (VI.8) 
L L 


Cette expression représente la première formule de Tchaply- 
guine pour la détermination des projections de la réaction hydrody- 
namique exercée par le fluide sur le contour. Elle ne comprend pas 
la poussée d’Archimède que l’on doit calculer séparément et ajouter 
à la réaction hydrodynamique. 
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Trouvons l'expression du moment W par rapport à l’origine 
des coordonnées. De la fig. VI.2, il suit que le moment élémentaire 


dM —zdY — ydX. 
Suivant (VIS) 
ax —iay = "5 (+) a. 
Examinons le produit de deux quantités complexes 
iz(dX—idY)=i(x+iy)(dX —idY)=— 
=(xdY —ydX)+i(rzdX +ydY). 


D’après la comparaison de ces dernières formules, on voit que le 


XD 


Fig. VI.3 


moment élémentaire représente la partie réelle de cette expression 
complexe 


dM — Reel [iz (dX — idY)] = Reel | — £z S) ds |. 


Ici le symbole Reel désigne la partie réelle de l'expression com- 
plexe. En intégrant suivant le contour, nous obtenons l'exnression 
du moment hydrodynamique 


M — — LReel 4 (5) à. (VL.9) 
L 


représentant la seconde formule de Tchaplyguine pour la détermina- 
tion du moment des forces de pression du fluide sur un contour. 
L'utilisation des formules de Tchaplyguine impose la con- 
naissance de la vitesse complexe. Les intégrales des expressions 
complexes (VI.8) et (VI.9) peuvent être calculées en faisant appel 
a la théorie des résidus. Remarquons que d’après la théorie des 
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fonctions de la variable complexe au lieu du contour du profil Z on 
peut prendre un contour quelconque L, entourant le profil. Le 
domaine compris entre les contours L et L, ne doit pas comporter 
de points singuliers qui lors des calculs donnent des résidus. 

A titre d'exemple, examinons l'application des formules de 
Tchaplyguine au cas d’un écoulement irrotationnel de fluide autour 
d’un contour à la vitesse à l'infini ve (fig. VI.3). Désignons la cir- 
culation de la vitesse le long du contour par l. La vitesse complexe 
_ , comme une fonction analytique en dehors du contour, peut 
être développée en série de Laurent 
du À» 
= eee Br + Ado + = + 

Le fait que la vitesse est finie au loin du contour entraine l’ab- 
sence dans le développement des termes contenant des puissances 
positives de z. En effet, pour z = 

( dw 
d= 
c'est-à-dire que la vitesse complexe est bornée. Donc, le dévelop- 
pement de la vitesse complexe en série de Laurent sera 
A A 
+ LE +... (VI.11) 


)_ = (Vx — y) = Vs COS G — Vs Sin & = Uxe Ag,  (VI.10) 


de 
l'expression de la circulation (V.6) le terme 


* 


Si l’on ajoute à 


sav identiquement nul, elle prend la forme 


r = ÿ do + say = ÿ do ÿ dr (VL.12) 
En substituant dans (VI.12) la formule (VI.11) et en utilisant 
le théorème des résiqus suivant lequel 
—0 avec n>1 et ÿ+ 2 (VI1.15) 
nous obtenons 
A. (VI.14) 


Les autres coefficients du développement en série de la vitesse 
complexe se déterminent par la géométrie du contour. 

Trouvons la réaction complexe X — iY ; pour cela portons 
le développement (VI.11) dans la premiere formule de Tchaplyguine 


X—iY = À (40+ 2 2 +, …)" ds 
L 


ETES 
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dw\*. - 
+) il ne reste que le terme en z-} étant 
donné que tous ses autres termes suivant (VI.13) s’annulent au 
cours de l'intégration. 

Suivant le théorème des résidus, en remplaçant À, et À, par 
leurs valeurs, nous obtenons 


Dans l'expression de ( 


X — iY = “À 2ni (24045) = iplvse-ie, (VLA5) 
d'où 
X —pr;Fsina, = — pra cos «. (VI.16) 


La réaction hydrodynamique R — J/ X? + Y®se détermine par 
l'expression 


R=prxl1. (VI.17) 


D'après la fig. VI.3 on voit que la réaction hydrodynamique 
R forme un angle de 90° avec la direction de la vitesse v.. En intro- 
duisant le système de coordonnées aérodynamiques zx, y, nous 
voyons que dans le cas donné sur le contour agit seulement la por- 
tance R,. La force de résistance À, est égale à zéro. 

Ainsi, 


LRol=pvxT1;  R,=0, (VI.18) 


R,, étant calculé ici pour l'unité d'envergure transversale du profil. 

La formule (VI.18) représente l'expression mathématique du 
théorème de Joukowski sur la portance du contour qui s’énonce 
ainsi: la portance apparaissant sur le contour est directement propor- 
tionnelle à la masse volumique du fluide, à la vitesse à l'infini 
v« et à la circulation. On peut déterminer la direction de la portance 
si l’on fait tourner le vecteur vitesse du courant arrivant de 90° 
par rapport à la direction de la circulation. Remarquons que pour 
utiliser ce théorème, il est indispensable de connaître la valeur 
de la circulation l le long du contour. Les moyens de sa détermina- 
tion sont exposés dans le chapitre XII. 

Déterminons le moment des forces de pression de l'écoulement 
du fluide sur le contour en utilisant la seconde formule de Tchaply- 
guine (VI.9). En y portant (VI.11) et en tenant compte de (VI.13), 
nous obtenons 


M — — + Reel £ 5 (S) dz — 
L 


= —LReel® (... Aie …) di = 
L 
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— — xp Reel i (4° +24542) — — np Reel| —i à )°+ 
+ due" it A; | —= — 2np Reel (ivke-i«A,). (VI.19) 


Des formules (VI.18) et (VI.19) il suit que pour la détermination 
des forces et du moment, il suffit de connaître seulement les trois 
premiers coefficients 40, À, 4: du développement de la vitesse 
complexe en série de Laurent ; les autres coefficients influent seule- 
ment sur le caractère de la distribution des vitesses le long du contour. 

S. Tchaplyguine à généralisé les formules de la réaction hydro- 
dynamique et du moment au cas d'un mouvement non stationnaire 
du contour. Des formules analogues sous une forme quelque peu 
différente ont été données par L. Sédov [20]. Remarquons que les 
formules de Tchaplyguine peuvent être employées également dans 
le cas où l'écoulement est délimité (par les parois solides ou par la 
surface libre). La vitesse complexe doit être déterminée en tenant 
compte de l'influence des frontières de l'écoulement. 

Déterminons la réaction du fluide se mouvant avec la vitesse 
v« dans la direction de l’axe positif des x, sur une source plane im- 
mobile de débit ©. 

La fonction caractéristique de cet écoulement complexe est, 
suivant les déductions faites au $ 21, 


,_ Q_},- 

= Mn 2 + Uxz, 

d'où nous trouvons la vitesse complexe 
dw Q ïî{ 

a 2m a Ve 


En utilisant la première formule de Tchaplyguine et en y portant 


duw 
Tr Nous obtenons 


X—iY — —praQ. 


En comparant les parties réelles et imaginaires de cette dernière 
expression, nous trouvons 


= —pQ; YŸ =0, (VI.20) 


d'où l’on voit que la source qui se trouve dans l'écoulement en 
mouvement subit une force de traction. Dans le cas d’un puits (Q est 
remplacé par — Q) contourné par un courant de translation, il appa- 
raîit une force de résistance X — pv «Q. 

Les relations obtenues ci-dessus pour une force agissant sur 
une source (puits) représentent un cas particulier des formules de 
Lagally, qui permettent de calculer les réactions s’exerçant sur 
le corps du côté du fluide, si on les remplace par un système de 
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singularités hydrodynamiques (sources, dipôles, etc.). Lorsqu'on 
remplace un corps (aussi bien plan que tridimensionnel) par un 
système de sources-puits, on peut déterminer les réactions hydrod y- 
namiques d’après les formules proposées par M. Krein et À. Kostu- 
kov [12]. Leur emploi est surtout efficace dans le cas du mouvement. 
des corps au voisinage des frontières de l’écoulement. 


&£ 32. RÉACTIONS HYDRODYNAMIQUES S'EXERÇANT SUR 
LES CORPS EN MOUVEMENT NON STATIONNAIRE DU FLUIDE. 
NOTION DES MASSES VIRTUELLES 


Lorsqu'un corps se déplace à la vitesse v,t variable dans le temps 
aussi bien en valeur qu’en direction, l'écoulement du fluide qu'il 
engendre est non stationnaire. Le champ de la vitesse v est une 


fonction des coordonnées et du temps v = v(x, y, 3, t). Dans ce 
cas l’inversion du mouvement ne simplifie pas le problème étant don- 
né que les accélérations et, par conséquent, les forces s’exerçant 
dans le fluide en mouvement absolu et inversé sont différentes. 
Compte tenu de ce fait, les problèmes liés à un mouvement non station- 
naire des corps dans un fluide sont examinés dans le système de 
coordonnées qui se déplace avec le corps. Ici et plus loin, on suppri- 
me l'indice « 1 » dans la notation de ces coordonnées. En mouvement 
non stationnaire du fluide, la pression p dépendra également du 
temps. 

Examinons le cas le plus simple du mouvement rectiligne d'un 
corps solide avec une vitesse variable dans le temps. Nous considé- 
rons que la direction et le sens du mouvement coïncident avec ceux 


de l’axe des zx; la vitesse en un point quelconque du fluide v — 


=v (z,y,z,t)et loin du corps le fluide est au repos v —> 0. Calculons 
l'énergie cinétique du fluide due au mouvement du corps. En isolant 
un volume élémentaire de fluide dV de masse p dV, déterminons son 
énergie cinétique 


dTn = pdV +. 


L'énergie cinétique d'un volume illimité de fluide V+. exté- 
rieur par rapport au corps, sera obtenue par intégration 


2 


Ta= | PE av. (VI.24) 
Vo 


Suivant les considérations physiques, l'intégrale impropre (VI.21) 
étendue au volume extérieur infini est finie. En effet, un corps 
de dimensions finies au cours d’un temps fini de son mouvement 
ne peut communiquer à un fluide qu’une énergie cinétique finie. 
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Transformons l'expression (VI.21) en multipliant et en divisant 
son deuxième membre par L* 


Tu = Lo (=) a]. (VI.22) 
5 


‘0 
2 
O0 


La grandeur entre crochets possède une dimension de la masse. 
Désignons cette grandeur par 


à =p | (=) av (VL.23) 
Vo 


et appellons-la masse virtuelle correspondant au mouvement d'un 
corps dans la direction donnée. 
En tenant compte de (VI.23), on peut écrire 


Ta= 2. (VIL.24) 


d'où il suit la définition suivante: on appelle masse virtuelle une 
masse fictive de fluide telle que son énergie cinétique au cours de 
son mouvement à la vitesse du corps est égale à l'énergie cinétique 
du fluide qui entoure ce corps. La masse virtuelle dépend de la 
forme du corps et de la direction de son mouvement, ce qui la dis- 
tingue sensiblement de la masse ordinaire. 

Désignons par R.; la projection sur l’axe des x de la force d’ac- 
tion qui fluide sur le corps. D'après la 3-ième loi de Newton, la 
force que s’exercera sur le fluide du côté du corpssera —R,1. Pour sa 
détermination appliquons à ce fluide la loi de variation de l'énergie 
cinétique: la variation de l'énergie cinétique du système pendant 
un intervalle de temps dt est égale au travail des forces appliquées 
a ce système. En désignant par dr = v,dt le déplacement du corps 
pendant le temps dt et en tenant compte de ce que lors du dépla- 
cement d’un corps le travail est dépensé pour la variation de l’éner- 
gie cinétique du fluide, nous aurons 


dTn=—-R\idr = —Rjtodt, 
d’où 
1 dTn 1 d rà dry : 
_ — — — — — — 4 | 7) 9! 


où il est admis que dÀ/dt = O0, c'est-à-dire la masse virtuelle ne 
dépend pas du temps. 

De l'expression (VI.25) il suit que la force d'action du côté 
du fluide sur le corps en mouvement accéléré est numériquement 
égale à la masse virtuelle multipliée par l'accélération du corps. 
Cette force est proportionnelle à l'accélération et suivant la termino- 
logie connue de la mécanique générale s'appelle force d'inertie. 
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Dans le cas du mouvement rectiligne d’un corps à une vitesse cons- 
tante duo/dt — 0, la force hydrodynamique d'inertie n'existe pas. 
Etant donné que À >> 0. le signe de la force d'inertie se détermine 
par le signe de l’accélération. Si l'accélération est positive, R.: 
est négative, c’est-à-dire qu'elle joue le rôle d’une force de résistance. 

Tous les raisonnements énoncés ci-dessus s'étendent également 
au cas du mouvement d’un corps dans un fluide visqueux. Cependant 
dans ce cas, les valeurs de R,, et À doivent être déterminées compte 
tenu de l'influence de la viscosité. 

Elucidons l’origine du terme «masse virtuelle ». Composons 
l'équation du mouvement d’un corps dans un fluide réel pour le 
cas du mouvement de translation d’un corps. En sus des notations 
admises, introduisons encore les suivantes: m masse du corps, 
P, force motrice (force exercée sur le fluide par l’hélice, etc.). 

Suivant la deuxième loi de Newton, l’équation du mouvement 
d'un corps dans un fluide prendra la forme 


PE PR + Ra Pe—Ri—h 0,  (VI.26) 
où Ryi = — AE est la force agissant sur le corps. En transposant 


le terme —À du,/dt dans le premier membre, nous obtenons l’équa- 
tion du mouvement 

dro 
dt 


(mt À) = P,— R,, (VI.27) 
qui peut être interprétée comme si l'influence exercée par le fluide 
sur le corps en mouvement accéléré conduisait à une augmentation 
de la masse du corps m de la grandeur À. Pour cette raison. la gran- 
deur À s'appelle masse virtuelle. Remarquons qu'une telle inter- 
prétation n'est admissible que dans le cas des mouvements simples. 
Dans des cas tels que le mouvement d’un corps déformable, 
le mouvement d’un corps s’accompagnant d’un changement brusque 
de forme du volume immergé, les masses virtuelles peuvent dépendre 
du temps. Alors suivant (VI.25) nous obtenons l'expression 
Ra — 2 0 0 À, (VI.28) 
d’où il suit que dans le cas donné la force d'inertie est constituée 
par deux composantes. L'une est proportionnelle à la vitesse du 
mouvement, l’autre à l’accélération. La composante proportionnelle 
à la vitesse peut être représentée sous la forme d’une fonction quadra- 
tique de w 
to dÀ vo dÀ dx dÀ vÿ 


2 dt 2 dr dt 


où z est le déplacement du corps. 
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$ 33. ÉNERGIE CINÉTIQUE D'UN FLUIDE 


Trouvons l'expression de l'énergie cinétique d’un fluide infini 
dans le cas général du mouvement d’un corps. Considérons le corps 
limité par la surface S (fig. VI.4). Lions à ce corps un système de 
coordonnées x, y, z situant l'origine au pôle O, en comptant qu'à 


Fig. VI.4 


l'instant considéré ce système coincide avec le système de coordon- 
nées fixes dans l’espace zx, ÿyr, z. Traçons une surface sphérique 


* 


Z de grand rayon r — Vÿ x*+y*+z* de centre à l'origine des 
coordonnées. En faisant tendre ensuite le rayon de la sphère vers 
l'infini r — oo, nous obtenons le cas d’un fluide illimitée. Désignons 
la vitesse de fluide provoquée en un point quelconque entre les 


surfaces S et 2 par v = v(x,y,2, t). A l'infini le fluide est au repos, 
c'est-à-dire v — 0. L'énergie cinétique du volume VX de fluide, 
compris entre les surfaces S + Z, sera 


Tu = | pav- | o se dv. 
V 


co œ 


Le calcul de cette expression est tres difficile dans le cas général, 
car pour cela on doit connaître les vitesses dans tout le volume en 
dehors du corps. 

Supposons que le mouvement engendré du fluide est_irrotation- 
nel avec un potentiel de vitesse univoque ®@. Alors v = grad ®. 
A l'infini en dehors du corps gradæ —0, car le mouvement de 
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fluide engendré ne doit pas avoir lieu. Sans restreindre la généralité, 
on peut poser @ — Ô pour r — œ. Alors nous obtenons l'expression 
suivante : 


Tuer [lemderar = [U(ENS 
V Ve 


+(S) + (5) Jar. (VI.29) 


Effectuons la transformation analogue des termes figurant dans 
l'expression sous le signe de l'intégrale 


9@ \? __Ô 9 Hp. 
+) = | +) Pr ox? ? 
ôg \? _ d dp ap è 
(SE) = (o) 0e: 


(= (o4e) 0 Ée 


En additionnant ces expressions membre à membre, nous obtenons 


(D Ds 
TZ (vo) ]- (+ ete) 


Etant donné que le potentiel de la vitesse vérifie l'équation de 
Laplace, le dernier terme du deuxième membre de l'égalité donnée 
s’annule et l’expression de l’énergie cinétique du fluide prend la forme 


Tn=E (fees) + (va) + (ee) Ja. 


Utilisons la formule de Gauss-Ostrogradski pour transformer 
l'intégrale de volume en intégrale de surface en désignant par 


n. la normale extérieure aux surfaces S + Z 
p 0 ..… ôŒ 
Tn=- & [o SE cos (n.. x) +, cos (re. y) + 
S+S 


Ô) | 
+ p _ cos (rie. 2) | ds — rŸes Pa 


Las +? EL ds, (VIA0) 


0 9 0p . 0P 
ET = Dr COS (ne, x) LE COS (ne, y) - Frs COS (2, z). 
Pour évaluer l'intégrale suivant la surface de la sphère de grand 
rayon r, représentons le potentiel œ@ loin du corps sous la forme d'une 


série en puissances de r. 
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Si l’on part du fait que loin du corps q — 0, la seule forme pos- 
sible de représentation de œ@ sera une série de la forme suivante 


_ A | 
#4 S An, 


n—2 
où À, et À, sont les coefficients ne dépendant pas de r. 
Calculons @p/ôn,. sur la surface de la sphère Z en tenant compte 
de ce que les directions de la normale n, et du rayon r coïncident 


Montrons que le coefficient À, dans le développement de 
doit être nul. En tenant compte de ce que le débit du fluide à travers 
la surface Z suivant l'équation de continuité est nul, écrivons 


n+1 


Q-ÉvndS—$ FE ds = —$ + ds — DE as —0. 


x pol V S n—-2 


En prenant l'élément de surface dS — r“dQ, où Q est l'angle 
solide, nous obtenons 


o--f ra PT 2 A r° dQ = 0. 


vŸ 9 
ét — 


Etant donné que ñ et À, ne dépendent pas du rayon et que la 
dernière égalité reste valable également pour la limite r — co, alors 


Q— —4nA,—=0, c.-à-d. A, —0. 


Ainsi, les développements en série de puissances de r du potentiel 
et de sa dérivée suivant la normale, qui correspondent aux condi- 
tions physiques d'écoulement, seront 


[so 


An . 9 … dp EL ns 
p= D Re D (VI-51) 


n — 2? n--2 


d’où il suit que le potentiel q diminue comme le carré de la distance 
au corps. source de perturbations, et dq/ôn, comme le cube. 

En introduisant (VI.31) dans la seconde intégrale de (VI.30) 
et en élargissant la sphère © jusqu’à l'infini r — oo, ce qui cor- 
respond au cas du mouvement d'un corps dans un fluide illimité, 
nous voyons que l'intégrale sur la surface de la sphère s’annule 


im£é SAS Ar go 0. 
2 n- 


à r! h+1 
T— 00 . k—9 r 


11—064 
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En partant de ce fait on peut représenter l'expression de 
l'énergie cinétique du fluide en écoulement irrotationnel sous la 
forme d’une intégrale sur la surface, étendue seulement à la 
surface du corps S, 


0 
Ta =$$ pas. (VL.32) 
S 


Dans les problèmes liés au mouvement d’un corps, on utilise 
ordinairement la normale x extérieure à celui-ci. 
D'après la fig. VI.4 on voit que les sens de n, et n sont contraires. 


En introduisant dans (VI.32) r — — n,, nous obtenons l'expression 
suivante : 
q) 
Tn=—$ pra. (VL.33) 


représentant la formule générale pour le calcul de l’énergie cinéti- 
que d’un fluide en écoulement irrotationnel. 


$ 34 CAS GÊNÉRAL DU MOUVEMENT D'UN CORPS DANS 
UN FLUIDE PARFAIT. MASSES VIRTUELLES GÊNÉRALISÉES 


Trouvons l'expression du potentiel des vitesses induites œ. La 
fonction œ doit satisfaire à l'équation de Laplace. A l'infini, en 
dehors du corps, suivant ce qui a été démontré ci-dessus q@ — 0. 
Sur la surface du corps doit se remplir la condition aux limites 
d’imperméabilité 


Une — , 


on Î|S 
où v,. est la vitesse normale d'un point de la surface du corps, et 
9 ’ 
— la vitesse normale de la particule fluide contiguë au corps. Repré- 


sentons v,. Sous une forme développée. Soient Vo= ox + joy + Evo: 
la vitesse de translation du pôle et w = iw, + jo, + ko, la vitesse 
de rotation du corps par rapport à l'axe instantané passant par 
le pôle. Les grandeurs v, et © dépendent explicitement du temps. 


La vitesse d'un point quelconque du corps est 
V—=VCo -OUXPF, 
où r — ix + jy + kz est le rayon vecteur de ce point. 
La composante normale de la vitesse d’un point de la surface 
du corps | 


2 = = = = = 
——— = L =Vehl = Un: + \ . -— 
| nc on--(wnr)-.n 


= Vox COS(N, x) À Loy COS(R, y)-i- Lo: COS(n. 2) + 
+ (w,2 —w:y) cos(n, x) + (w:r—w,z)cos(n. y) + 
+ (0,.y—@,x) cos (n, 2). 
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Après le regroupement des termescontenant les vitesses angulaires, 
nous obtenons 


d 
+ s — Une = Vox cos (n, x) Voy COS (n, y) +- Vo: COS (n. z) + 


+w,[ycos(n, z)—zcos(n, y)]+w,[zcos(n, x)—zrcos(n, z)] +- 
+o,[zcos(n. y)—ycos(n, x)]. (VI.34) 


Les coordonnées x, y et z et les cosinus directeurs dans le système 
de coordonnées lié au corps ne dépendent pas du temps. Seules les 
projections des vitesses de translation et angulaires du corps 
(Uoxr- + -: @+) sont fonction du temps. 

La condition aux limites sur la surface du corps sous la forme 
d’une somme de six termes (VI.34) et la linéarité de l'équation de 
Laplace permettent de chercher l'expression générale pour le poten- 
tiel également sous la forme de six termes 


P = VoxP1 + VoyPe “+ Vo:Ps + xs + OyPs + :Pe. (VI.35) 


où ®; sont les potentiels unitaires satisfaisant à l'équation de Laplace 
Ag; — O0 et aux conditions à l'infini œ; — 0. 
En différentiant q@ suivant la normale, nous obtenons 


0@ D [9Ps 23 
On Vox Sn ôn À or n ie Vos on + 
0 9 LA Ôd . 
Lo. +o, SE +0,58. (VL.36) 


La comparaison de cette expression avec (VI.34) montre que les 
potentiels unitaires doivent satisfaire sur la surface du corps 
aux conditions aux limites 

dp 


+= cos(n, x); TE = cos (n. y) ; SL = cos (nr. 2); 


es — —ycos(n, z)—zcos(n, y); 


"  (VI.37) 
= — ZC0S(n, x)— rcos(n, 2); 


Ts TCOS(n, y) —ycos(n, x). 


Les seconds membres des égalités (VI.37) ne dépendent pas du 
temps, d’où il suit que les potentiels unitaires æ; dans le système 
de coordonnées lié au corps dépendent seulement des coordonnées. 
Dans l'expression de œ les projections de la vitesse sont les fonctions 
du temps ne dépendant pas des coordonnées. Pour simplifier les 
calculs ultérieurs, il est rationnel de changer les notations en 


11% 
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introduisant les vitesses généralisées 
Ui = Voxs Va loy; Va =Vo: Vi = Or; Vs—=QOy; Ve—: (VI.38) 
Alors l'expression du potentiel œ sera 
6 6 
(x; y, 2, = > vil) qi(x, y, z)= à vip (VI.39) 
1= 1—= 
On en déduit que le potentiel @ doit être présenté sous la forme d’une 
somme des produits des vitesses généralisées par les potentiels uni- 
taires pour mettre explicitement en évidence les termes dépendant 
seulement du temps v; (t) et seulement des coordonnées ; (x. y, 2). 
ainsi que pour ramener le problème du mouvement général d'un corps 
à un certain nombre de problèmes plus simples.Etablissons les dimen- 
sions des potentiels unitaires. Etant donné que [el — L°T-t. 


[ul = LT-let [ol — 7-!, on établit en comparant les dimensions 
des deux membres de (VI.35) que 


pilii,o,a—=L5 [pili-c,5,6 = L?. (VI.40) 
En supposant par exemple que le corps se meuve sans rotation 
suivant l'axe des x (vo, = Vo: = ©, = w, = &, = 0), nous trou- 


vons d'après (VI.35) que 
P — UoxPi- (VI.41) 


Il en résulte que p, caractérise la perturbation du fluide provo- 
quée par le mouvement du corps seulement suivant l'axe des x. 
De façon analogue, le potentiel unitaire q, caractérise la perturba- 
tion du corps due à la rotation du corps par rapport à l’axe des x. 

Comme il suit de l'expression (VI.41), pour trouver le potentiel 
unitaire, il faut dans l'expression du potentiel de la vitesse séparer 
le facteur multipliant la vitesse du corps. 

Passons à l'expression de l'énergie cinétique du fluide. En pre- 

6 
nant œ sous la forme (VI.39), en déterminant + — > Ur Se eten 


k -1 
portant ces valeurs dans (VI.33), nous aurons 


=LY S veu (0 $ 22 ds). (VI.42) 
ETS s 


Dans cette formule v; sont sorties de sous le signe de l'intégrale 
comme ne dépendant pas des coordonnées, et de plus, l’ordre des 
opérations de sommation et d'intégration est changé. 
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En introduisant les notations 


j 
ir — — pŸ qe as. (VI.43) 
S 


écrivons l'expression de T7, sous la forme 


6 6 
1 x 
Ta — T > > ViUphin. (VIL.44) 


it R—1 


La formule (VI.44) est analogue à la relation de l’énergie cinéti- 
que d’un corps solide connue de la mécanique générale et respecti- 
vement les grandeurs À,, s'appellent masses virtuelles généralisées. 

Etant donné que œ; sont fonctions seulement des coordonnées, 
les masses virtuelles généralisées suivant (VI.43) ne dépendent 
pas du temps. 

En vertu de (VI.44), on peut conclure qu’en: mouvement arbi- 
raire d’un corps l'énergie cinétique du fluide se détermine par une 
tmatrice contenant 36 éléments 


TT À As UT hs ie 
Âoi Âoo os x 25 Ms 
Àsi Me Âss LE Às5 6 . 
À Î A2 hs À ss À 6 
Às1 Âse Às3 Âss Às5 Àss 
} V61 M2 Âes es Âes es 


Montrons que dans le cas d’un fluide illimité la matrice de 
l’énergie cinétique est symétrique par rapport à la diagonale prin- 
cipale 


(V1.45) 


hin = ni (VI.46) 
Pour cela il suffit de montrer que 


Nu 0Ph … 0€; 
$ Pi, dS — & Pr ds. 
S S 


Utilisons la seconde formule de Green, connue en mathématiques. 
appliquée au domaine V+ entre les surfaces S + ZE (fig. VI.4), 


| (pApi—quagi)dv = à (oiSlt— qu SE) ds. 
ve S+= 
Etant donné que les potentiels unitaires y; et w, satisfont à l'équa- 
tion de Laplace A; =—0, le premier membre de cette égalité s’annule. 
En faisant tendre la surface Z vers l'infini, on peut démontrer 
que dans le deuxième membre l'intégrale sur Z s’annule et l'expres- 
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sion prend la forme 


E dS — $ Pr TP q$. 
S 


En remplaçant ici nr, par —n on arrive à la propriété de symétrie 
de la matrice des masses virtuelles. Ainsi, l’égalité (VI.46) est 
démontrée et donc le nombre de masses virtuelles généralisées dans 
la matrice (VI.45) se réduit à 21. 

Déterminons les dimensions des masses virtuelles généralisées 


À à indices 1, 2, 3. Etant donné que [;l = LZ, (1 et 
Ë Pi X x 8 à ds | = L, la dimension de la masse virtuelle est 


ol k=1,2.3 — Lo] [LA]. 

L3 ayant la dimension du volume, À;, a les dimensions de la 
masse. Remarquons que pour i = k, les valeurs des masses virtuelles 
À11e Às2 et À33 Suivant les axes correspondants sont toujours positives. 

Si i —1, 2, 3, k — 4,5, 6, alors [q;l — L, [q:l = L?. De façon 
analogue au cas précédent, nous déterminons que [A::)] — (p] TA L. 
Dans ce cas les À;4, ont les dimensions du moment statique. 

Sii. k — &, D, 6, lo; —= L*, alors [A4] —= [o] [L3] L?, c'est-à-dire 
ces grandeurs sont homologues aux moments d'inertie. Pour i — k, 
les grandeurs À4,, À55, Ass représentant les moments d'inertie virtuels 
par rapport aux axes centraux sont positives ; les signes de À;, pour 
ik peuvent être différents suivant la forme du corps. 

Dans les calculs pratiques, on emploie généralement les coeffi- 
cients sans dimensions suivants des masses virtuelles p;4: 

a) pour À;, ayant les dimensions de masse (i, k — 1, 2, 3) 

Min == Sin , (VI.47) 
où pV. est la masse de fluide déplacée par le corps; 


b) pour À;4 ayant les dimensions du moment statique (i — 
—1, 2, 3; k —4, 5, 6) 


Ain 
ik T PVcLi ” 


(VL.48) 


où L, est la dimension linéaire caractéristique ;: 
C) pOur À;4 ayant les dimensions du moment d'inertie (i, k — 
4, 5, 


À 
où Z. est la dimension linéaire caractéristique. 
En cas des moments d'inertie virtuels à indices identiques 
(i —k), on entend généralement par L, le rayon d'inertie des mas- 
ses de fluide déplacées par le corps. 


(VI.49) 


$ 34] CAS GÉNÊRAL DU MOUVEMENT D'UN CORPS DANS UN FLUIDE 167 


On peut montrer que pour un corps à un plan de symétrie le 
nombre de masses virtuelles généralisées se réduit à 12. Ainsi, si 
le plan de symétrie est le plan diamétral xz, alors 


hjo — À ie — hic —= Âoz — Ào5 — À — À 36 — À = À 56 — 0. (VI.50) 


Examinons le principe de démonstration de l'égalité (VI.50) 
sur l'exemple du calcul de À,:. En désignant par S, et S: (fig. VI.5) 
les parties supérieure et inférieure de la surface du corps, supposées 
symétriques par rapport au plan diamétral xs et en utilisant (VI.37), 
nous obtenons 


yo = —p & pcos(n, y) dS — 


S14-S2 


_ —p[$ qcos(n, y) ds + & queos(n, y) ds | 
$ Sa 


Il est évident qu'aux points homologues 4, et À, des surfaces 
Si et S2 le potentiel unitaire @, , caractérisant la perturbation lors 
du mouvement suivant l’axe des x. 
possède des valeurs identiques 
1 (A1) = qi (42). D'après la fig. 
VI on voit que cos (nr, y) — 
—çcos &« pour le point À, et 
cos (n, y) — cos (x — @) — — cos a 
pour le point 4». 

On en déduit qu'aux points 
homologues À, et À: la fonction 
1 cos (7. y) est identique en valeur 
et de signe contraire. Les intégrales 
de cette fonction sur les surfaces 
identiques S, et S, s’annulent mu- 
tuellement. Ainsi, A4» — 0. Fig. VIL.5 

Dans un corps symétrique par 
rapport à deux plans (par exemple, un corps avec des plans de 
symétrie xz et xy) il ne reste que huit masses virtuelles 


STE Âze. ss. LTÉE Â55 Âge: À: Âss- (VI.51) 


Comme exemple on peut prendre un corps doublé, obtenu par 
addition suivant le plan de la ligne de flottaison (plan de symétrie) 
des carènes des navires. Le second plan de symétrie est diamétral. 
Une telle hypothèse est admise pour l’étude des problèmes de com- 
mande des navires se déplaçant sur la surface libre, sans tenir compte 
de la houle. 

Si le corps est un corps de révolution avec un axe longitudinal 
suivant l'axe des x, on aura par raison de symétrie 


Àgs —= Àcg : Âog —= À35. (VL.52) 
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En effet, si un corps tourne par rapport aux axes des y et des z, 
les perturbations qui se produisent dans le fluide sont identiques, 
ce qui entraîne l'égalité des moments d'inertie virtuels À; et Au- 
Identiques sont également les perturbations apparaissant dans 
le fluide par suite du mouvement de translation d’un corps de révo- 
lution suivant les axes des y et des z avec une rotation simultanée 
par rapport à ces axes et caractérisées par les moments statiques 
virtuels À, et As. 

Pour un corps symétrique par rapport à trois plans de symétrie 
(ellipsoide à trois axes) À — À, et donc il reste six masses virtuelles 


LTÉE Â; À 33 LT Âss) Âes- (VI.53) 


En cas d’un problème plan, c’est-à-dire lorsqu'un contour se 
déplace dans le plan des xy, les projections des vitesses v,; — vo., 
Vy — Wzs Us — ©, Sont nulles. Dans ce cas l'expression de l'énergie 
cinétique se détermine seulement par six termes 


| e n , a 
Tn= 5 (Avi + has + Ageve + 
+ 2 que + 2lile + 2Aosl'os). (VI.54) 
En passant aux projections des vitesses w, — Uozx, Ve — Voys 
v, — o et en désignant 
UT — Àv ao 7 À, ; ue — ho , 
Ayo — À cn ’ LT — À cu ’ Dos — À yo: (VI.55) 


nous réduisons l'expression de T7, à la forme suivante 
{ CU ® Qi Q 
Tu = (Axe + Aou HD + ZhryloxVon À 


+ 2 rw 0x0 + 2 yo 00). (VI.56) 


$ 35. FORCES ET MOMENTS HYDRODYNAMIQUES 
DE NATURE D'INERTIE. CAS DU MOUVEMENT 
DE TRANSLATION D'UN CORPS. NOTION 
DES DIRECTIONS PRINCIPALES D'UN MOUVEMENT 


Appliquons au calcul des forces d'inertie hydrodynamiques 


R; et des moments M, agissant sur le corps du côté du fluide les 
lois de la quantité de mouvement et des moments de la quantité 
de mouvement. Suivant la troisième loi de Newton le fluide subira 
du côté du corps les forces —R, et le moment —1f;. Soient 


Qr = iQrix + jQny +LkQr. la quantité de mouvement du fluide 
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et Ka = iKtixe + jKtin + &K1. le moment de la quantité du mou- 
vement. Alors les lois de la quantité de mouvement et des moments 
de la quantité de mouvement seront 


deO dr F2 37 
on — —R;; Lt = — Mi. (VI.57) 


En déduisant ces formules, nous avons utilisé le système de 
coordonnées fixe dans l’espace (désigné par l'indice « f »). Cependant 
pour un mouvement arbitraire d’un corps, il est rationnel d'employer 
un système de coordonnées mobile lié au corps. De la mécanique 
générale on connaît la liaison qui existe entre les dérivées d'un 
vecteur par rapport au temps dans les systèmes de coordonnées 
mobile et fixe 


Le = IL skn +0 X An +voX On (VI.58) 


drQ, 2 
DE — DH +5 x On: 


où par le symbole d/dt est désignée la différentiation dans un systè- 
me de coordonnées mobile ; Q,1et A7, sont calculés dans le système 


de coordonnées mobile. En portant (VI.58) dans (VI.57), nous 
obtenons les expressions de la force d'inertie et du moment 


Ri= ox Ori ; (VL.99) 
Mi GX Kn—v0 Y Qn. (VI.60) 


Comme il est démontré en mécanique générale, les projections 
de la quantité de mouvement et du moment de la quantité de mouve- 
ment peuvent être exprimées en fonction de l'énergie cinétique 7: 
comme les dérivées par rapport aux vitesses généralisées correspon- 
dantes 


oTt oTf} . UNT . 

Qrix = PT Qrir = re: Ori: TT dl ? | (VI 61) 

ke Tr _ Tn., K Tr | 
[1x — dy ? Nu ds Te ue 7) 


Ainsi, dans les formules de À, et M1 les grandeurs @,, et K1: 
peuvent être remplacées par leurs valeurs exprimées en fonction 


de l'énergie cinétique du fluide. En projetant R, et MW, sur les axes 
de coordonnés liés au corps et en substituant les projections de 
la quantité de mouvement et des moments de la quantité de mouve- 
ment suivant les formules (VI.61), nous obtenons les expressions 
générales des composantes des forces et des moments de nature 
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d'inertie 
Re [are + (or 0: 7) ] 
Ra — [+ (ee os cu ) |: 
Ri: = [+ TL . (o FL — Oy RL ) | 
Mix = [55e -(w, Lo, gra 
: ( voy TE — Vo: Te ) |: 1 (VI.62) 
Mi [+2 | GET : ÔTf] )+ 
{ do, dw d&:; 
“+ ( vo: Ur — Vox _ ) | ; 
Mi. — [+ _. a + (o en — 0y re + 


où les désignations des projections des vitesses correspondent aux 
formules de liaison (VI.38). 

Pour ramener les formules (VI.62) à la forme définitive, il faut 
utiliser la relation pour l'énergie cinétique du fluide 7}, et effectuer 
une  différentiation correspon- 
dante. En dérivant par rapport 
au temps il faut tenir compte 
de ce que les masses virtuelles 
À;x ne dépendent pas du temps, 
et que les projections des vitesses 
de translation et angulaires sont 

Fig. VIL.6 dans le cas général des fonctions 
du temps é. 

Etudions plus en détail le cas du mouvement de translation d’un 
COTPS Wx = Oy = O0: — 0. Soit un corps se déplaçant avec une 
vitesse Lo = ox + ÏLou + kvo. (fig. VI.6). Désignons la masse 
virtuelle du fluide lors du mouvement dans la direction donnée par 
À. En introduisant le coefficient de la masse virtuelle p suivant 
(VI.47), nous obtenons 


À = upVe, 
V. étant le volume du corps. 
L'énergie cinétique du fluide se détermine par la relation 


Ta À = ppVe À. (VL.63) 
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D'autre part, Tr, peut être exprimée au moyen de la formule 
générale (VI.44) 


Fe 2 
Ta = EL Cox + Mao + Haso: + 
+ AaVoxVoy + ZialoxVo: + Zuzsloylo:] = UPVe _. .  (VI.64) 
où u;4, sont les coefficients des masses virtuelles. 


En divisant les deux membres de l’égalité (VI.64) par pVou 
aous obtenons 


Eu (fs), le (= Fou 2) (2 "+2 Bu (=) (=) JL. 
L 7 ‘ p UG "pu lo pu Uo lo 


rase (a) (2) 1288 (2) (2) 


En introduisant les notations 
ox Î … . Coy 1 … . Uoz 1 
to Va Ti; lo Vu = V1; Lo M {° 
mous pouvons récrire l'expression précédente 
Huit + Mooÿi + Uas2i + 2piaTiÿs + Qiatiss + 2MosÿiZs = 1. (VIL.65) 


L'équation (VI.65) représente une équation de la surface du 
second ordre. Montrons que c’est une équation de l’ellipsoide. 
En effet. étant donné que la grandeur u est finie (l'énergie cinétique 
du fluide pour n'importe quel mouvement du corps est finie), les 
grandeurs Zi, Y1. Z, Sont limitées. Ainsi que l’on sait, parmi les 
surfaces du second ordre seul l’ellipsoïde ne possède pas de points 
infiniment éloignés; il s'appelle l’ellipsoide de l’énergie cinétique. 

Rapportons l’équation de l’ellipsoïde à ses axes principaux 
que nous désignerons par Zs, ÿ:, 2. Dans ce cas on obtiendra l’équa- 
tion de l’ellipsoïde sous la forme canonique, ne contenant pas de 
termes avec les produits des coordonnées 

Murs + Uesÿs + Maaÿs = 1 (VL.66) 
ou 


2% Yi = 1 1 

= + tel; =; b=——; c-—, 

Ê : Hit y’ 22 V ls 

OÙ lie Lo, U33 Sont les coefficients des masses virtuelles, correspon- 
dant au mouvement du corps suivant les axes Z:, ÿYs, 2: a. b,c 
les demi-axes de l’ellipsoiïde. 

Les directions des axes de cet ellipsoïde s'appellent directions 
principales. 

Montrons qu’à l’aide de l’équation de l’ellipsoide de l'énergie 
cinétique on détermine facilement le coefficient de la masse virtuelle 
dans le cas d’un mouvement suivant une direction quelconque avec 
une vitesse Uo. 
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En utilisant les équations de liaison, analogues à celles données 
ci-dessus, nous pouvons écrire 


rox _1_. — Voy _11,  , — vo: _1 
VE re Vr + Vr 
En portant ces expressions dans l’équation de l’ellipsoïde (VI.66), 
nous obtiendrons la relation cherchée 
ox \°= U 8 — lez \°— 1e 
( ne Mu + (=) ba + (2) Us3— 1H. (VI.67) 


En multipliant les deux membres de l'égalité précédente par 
pleri 
ET 


To — 


et en tenant compte de l'expression pour les masses virtuel- 
les, nous trouvons 


- Les 
Au — D) + = 


Il s'ensuit que l'énergie cinétique d'u fluide dans le cas du 
mouvement de translation d'un corps dans une direction quelcon- 
que à une vitesse vw, est égale à la somme des énergies cinétiques 
des mouvements des composantes suivant les directions principales 
(avec des vitesses vo,, Voys Vo-). On introduit les directions principa- 
les pour les corps de forme quelconque. Pour un corps possédant 
des axes de symétrie les directions principales coïncident avec ces 
axes. 

Des propriétés géométriques de l’ellipsoïde il découle que lorsqu'on 
se déplace le long des directions principales, les coefficients des 
masses virtuelles prennent des valeurs extrêmes. Si par exemple 
a> b>c, alors suivant la relation (VI.66) Lui < Lo <! TPE 


Considérons le cas particulier du mouvement de translation 
uniforme d'un corps dans un fluide 


y Ru RS, (VL.68) 


2 


d'ox __ don __ do: —0: 


dt dt dt 
Il découle des formules générales (VI.62) que dans le cas donné 
la force hydrodynamique est égale à zéro et l’action du fluide sur 
le corps ne conduit qu’à l'apparition du moment hydrodynamique. 
Il est facile de lier directement la valeur de ce moment VW, à 
l'énergie cinétique du fluide. Désignons par a l’angle entre le vecteur 
vitesse et un axe quelconque lié rigidement au corps. Au mouvement 
donné correspond une énergie cinétique déterminée dépendant 
de l'angle &; T,, — Ti (@). Supposons que sous l’action de faibles 
perturbations extérieures le corps a changé la direction de son mouve- 
ment d'un angle élémentaire da. Avec ceci, l'énergie cinétique du 
fluide changera également d'une valeur d7',, qui est numériquement 
égale au travail du moment WMida. Par conséquent, 


__dTn 
Mi=—-. 


D = y = D; = 0. 


(VL.69) 
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Connaissant l'expression de l'énergie cinétique du fluide, cor- 
respondant au mouvement du corps dans la direction donnée, et 
en liant les projections des vitesses avec la vitesse du mouvement 
z, au moyen de l'angle &, on peut déterminer le moment des forces 
de nature d'inertie. 

Envisageons le cas du mouvement plan d’un corps (fig. VI.6) 
Vox — Vo COS &, Voy = Vo Sin &. Admettons que les axes de coordon- 
nées coïncident avec les directions principales. En utilisant l’expres- 
sion (VI.68), nous obtenons 


Ve . A , _u _ 
Th = Le (Bit + Heol.) = PS (lit COS" Œ + H2 SIN” @) . (VI .10) 


Le moment M, —M,;, (Mi,=M:,—=0) compte tenu de (VI.69) est 


Mi= LÉ (pos pus) sin 22. (VL.71) 


On aurait pu obtenir le même résultat en utilisant les formules 
générales \VI.62). 

La relativa (VI.71) trouve un large emploi dans l'étude de la 
facilité d’évoluiion et de manræuvrabilité des corps. 

Etudions maintenant le mouvement de translation uniforme 
d'un corps suivant les directions principales. Comme il résulte du 
caractère extrémal de T;, pour ces directions, lorsqu'un corps se 


déplace le long de ces directions TL! = (. 


On en déduit que lorsqu'un corps se déplace le long des direc- 
tions principales, le moment d'inertie s’annule, c’est-à-dire que 
le corps ne subit pas d’action de la part du fluide, ce dont on peut 
facilement s'assurer en analysant la formule (VI.71). Le moment 
d'inertie M, devient nul pour &« — 0 et &« = n/2; ces angles déter- 
minent les directions principales du mouvement. 

Envisageons la stabilité du mouvement d’un corps le long des 
directions principales sur l'exemple de son mouvement dans un plan 
des xy. Pour fixer les idées, posons pos >> 1. Ce cas correspond au 
mouvement d’un corps allongé le long de l'axe des x. En prenant 
pour « dans la formule (VI.69) différentes valeurs (0 < & < x1/2), 
on peut obtenir une dépendance T};, (&œ) montrée sur la fig. VI.7. 
Le minimum d'énergie cinétique correspond à l'angle &œ — 0, le 
maximum à l’angle &« — x/2. Arrètons-nous d’abord sur le mouve- 
ment d'un corps le long de l'axe des x (æ — 0). Par suite des causes 
fortuites, l’angle &@ peut varier d'une valeur dœ. Suvposous que 
da >> 0. Dans ce cas, comme on le voit d’après la fig. VI.*. l'énergie 
cinétique du fluide augmentera d7;, > 0, de même que le moment 
M. Ainsi, sous l’action du moment positif l’angle & va en augmentant. 
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Des raisonnements analogues sont valables aussi pour un accrois- 
sement négatif de l;angle. Ainsi, le mouvement le long de cette 
direction principale est instable. Pour la direction principale cor- 
respondant au maximum d'énergie cinétique, on observe une image 
inverse : soit da >> 0, alors, étant donné que T';1 diminue, 47}, < 0 
et M, << 0. c'est-à-dire que le moment d'inertie contribue à la dimi- 
nution de l'angle &. Si da << 0. alors dTr1 << 0, c’est-à-dire que le: 
moment diminue également la déviation apparue. Par conséquent, 
le mouvement du corps le long de la direction principale, correspon- 
dant au maximum de l'énergie cinétique du fluide, est stable. 
Ce mème résultat peut facilement être obtenu par la voie analytique. 

De la formule (VI.71) nous déter- 
7 =f(@) minons 


dM = Pheve (Uo—11) 2 cos 2a da. 


—… 


Pour & = 0, le signe de dM, 
coïncide avec le signe de da. 
c'est-à-dire que l'augmentation 
de l'angle conduit à l’augmen- 
œ tation du moment. Pour a = x/2 
0 4œ 7 les signes de dA; et de da sont 
| contraires. 

Dans le cas général, quand il 
y a trois directions principales, 
le mouvement du corps est stable seulement dans la direction cor- 
respondant au maximum d'énergie cinétique du fluide; quant à 
deux autres directions, le mouvement y est instable. Ceci est observé 
dans les conditions pratiques. Si un corps allongé placé dans un 
fluide est contourné le long de l’axe longitudinal (direction principale 
correspondant au minimum d'énergie cinétique), alors sa position 
est instable et le corps tend à virer en travers du courant. Pour 
cette même raison, un navire non gouverné se met le bord au vent. 


Fig. VI.7 


$ 36. MÉTHODES DE DÉTERMINATION 
DES MASSES VIRTUELLES 


Pour calculer les masses virtuelles généralisées à 1 aide de la relation 


0 . 
jun = —p À qi SE ds (, k=1,2,..., 6) 
S 


il faut connaître les valeurs des potentiels unitaires ; qui caracté- 
risent les perturbations produites par le corps dans un fluide lors 
des mouvements de translation et de rotation. 

Dans le cas général du mouvement d’un corps de forme quelcon- 
que, la détermination de œ; est liée à de grandes difficultés. 


$ 36] MÉTHODES DE DÉTERMINATION DES MASSES VIRTUELLES 1475 


Examinons quelques exemples de détermination des masses 
virtuelles pour les corps de forme simple. 

Calculons À, pour un cylindre de révolution de rayon r. Le 
potentiel du courant engendré par le cylindre de révolution, se 
déplaçant à la vitesse r. dans le sens de l'axe négatif des x, s'expri- 
me par la formule (V.45). 

En comparant (V.45) à l'expression du potentiel unitaire (VI.41) 


et en tenant compte de ce que wi, = Vox = — LV, nous obtenons 
rÿ ee 
= —— cos 0. (VI.72) 


En tenant compte du fait que les directions du rayon et de Ia 
normale coïncident, représentons la dérivée normale du potentiel 
unitaire sous la forme 

OP _ 0Ps __ ra. 
On dr  r? cos 6. 

Sur le contour de r = r, nous avons mp, — — r, cos 0; 0,/0r — 
— cos 6. 

Etant donné que l'élément de la surface du cylindre de révolu- 
tion dS = r)4d601, nous trouvons 


2n 
Ai = — p @ 1 FE dS = pri À cos? 6 d0 = prrit. (V1.73) 
S () 


Ainsi, la masse virtuelle du fluide en mouvement d'un cylindre 
est égale à la masse du fluide déplacée par le cylindre. D'où il suit 
que le coefficient de la masse virtuelle u,, = 1. Il est évident que 
la masse virtuelle du cylindre ne dépend pas de la direction du mou- 
vement. Il est clair aussi que la rotation du cylindre de révolution 
autour de son axe dans un fluide parfait ne provoque pas de pertur- 
bation du fluide, c'est-à-dire À, — 0. 

Ecrivons (sans démonstration) les formules des masses virtuelles 
d’un cylindre elliptique avec les demi-axes a, b 


lp; A=pne; ho (ar — 0). (VI.74) 


En posant ici b — 0, nous obtiendrons les expressions des mas- 
ses virtuelles pour une plaque de largeur 2a. 

D'après les formules du $ 28 on peut déterminer le potentiel 
unitaire p, du mouvement longitudinal d’un ellipsoïde de révolution. 
Les données pour le calcul des autres potentiels de l'ellipsoïde sont 
exposées dans [14] et [15]. Les résultats des calculs effectués permet- 
tent d'obtenir les relations pour les coefficients des masses virtuel- 
les puis. Mo», ss = d« en fonction de l'épaisseur relative de l’ellip- 
soide b/a (fig. VI.S8). 

Dans l'ouvrage [14] sont donnés les coefficients des masses 
virtuelles pour un ellipsoide de révolution à trois axes. 
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Il a été noté plus haut qu'il est difficile de déterminer les mas- 
ses virtuelles des carènes des navires. Dans certains cas, lors des 
calculs approchés, on les remplace par un corps équivalent de con- 
tours plus simples, dont il est facile de calculer les masses virtuelles. 
Ainsi, par exemple, la partie immergée d’un navire de longueur 
L, de largeur B et de tirant d’eau 7 est parfois remplacée par un 
ellipsoïde à trois axes avec les demi-axes a = L/2, b — B/2etc=—T. 


M = A 


a7Qqab 


0 gI Q2 3 04 05 06 07 08 09 b 
Q 
Fig. VIS 


En étudiant les mouvements transversaux des corps allongés, 
on se sert largement en mécanique des fluides de l'hypothèse des 
sections planes. 

Examinons le mouvement transversal d’un corps de révolution. 
Pour déterminer la masse virtuelle dans la direction de ce mouvement 
utilisons l'hypothèse des sections planes. Coupons le corps suivant 
sa longueur en tronçons l;, où les contours du corps peuvent être 
approximativement considérés comme cylindriques. Notons que 
les sections transversales varient suivant la longueur du corps. Sur 
chaque tronçon cylindrique le mouvement du fluide est considéré 
comme plan, c'est-à-dire on néglige les projections de la vitesse 
tv, qui créent l'écoulement du fluide le long du corps. 

On calcule les caractéristiques hydrodynamiques (vitesses, pres- 
sions. forces, masses virtuelles) pour chaque tronçon cylindrique 
en utilisant des relations du problème plan de la mécanique des 
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fluides. En additionnant ces valeurs, on obtient les caractéristiques 
hydrodynamiques du corps dans son ensemble. 

Appliquons l'hypothèse des sections planes à la détermination 
de la masse virtuelle À: — À:3 du corps de révolution. Désignons 
par ro = ro (x) le rayon du corps variable en longueur. Isolons un 
tronçon cylindrique de longueur dx. Désignons par u:2 le coefficient 
de la masse virtuelle et écrivons l’expression de la masse virtuelle 
élémentaire 

dÂzs = UP AT. 
En l'intégrant sur la longueur du corps L, nous obtenons 


hoo = | LosQO7rS dr == pr | rdr= pre, (VI.75) 
L L 


où on à posé Us — 1. Ainsi, la masse virtuelle d'un corps de révo- 
lution, correspondant à son mouvement latéral, est égale à la masse 
du fluide dans le volume du corps. 

Dans les conditions réelles, il y a toujours un étalement latéral 


du fluide. Pour en tenir compte, on représente À. sous la forme 
suivante : 


Îe2 = TA sec. pl. (VI-76) 
Ici Asesec.pr. €St la masse virtuelle, déterminée suivant l’hypo- 
thèse des sections planes; n la correction d’étalement, déterminée 
d’après la formule théorique expérimentale de Pubst 
L L 


vi+(2) 1+(5) 
B B 
où L est la longueur du corps, B sa largeur. 

Les raisonnements ci-dessus, liés à l'introduction des masses 
virtuelles, se rapportaient au cas d'un fluide illimité. En mécanique 
des fluides on étend ces notions au cas d’un corps se déplaçant dans 
un fluide limité ainsi qu'en présence d'une surface libre houleuse. 
Par exemple, lors du ballottement d’un navire, les masses virtuelles 
dépendent non seulement de la forme du corps, mais aussi de la 
fréquence et de l'amplitude des oscillations. La propriété des. mas- 
ses virtuelles suivant laquelle À,;, = Àz; n’a pas lieu ici. 


(VI.77) 


$ 37. DISTRIBUTION DES PRESSIONS SUR UN CORPS 
ANIME D'UN MOUVEMENT DE TRANSLATION AVEC 
UNE VITESSE VARIABLE 


Elucidons l'influence du mouvement non stationnaire sur la 
pression dans le fluide. Considérons, pour simplifier, le mouvement 
de translation d’un corps avec une vitesse variable dans le temps 
Vo = W (t) suivant l’axe des x. Introduisons un système de coor- 


12—064 
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données fixe dans l’espace 21, y1, 21, (fig. VI.9) et un système de 
coordonnées z, y, z lié au corps. Les axes de ces systèmes de coordon- 
nées sont parallèles. La liaison entre les coordonnées fixes et mobiles 
se détermine par les relations 


t 


=2+[ud Yi=Ys Z1—=2 (VI.78) 


Nous supposons le mouvement absolu du fluide provoqué par 
le mouvement du corps comme irrotationnel de potentiel o. Ce 


X1, X 


p=(1- = 4sin?8)+0 80058 


Fig. VL.9 


potentiel peut être considéré comme une fonction soit des coordon- 
nées fixes @ (r1, Yi, 1, t) soit des coordonnées mobiles œ (x, y, z, t). 
Dans les deux cas @ dépend également du temps. 

En écoulement irrotationnel non stationnaire d'un fluide, les 
vitesses engendrées v et les pressions sont liées par l'intégrale de 
Lagrange. En négligeant les forces massiques et en exprimant les 
projections de la vitesse en fonction du potentiel, nous écrirons 
l'intégrale de Lagrange (VI.14) sous la forme 


2 Cr pe 24 DT [( 2 2) +(22) + (52) ]+£=c (VI.79) 
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où C est la valeur dépendant seulement du temps. Remarquons 
que l'intégrale de Lagrange sous la forme (VI1.79) est écrite pour un 
système de coordonnées fixe. La dérivée locale du potentiel par rap- 
port au temps est de même calculée dans un système de coordonnées 
fixe, ce qui est marqué par l'indice « f». 

Pour utiliser l'intégrale de Lagrange dans un système de coor- 
données mobiles, il faut exprimer les dérivées du potentiel par rap- 
port au temps et aux coordonnées dans ce système. Calculons la dé- 
rivée du potentiel par rapport au temps en un point fixé dans un 
système de coordonnées fixe. Dans ce cas x:, y:1, z, sont également 
fonctions du temps 


de® __ drp , 0 dry | 0p dy , dp ds 


Et 'É 
dt Ot ‘ Or dt ‘ Oyy dit + 0z dt ‘ (VT.50) 


En vertu des équations de liaison (VI.78), en tenant compte de 


ce que les coordonnées mobiles ne dépendent pas du temps, nous 
obtenons 
dx4 dr EUR 


| dz ° 
gr + Vo— Vo: = 0 ; 7 =0. (\ 1.81) 


De plus, les relations entre les coordonnées fixes et mobiles 
étant linéaires, on a 


Ôp__0p 07 __0p, dp __ 0. dp __ d (VL.82) 
OZ, 0x 0x4 FA ? dy: dy L dù "dz ? _— 


d'où il suit que dans le cas donné, quand les axes des systèmes de 
coordonnées fixe et mobile sont parallèles, les projections des vites- 
ses sont égales. En portant les expressions obtenues dans (VI.80), 
nous avons 
de _ - 44 

— + U 0 = + ® 


+ (VI.83) 


Calculons la dérivée du otentiel par rapport au temps en un 
point fixé xyz dans un système de coordonnées mobile 


de _ dp 0 dz 0p dy dp d: op 1 Q/ 
Te Ts d toy dt ed #œ  (\I-84) 


étant donné que zx, y, z ne dépendent pas du temps. 

I1 est évident que la dérivée totale par rapport au temps. cal- 
culée dans les systèmes de coordonnées fixe et mobile, est identique. 
En égalisant (VI.83) et (VI.84), nous trouvons la liaison cherchée 
entre les variations locales du potentie’ 


e) ) ro 
_… + = (VI.S5) 


En déterminant % de (VI.85) et en utilisant les relations (VI.82) 
pour la liaison des projections des vitesses engendrées, nous obtien- 
12% 
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drons l’intégrale de Lagrange dans le système de coordonnées mobile 
sous la forme 
ôçp ôp , 1 ff 2p \? 8 \° ôp \° P 
autre) +5) +(5) ]+5=c (V6) 
Pour déterminer la valeur de C, utilisons les conditions à l’in- 
fini en amont du corps. Loin à l’amont du corps pour z —> le 
mouvement engendré est absent : @ —>0, v 0, p,— po. La substi- 
tution de ces valeurs dans (VI.86) conduit à C = po/p, d'où pour 
la pression de surcharge p — p, on peut écrire 
P—po _ _ 59 ,, #4 _v 
? = — ET + x TZ * (VI.87) 
Examinons le mouvement de translation suivant l'axe des 
z dans un fluide d’un cylindre de révolution de rayon r, animé 
d’une vitesse v,. Le potentiel ® du mouvement provoqué du cylindre 
avec une vitesse v, dans la direction de l'axe positif des x est de la 
forme (V.45) 


= —yyi TZ __,,,: CoSO 
P— or 0 z2+y2 — Vo —— : 
Calculons les membres figurant dans (VI.87) en passant en même 
temps aux coordonnées polaires : 

2 _{ 2p \* 0p \° _ rér6 . 
(SE) +(5) = 
«) 2 

p — __ do rcosb (VL.88) 


Déterminons les pressions en des points sur le cylindre. En 
posant dans (VI.88) r = r, et en substituant les valeurs trouvées 


dans l'intégrale de Lagrange (VI.87), nous obtenons 
_ 2 a dv 
P — = (1—4sin 0) + rocos 6 (VI.89) 
ou. en divisant les deux membres de (VI.88) par v;/2, nous détermi- 
nons le coefficient de pression 


2(p — po) _ (1 — 4 sin° 6) + 2r0 cos 6. (VI.90) 


pré lü 

Le second terme, proportionnel à l'accélération du corps, fournit 
un supplément à la pression par suite du caractère instable du mou- 
vement du cylindre. Si l’on pose duo/dt = 0, c'est-à-dire si l’on 
considère que le cylindre se déplace de façon rectiligne à une vitesse 
constante, alors la forme qu'aura le coefficient de pression dans 
le système de coordonnées mobile sera la même que lors de l’écoule- 
ment autour d’un cylindre à la vitesse v) — v…, c’est-à-dire qu’en 
mouvement inverse. Ainsi, ce cas particulier justifie le principe de 
l'inversion du mouvement. 
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Sur la fig. VI.9 est montrée la distribution du coefficient de 


pression p sur le cylindre animé d'un mouvement accéléré. La valeur 
PR . . . 2rn du 

de l'accélération sans dimension est =? = = 0,5. La courbe 7 

0 — 


D] 


correspond à la distribution stationnaire des pressions pst — 
—= 1 — 4sin° 6, la courbe 2 au supplément non stationnaire dir 
coefficient de pression en mouvement non stationnaire. La fig. VI.9 
montre qu’en mouvement accéléré l’épure des pressions est asy- 
métrique par rapport à la section du maître couple, les pressions 
régnant dans la proue sont supérieures à celles dans la poupe. En 
mouvement non stationnaire le coefficient de pression au point 
critique de la proue n’est pas égal à l'unité. 

Par suite de l’asymétrie de l’épure des pressions par rapport 
au maître couple, le mouvement accéléré du cylindre dans un fluide 
parfait fait apparaître une force de résistance. Calculons celle-ci. 
La pression de surcharge régnant en des points sur le cylindre est 
liée au coefficient de pression par une relation 

= ui 


P — Po = P D 


La force de pression élémentaire appliquée à une aire du cylindre 
(r0d0) est 


dR= —n(p— po)rod8, 


où 7» est la normale extérieure à la surface du cylindre. 
La force élémentaire de résistance est 


dR;= —(p— Po) Cos (7, x) ro d0 — —p pri cos 6rod6. (VI.91) 


On obtiendra la force de résistance en intégrant (VI.91) sur 
la surface 


dv , 
R;:= — (par) ". (VI.92) 

En partant de l'expression de la masse virtuelle du cylindre 
on trouve que 


R,=R;1= — he . (VI.93) 


Ainsi, en mouvement non stationnaire du cylindre dans un 
fluide parfait ce cylindre subit une force d'inertie numériquement 
égale au produit de la masse virtuelle par l'accélération du corps. 
L'apparition de cette force est due à la variation de la pression sur 
le corps par suite du caractère non stationnaire du mouvement. 

Trouvons la relation permettant de déterminer la pression sur 
un corps de révolution ou un contour plan, se déplaçant le long 
de l’axe des x avec une vitesse de translation variable dans le temps vs. 
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Pour cela transformons la relation (VI.87) 
_P—po _ _09,, 0 _ 118), (2œ\. [2 \ 
D à V0 5x 7 | | = ) +(5È) + (SE) |: 
où œ est le potentiel des vitesses engendrées. D'après (VI.41) 
P = Vo (£) 1 (x, y, 2) = voPi- 
Ici æ., est le potentiel unitaire ne dépendant pas du temps. En 
tenant compte de ce que sa dimension [pl = L, on peut écrire 


Pi = Lieu (VI.94) 


où isa est le potentiel unitaire sans dimensions. 
Représentons t{ sous la forme suivante 


t=TT, (VL.95) 


où + est le temps sans dimensions ; 7 le temps caractéristique (par 
exemple, le temps d'accélération ou de freinage d'un corps). 

Si on représente la vitesse w, ({) comme le produit d’une certaine 
vitesse moyenne wn par une fonction de temps sans dimensions £& (t) 


Vo = LVom£: (VI.96) 
alors la dérivée Ôô/ôt suivant (VI.41) et (VI.94)-(VI.96) sera 
() Lr ° Tr n= 


où eg — 0e/0r est l'accélération sans dimensions. 
Introduisons les vitesses relatives 


0 0 9 . 
Ur rel = 5 — Vo ; Vyrel = Ge à sr = 5 - (VI.98) 


En substituant dans (VI.88) =V, rel + Los nous obtenons 


P— Pa 0 DE v? 
p = +++ [1 | . (VI.99) 
Où LD? = Vérel + Vyrel + VE rele 

Suivant (VI.41) la grandeur v°/w ne dépend pas du temps. Le 
terme _1 — v°/1*, représentant par sa forme le coefficient de pres- 
sions p en écoulement stationnaire, ne dépend non plus du temps. 
En divisant les deux membres de la formule (VI.99) par w/2 d’après 
(VI.96) et (VI.97), nous obtenons le coefficient de pression en mou- 
vement non stationnaire 


— _ 2(p—po) _ _9_L © 
PE 2 nt es Pis Pit. (VI.100) 


Connaissant le potentiel unitaire , ainsi que la loi de mouvement 
du corps e et en empruntant la valeur du coefficient p,. des calculs 
d l'écoulement autour des corps, on peut à l’aide de cette expres- 
sion déterminer la distribution non stationnaire des pressions sur 
le corps. 


CHAPITRE VII 


ÉCOULEMENTS TOURBILLONNAIRES 
D'UN FLUIDE 


$ 38. THÉORÊMES DE HELMHOLTZ SUR LES 
TOURBILLONS 


Les principales propriétés des mouvements tourbillonnaires 
sont décrites à l’aide du premier théorème, cinématique, et des 
second et troisième théorèmes, dynamiques, de Helmholtz. 

Démontrons le théorème cinématique de Helmholtz sur les 
tourbillons qui s’énonce ainsi: l'intensité du tourbillon est constante 
le long du tube tourbillon. 

Démontrons préalablement que le champ du vecteur tourbillon 
vérifie la condition suivante 


Pe 


+ Joy Fe + = 0. (VILA) 


div 6 = 


En effet, en substituant dans d'expression de la divergence du 
vecteur tourbillon les valeurs &,, ©, et w, suivant (III1.20);' nous 
aurons 


9 (5 2 , à  (SEe-S)+ a 1 (5 de 0 
0x 2 \ y  06z } Ÿ oy 2 \ 6z Oz }J ‘ 8: 2 \ ox 5=)= ' 


c'est-à-dire la condition de solénoïdalité du vecteur vitesse angulai- 


re, qui représente l'équation de continuité du champ du vecteur «. 

Calculons le flux double du vecteur vitesse angulaire à travers 
une surface quelconque fermée S$S avec une normale extérieure à, 
limitant le volume V. Suivant (III1.53) ce flux est égal à l'intensité 
I du tourbillon. En utilisant l'expression de «w, et en se basant sur 
le théorème de Gauss-Ostrogradski, nous trouvons suivant (VII.1) 


= 2 & On dS = 2 $ [okcos(n, x) + w,cos(n, y) + w.cos(n, z)] dS — 
S S 


= 2 | (— + Fe +) av =0, (VIL.2) 
J 


c'est-à-dire que le flux du tourbillon à travers une surface fermée 
quelconque est nul. 
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Pour démontrer le théorème de Helmholtz, examinons le tube 


* 


tourbillon à axe curviligne, montré sur la fig. VII.1. Traçons deux 


sections quelconques S, et S: avec des normales extérieures n, et n. 
Les vecteurs vitesse angulaire dans ces sections sont dirigés comme 
il est montré sur la fig. VII.1. En tenant 
compte de (VII.2), nous voyons que 
l'intensité du tourbillon à travers une 
surface fermée, limitée par les sections S, 
et S: et par la surface latérale St, est 


12 & w, dS = 0. 
Si+S2+S at 


En divisant l'intégrale sur la surface 
en une somme d'intégrales étendues aux 
parties dela surface et en tenant comp- 
te dece que sur la surface latérale w, =0, 
nous obtenons, en introduisant les indi- 
ces des sections, 


2 | oi-ndS -- 2 | üe-n, ds 0, 


S2 


2 | &o-nodS — [> étant les intensités. 
Fig. VIL1 ë 

pour la deuxième section. 
Etant donné que wi et n, forment un angle obtus, alors 


2 fonds = — J,. 


En réunissant les résultats obtenus, on trouve 
— I,+ LL =0 ou ZT, = L, (VILS} 


c'est-à-dire que les intensités du tube tourbillon dans la première 
et la seconde section sont identiques. 

Etant donné que les sections S, et S, sont choisies arbitraire- 
ment, il devient clair de l’expression (VII.3) que le premier théorè- 
me de Helmholtz est juste. Ce théorème étant démontré uniquement 
sur la base des relations cinématiques, il est valable aussi bien 
pour un fluide visqueux que pour un fluide non visqueux. 

Démontrons comme corollaire du théorème cinématique de Helm- 
holtz qu'un tube tourbillon ne peut se terminer dans un fluide. 
Suivant le théorème de Helmholtz pour n'importe quelle section 
du tube tourbillon la condition suivante est remplie 


209, = 2028, — const. (VIT.4) 
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où &, et w: sont les vitesses angulaires dans les sections S;, et S: 
normales à l’axe du tube tourbillon. 

Si le tube tourbillon se termine dans un fluide, c'est-à-dire 
S> — 0, alors suivant (VII.4) dans cette section la vitesse angulaire 
tend vers l'infini, ce qui est physiquement impossible. Cette pro- 
priété des tubes tourbillons est complètement analogue aux proprié- 
tés des tubes de courant. 

Les tourbillons peuvent prendre leur origine sur une paroi solide 
(sur la surface d’un corps), sur une surface libre et sur une surface 
de séparation des fluides. Avec ceci, les tourbillons soit se propagent 
à l'infini, soit se ferment sur une paroi solide ou une surface libre. 

Comme exemples de telles formations tourbillonnaires on peut 
citer des tourbillons qui se détachent de la surface de l'aile et 
s’éloignent à l'infini derrière celle-ci, ainsi que les formations tour- 
billonnaires du type des trombes et des vortex. Dans un fluide on 
peut observer des formations tourbillonnaires fermées (anneaux 
tourbillons). 

Examinons les propriétés des tourbillons dans un fluide parfait. 
Elles sont décrites par les deux théorèmes dynamiques de Helmholtz. 

L’'énoncé du premier théorème dynamique est le suivant: dans 
un fluide parfait soumis à l’action des forces massiques potentiel- 
les, les tubes tourbillons sont constitués toujours des mêmes parti- 
cules fluides. Pour sa démonstration, examinons le tube tourbillon 
(fig. VIT .1) à l'instant f,. Traçons sur sa surface une courbe fermée L. 
Etant donné que les lignes tourbillons ne traversent pas la sur- 
face du contour, suivant le théorème de Stokes (ITT.58). la circulation 
de la vitesse l le long de cette courbe est nulle L (4)= 0. A l’ins- 
tant! {, le tube tourbillon peut se déplacer. 

Pour démontrer ce théorème il faut établir que les lignes tour- 
billons ne traversent pas la courbe fermée L, c’est-à-dire que le tube 
tourbillon ne se « dispersera » pas dans l’espace. Suivant le théorème 
de Thomson (1V.38). la circulation de la vitesse le long de la courbe 
fermée ne change pas avec le temps, c’est-à-dire TV (4) = T (to). 
Mais si F (t) le long de la courbe fermée L est nulle à un instant de 
temps quelconque t, alors suivant le théorème de Stokes les lignes 
tourbillons ne passent pas par le plan de la courbe se trouvant sur 
la surface latérale du tube. De cette façon le théorème est démontré. 

Suivant le second théorème dynamique, dans un fluide parfait 
soumis à l’action des forces massiques potentielles l'intensité du 
tube tourbillon ne change pas avec le temps. 

Dans la section donnée (fig. VII .1), suivant le théorème de Stokes, 
l'intensité du tube tourbillon est égale à la circulation de la vitesse 
T le long du contour arbitraire Z; entourant le tube tourbillon. 
Si à l'instant de temps initial Z (to) = FL (to), alors d’après le théo- 
rème de Thomson. à tout autre instant la valeur de la circulation 
ne change pas F (4) = (it). En employant à nouveau le théorème 
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de Stokes, nous obtenons que l'intensité Z (t) = T (t) = I (to), 
c'est-à-dire le théorème est démontré. 

Remarquons que suivant le théorème de Thomson et ses corol- 
laires sur la conservation du mouvement tourbillonnaire dans un 
fluide parfait, l'apparition des tourbillons dans un fluide parfait 
est impossible. Ainsi, une des causes de leur apparition est liée 
à la viscosité du fluide. Pour un fluide visqueux réel, les théorèmes 
dynamiques de Helmholtz ne sont pas valables, car avec le temps, 
il se produit une diffusion du tourbillon dans l'espace. 


$ 39. CHAMP DE VITESSES ENGENDRE PAR LES 
TOURBILLONS DANS UN FLUIDE. FORMULE 
DE BIOT ET SAVART 


Dans l'étude des mouvements tourbillonnaires d’un fluide deux 
positions de problèmes sont possibles. 


Le premier problème (direct) : le champ des vitesses v (x, y, z, t) 
est donné, les caractéristiques du mouvement tourbillonnaire sont 
à déterminer. En principe, ce problème se résout facilement : à l’aide 
des formules (111.20) on détermine les vitesses angulaires 26 — rot v 
et connaissant w on peut déterminer l’image des lignes tourbillons 
en résolvant l'équation différentielle (111.52). 

Plus souvent on doit résoudre le problème inverse. Dans nombre 
de cas, en partant des considérations théoriques ou des résultats 
des expériences, on peut déterminer la forme des formations tourbil- 
lonnaires apparaissant dans un écoulement autour d'un corps en 
mouvement. Dans ce cas se pose le problème de la détermination 
des vitesses engendrées par le système de tourbillons donné. 

Trouvons les expressions générales de la vitesse engendrée par 
une formation tourbillonnaire de forme quelconque occupant le 
volume V (fig. VII.2,a). Soit donné dans ce volume un champ des 


vitesses angulaires @ = & (x, y, z, t). En dehors du volume Y, 
nous considérerons les vitesses angulaires égales à zéro, c’est-à-dire 


que le mouvement du fluide est potentiel. La liaison entre © et v 


sera rot v — 20. Pour la détermination de v, il faut résoudre l’équa- 
tion différentielle linéaire aux dérivées partielles. Il est rationnel 
de chercher la solution sous la forme 


v — 2 rot À, (VIL.5) 


où À est l’inconnue nouvelle nommée potentiel vectoriel. 
Imposons à la grandeur À une nouvelle condition 


div A=—0 (VII.6) 


qui exprime la propriété de solénoïdalité du vecteur donné. 
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En substituant l'expression de v dans rot v, nous obtenons la 


liaison entre À et © 
w= rot rot À. (VIL.7) 


Transformons l’une des projections de l'équation vectorielle 
(VII.7) 


©, = (rot rot A); = — — — 


0y 0x dy 2 0:  Ôx 
__ à 444 JAy . 042 24e) 24, 2A, | AA. 
7 0x ( ôz ôy y T'& 02 ( or? dy T A PE) = En 
0 dA+% 


Au cours des transformations on a ajoutéet retranché le terme — D 3e 
et utilisé la condition (VII.6) et l'expression du laplacien. Ainsi, 


a) b) M(2,4,2) 
/° 
&-0 


M{x,4,2) 


Fig. VIL.2 


la liaison des projections des vitesses angulaires avec les composantes 
du vecteur À est donnée par les équations suivantes 

AA,= —wz;, AA4,=—w,; AA-= —o,, (VIL.8) 
appelées équations de Poisson. Rappelons que w,, w, et w. sont 
des fonctions données. 

Examinons un volume élémentaire de la zone tourbillonnaire 
dV de centre au point V avec les coordonnées z,, y;, z, (fig. VII.2,a). 
Le vecteur vitesse angulaire en ce point a une valeur w (z;, y1, 2). 
Désignons les coordonnées du point M en lequel il faut déterminer 
le potentiel vectoriel élémentaire dA par zx, y, z, et le rayon vecteur 
réunissant ces deux points par r = [(xz — x,)° + (y — y;)}* + (z — 
— z,)°}V2, Alors, la solution de l'équation de Poisson (VII.8) sera 
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de la forme 
1 Ox . D. A] . __ rA) 
Ag Sea; 4,=- [av; 422 Îe av. (VIr9} 


. r 
14 V V 


Le point M (x, y, z) peut se trouver également en dehors de la 


zone tourbillonnaire et dans ce cas À sera toujours déterminé par 
les équations de Poisson. Si le point { (x;, y1, z,) Se trouve en dehors 
de la zone tourbillonnaire, où w = 0, l'équation de Poisson se trans- 
forme en équation de Laplace. 

Après avoir déterminé À par les formules (VIT.9), on peut ensuite 
trouver la vitesse à l’aide de (VII.5). 

Dans le cas général du mouvement d'un corps quelconque, les 
vitesses angulaires w dans la zone tourbillonnaire sont inconnues, 
ce qui rend impossible l’utilisation des formules (VII.9) pour le 
calcul du champ des vitesses. 

Lorsque dans un fluide se déplacent des corps profilés (aile, 
corps de révolution, corps des contours de navires, hélice 
d’un navire), les systèmes tourbillonnaires qui se forment sont 
beaucoup plus simples et se composent de tubes tourbillons relati- 
vement fins à axe curviligne dans le cas général. 

Etant donné que les équations de Poisson (VII.8) pour la détermi- 


nation du potentiel vectoriel À sont linéaires, alors le principe de la 
superposition des solutions est valable pour elles. Il en résulte que 
si dans un fluide il existe un certain nombre de tubes tourbillons, 
la vitesse totale induite par eux en un point quelconque du fluide 
s'obtient par la méthode des superpositions. Ainsi, il ne reste qu’à 
montrer comment il faut déterminer les vitesses induites par un 
seul tube tourbillon. 

Examinons un tube tourbillon de section transversale S 
(fig. VII.2,b). Séparons un élément de volume dV = dS di, où 
dl est l'élément de la longueur du tube tourbillon et dS l'élément 


de la section transversale. Le vecteur vitesse angulaire w, considéré 
comme constant suivant la section dS, est tangent à l’axe du tube. 


Les projections de « sur les axes de coordonnées zx, y1, z, seront 


— d d 
Ox = O COS (@, Ty) = & _ , ©Gy = ©—-. Transformons l'ex- 
pression de À, en y introduisant dV et w.: 


4x = | j2<tas = | odS |.  (VIA0} 
S L S 


4 r dl 47 
L 


Ici l'intégrale sur le volume est transformée en intégrale sur la 
section transversale du tube tourbillon S et en intégrale curviligne 
suivant l’axe L du tube. 
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En tenant compte de ce que l'intensité 7, égale à la circulation de 
la vitesse le long de la courbe fermée entourant le tube tourbillon F, 
se détermine par la relation (111.53) et est constante le long du 
tube, nous obtenons une expression définitive de À, (et par analo- 
gie de À, et 4.) 


Ro da | 4 | , (VIIL.41) 


suivant laquelle nous trouvons la projection de la vitesse v, 


Ux = (2 rot À), =— (| du | + +du) . (VII.12) 
L L 


0z r 


La dérivation par rapport aux variables x, y, z est portée sous 
le signe de l’intégrale, étant donné que la position de l’axe du tour- 
billon Z se détermine seulement par les coordonnées z;, y;, z. En 
calculant les dérivées 


0 1 9 1 or 1—2,. a 1 Yi —Y. a îÎ Ti —T 


02 r  Ôôr r z  ràè  dyr ri * dcr r3 


et en les portant dans l'expression de v,, nous aurons 


ve | (Mt ds 4 ay). (VII.13) 
L 


« 


Donnons à l'expression (VII.13) une forme vectorielle plus 
condensée. Pour cela, désignons par r° et { les vecteurs unités du 
rayon vecteur r et de la tangente à l’axe du contour. Il est évident 
que r = rr°, di = ldl. Examinons le produit vectoriel r X dl 
et calculons sa projection sur l’axe des x 


(r x dl), = [(y— y) dz1 — (2 — 23) dual]. 


En comparant la relation obtenue à l'expression sous le signe 
somme pour V,, ON Se COnvainc qu’en introduisant les vecteurs uni- 


tés r° et L, on peut représenter (VII. 18) ainsi : 


r (r X dl) _ (r0 X 10), 
= [= 7 | ar. (VILA4) 
L 


En écrivant les formules analogues pour v, et v. et en les réunis- 
sant, nous obtenons la relation pour v sous la forme 


np xt 
EE Ve mn (VII.45) 
L 
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La vitesse élémentaire dv, induite par un segment du filet tour- 
billon, est 


_ Tr rx 
dv = 7 dl, (VII.16) 
et son module dv 
Tr sina m 


où «& est l’angle entre la direction du rayon vecteur r et la tangente 
a l’axe du tube tourbillon (fig. VII.2.b). 

Les formules, analogues aux (VII.15)-(VII.17), ont été pour la 
première fois déduites par Biot et Savart qui étudiaient le champ 
magnétique induit par un courant circulant dans un conducteur 
curviligne, et pour cette raison elles ont été appelées en mécanique 
des fluides formules de Biot et Savart. 


Les vitesses v engendrées par les tourbillons sont souvent appe- 
lées vitesses induites. Comme il suit de ci-dessus, les formules de 
Biot et Savart ont un caractère purement cinématique, c'est-à-dire 
elles sont valables aussi bien pour un fluide visqueux que pour un 
fluide parfait. 

Pour déterminer les pressions dans les zones des courants tour- 
billonnaires en cas d'un fluide parfait on peut faire appel à l’inté- 
grale de Bernoulli. Sien dehors des tubes tourbillons le mouvement 


du fluide est potentiel, alors pour cette région est valable l'intégrale 
d’'Euler. 


$ 40. CHAMP DE VITESSES ET DE PRESSIONS 
ENGENDRÉES PAR UN TUBE TOURBILLON RECTILIGNE 


Déterminons la vitesse induite par un tube tourbillon à axe 
rectiligne en un point M (fig. VII.3). La circulation de la vitesse 
autour du tube tourbillon l'est donnée. Isolons un segment fini 
du tube tourbillon AB. Les rayons vecteurs r; et r, et les angles 
&, et æ&> formés par eux avec l’axe du tourbillon sont montrés sur 
la fig. VII.3. Désignons par h la distance du point M jusqu'au tube 
tourbillon. 

Séparons sur le segment AB un segment élémentaire CD = dl. 
Du point C abaissons une perpendiculaire sur le rayon vecteur 
DM. Du triangle CDK nous avons 


CK = r da = dl sin «. 


De plus, k = r sin &. En utilisant (VII.17) et en intégrant dv 
dans les limites de &; à &> dans le sens des angles croissants, nous ob- 
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tenons une vitesse induite par le segment du tourbillon 4B au point M 
az 

À sin @ da = -— (cos > — CNS Li). (VII.18) 
CT 

Examinons deux cas particuliers importants. 


Le premier cas: un tube tourbillon est de longueur infinie. Dans 
ce cas &œy — 0, æ: — net la vitesse 


r L 
= . (\ 11.19) 


Il est évident que l’image de l’écoulement du fluide dans n’im- 
porte quel plan perpendiculaire à l’axe du tourbillon est identique, 


7 Anh 


M 


c'est-à-dire que l'écoulement est plan. La comparaison montre que 
(VII.19) coïncide avec l’expression de la vitesse pour le cas d’un écou- 
lement plan avec circulation (V.28). 

Le second cas : un tourbillon semi-infini s'étendant de l’axe des y 
à l'infini. Etant donné que suivant le théorème cinématique de Helm- 
holtz un tourbillon ne peut pas se terminer au milieu d’un fluide, 
on doit partir de l'hypothèse que l’axe des y correspond à la limite 
du corps solide à partir duquel partent les tubes tourbillons semi- 
infinis. Alors &œ; —>0, &œ> — x/2 et la vitesse du tourbillon semi-infini 
est 

= 1 (VIL.20) 
4h — 

De cette façon, le tourbillon semi-infini induit une vitesse deux 
fois moindre que celui infini. La formule (VII.20) est utilisée dans la 
théorie de l’aile d’envergure finie. 

Examinons d’une façon plus détaillée le cas d’un tube tourbil- 
lon infini se trouvant dans un fluide au repos. Les vitesses engendrées 
par ce tube se déterminent par la relation (VII.19). En ce qui con- 
cerne le centre du tube tourbillon À — 0, la valeur de la vitesse dans 
celui-ci, déterminée à l’aide de cette formule, s'avérera infiniment 
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grande. Pour cette raison, la distribution des vitesses dans la zone 
contiguë directement au centre du tourbillon doit s'exprimer par une 
autre relation satisfaisant à la condition de la vitesse finie dans cette 
zone. 

Admettons quelques hypothèses relatives à la construction du tube 
tourbillon. Nous considérerons que la turbulence n’est concentrée 
que dans le noyau du tourbillon de rayon k = r:, comme sur la fis. 


UD 


LE 


Fig. VILA 


VII.4, où il est montré la section transversale du tube tourbillon. 
En dehors de la surface cylindrique de rayon r: (en dehors du noyau 
du tourbillon) le mouvement du fluide est irrotationnel. 

En première approximation, on peut considérer les vitesses angu- 
laires de rotation des particules du fluide dans le noyau constantes 
w —= const, d'où il suit que la distribution des vitesses dans celui-ci 
suit une loi linéaire. 


Si À<rt, v =. 
. r (VIT.21) 
En dehors du noyau du tourbillon V= 


L'image de la distribution des vitesses dans le plan des xy est 
montrée sur la fig. VII.4; pour k—> co suivant (VII.17) v= 0, c'est-à- 
direl que le fluide au loin du tourbillon est au repos, pour À = 0 
la vitesse du fluide au centre du tourbillon v. — 0. On en déduit que 
dans un fluide au repos à l'infini le déplacement d’un tube tourbillon 
élémentaire n'a pas lieu. 

Etudions le champ des pressions engendrées par le tourbillon. 
L'expression de la pression en dehors du noyau du tourbillon est d’a- 
près (1V.19) 

pT= 
P— Po— LE = Po— BE ? 


où po eSt la pression dans le fluide au repos. 
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Cette expression est valable jusqu'aux limites du tube tourbillon 
hk — r;. En posant dans celle-ci À = r;, nous obtenons la pression 
régnant à la limite 


r° - ‘ 
Pi = Po— ga — Po— (VIL.22) 


De cette formule on voit qu’à mesure qu’on s'approche du tour- 
billon la pression diminue. 

A l'intérieur du noyau, l’écoulement du fluide est rotationnel et 
l'intégrale d’'Euler ne peut être utilisée. Comme la loi de distribu- 
tion des vitesses dans le noyau est connue, cherchons à déterminer 
la pression directement à partir des équations différentielles du mou- 
vement d’un fluide parfait. Pour un écoulement plan permanent, en 


négligeant les forces massiques, on peut représenter ces équations sous 
la forme suivante 


TE Vs 7 +U FE = 72 
d'y dy dry 1 Op 
dt VX ge TU = p dy 
Suivant la fig. VII.4, à l’intérieur du noyau du tourbillon 
Ux = — y, Vy=wT. 


D'où il vient 
O2 0 9 1 4 
wir = -L 2. = — À PP 


p dx? P Oy 


En multipliant la première équation du système par dx, la se- 
conde par dy et en les additionnant, on obtient 


2 2 1 /9 U) 1 
x dx + w°y dy = (Sr +5 dy) = dP. 


En intégrant cette dernière équation et en utilisant (VII.21), 
nous trouvons 


2 2h2 
p=p (+ y)+C MC REC. 


Pour déterminer la constante arbitraire C, utilisons la dernière 
équation à la limite du tourbillon À = r:, d’où 


C=— pu . 
En tenant compte de la valeur de C, nous avons 
2  prt _ 
p=pit TE (VIT.23) 
ou suivant la relation (VII.22) 
p = Po— pri + Le (VIL.24) 


13-064 
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Au centre du tourbillon vw. = 0, c’est-à-dire 
; pui : 
Pe = Po — PU? = pt — — . (VIL.25) 


Comme on le voit de la fig. VII.4, dans le milieu entourant le 
tube tourbillon la pression diminue sans cesse au fur et à mesure qu'on 
se rapproche de l’axe du tourbillon, d’où aspiration de liquide ou de 
matériaux solides dans ce noyau. 


$ 41. COUCHES TOURBILLONNAIRES 


En résolvant les problèmes de la mécanique des fluides, on a sou- 
vent affaire à un système tourbillonnaire composé de tourbillons ré- 
partis de façon continue suivant une certaine ligne ou une surface, 
c’est-à-dire formant une couche tourbillonnaire. 


Fig. VIL5 


Examinons une couche tourbillonnaire dont les centres de tour- 
billons sont répartis de façon continu le long d’une ligne. Pour sim- 
plifier, admettons que cette ligne coïncide avec l'axe des x (fig. VIT.5). 
Le mouvement du fluide est considéré comme plan, c'est-à-dire que 
les axes des tourbillons sont perpendiculaires au plan des xy. Soient 
sur un élément A! des tourbillons à circulation AF. La valeur de la 
circulation rapportée à la longueur de l’élément d'arc s’appelle 
circulation linéaire. En la désignant par \ nous aurons 

.. AT dr TT 9c 
v=limae 7 . (VII.26) 

Il est évident que les dimensions de [y] — LT-1, c'est-à-dire se 
confondent avec les dimensions de la vitesse. 

Déterminons la propriété fondamentale de la couche tourbillon- 
naire ; à cet effet, calculons la circulation de la vitesse le long du con- 
tour élémentaire ABCDA (fig. VII.5). Désignons par v,: la compo- 
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sante tangentielle de la vitesse au-dessus de la ligne, et par v,., 
au-dessous. La circulation df est égale à la somme des circulations 
le long des portions ; en adoptant le sens positif de parcours montré 
sur la figure par une flèche, nous trouvons 


dTascpa = das -: dl'yc + d''en+ dla = vis dl—vi-dl, (VII.27) 
d'où, en utilisant (VIT.26), il vient 
dr 
V= TT = Vi — Vie (VII.28) 


Comme il résulte de cette formule, la composante tangentielle 
de la vitesse en passant par une couche tourbillonnaire subit une dis- 
continuité numériquement égale à l'intensité linéaire des tourbillons. 
On en déduit que s’il y a un écoulement avec des discontinuités 
des composantes longitudinales des vitesses, alors à la surface de la 
discontinuité de la vitesse apparaît une couche tourbillonnaire avec 
une circulation linéaire y déterminée par la formule (VII.28). 

Cherchons à déterminer les relations pour le champ des vitesses 
engendré par une couche tourbillonnaire disposée sur un segment 
rectiligne de longueur b. Soit Y (x) la circulation linéaire d’un tour- 
billon placé au centre du segment élémentaire de longueur dx. La 
circulation élémentaire sur ce segment est dl — ydx;. La vitesse élé- 
mentaire engendrée suivant (VIT.19) est 


. dr … Ÿ d7; 
ds = (VII.29) 
et ses projections sur les axes de coordonnées selon la fig. VII.5 
dv, — — dv sin 6 — Vu ee: ; 
UT VI1.30) 
. __ vtr) dr QUE 
dr, = dvcos08 => — . 


En tenant compte de ce que r = }/ (x — x:)° + y° et en intégrant 
(VIL.30) dans les limites du segment, nous obtenons les expressions 
pour les projections des vitesses engendrées par le segment tourbil- 
lonnaire 

h 
RS D | LT 
* 27 4 (z— 2x)? + gi ? 


b (VII.31) 
1 v(z— 7) dr; 
2x J (—7)2+y2 
0 


u — ° 

En considérant le plan des xy comme le domaine de la variable 
complexe z — x + iy. on peut établir l'expression de la vitesse com- 
plexe du courant engendré par le segment tourbillonnaire 


De i0y = eg | (VIL.32) 
0 


13% 


CHAPITRE VIII 


DYNAMIQUE DES FLUIDES RÉELS 


$ 42. VISCOSITÉ DES FLUIDES RÉELS. 
FORMULE DE NEWTON 


Tout fluide réel possède la propriété de la viscosité. La viscosité 
est une des causes de la résistance qui apparaît en écoulement d’un 
fluide dans les conduites et les canaux (la mécanique des fluides in- 
terne) et au mouvement d'un corps (la mécanique des fluides externe). 

Dans un fluide réel les forces qui s’exercent entre les couches sont 
tangentes à la direction de leur 
mouvement. Les couches de fluide 
disposées plus près de la paroi ralen- 
tissent les couches supérieures, ce 
qui donne la forme caractéristique 
à l’épure des vitesses représentée sur 
la fig. VIII .1. 

Les forces de frottement qui 
apparaissent entre Îles couches de 
fluide en mouvement l’une par rap- 
port à l’autre avec une surface de 
contact dS (fig. VIII.1) peuvent 
être déterminées d'après la formule 
de Newton 


Fig. VIILA dRm=u#dS (VII) 


ou, en rapportant la force de frottement à la surface dS et en dési- 
gnant la contrainte tangentielle obtenue par 7, 


T=U TE (VIIL.2) 


Dans cette formule dv/ôn est la dérivée caractérisant la variation 
de la vitesse dans la direction transversale à la couche, qui d’après 
la fig. VIIL.A est Ov/0n = tg $, u étant le coefficient dynamique de la 
viscosité. dépendant des propriétés du fluide. 

La formule (VIII.2), proposée par Newton d’abord comme une 
hypothèse et soumise ensuite à une vérification expérimentale soignée, 
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est à présent usuelle en mécaniqueïdes fluides pour le calcul des con- 
traintes tangenticlles en mouvement laminaire du fluide. 

Un écoulement de fluide réel est dit laminaire s’il n’y a pas de mé- 
lange entre ses couches. Un mouvement désordonné d'un fluide réel 
avec mélange intensif des particules de fluides est dit turbulent. En 
cas d’un écoulement turbulent, la formule de Newton ne peut pas être 
utilisée. 

Le coefficient dynamique de viscosité 1 dépend de la nature de 
fluide, de sa température et (faiblement) de sa pression. Les dimen- 
sions de suivant (VIII.2) sont [ul — ML-IT-1 


Air Eau 
10Svms 10%vm?ys 


JF 44 
Air 
S (2, mm de Hg 
2bt 7 7 ? 1 — 780 
2-—760 
LT 7 
/ Q5 
y £au 


J0 © 10 20 80 40 50 60 70 80 % 00° 
Fig. VIIL.2 


‘ Dans le système S.I., la viscosité s'exprime en N sm? et dans 
le système M.Kp.S. en kgf:s m*. 
Un large emploi en mécanique des fluides trouve aussi le coeffi- 
cient cinématique de viscosité v, représentant le rapport de pu à la 
masse volumique 0 


v=+ (VIIL.3) 
Les dimensions de | v| — LT-1, d'où il résulte que le coefficient v 


ne contient pas les caractéristiques dynamiques. 
La fig. VIII.2 montre les dépendances du coefficient cinématique 
ven fonction de la température pour l’eau et en fonction de la tem- 
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pérature et de la pression pour l'air. Ainsi que l’on voit de la figure, 
pour l’eau ce coefficient est environ d’un ordre moindre que pour l’air. 
Ceci montre que l’eau est relativement moins visqueuse que l'air. 
Les coefficients de viscosité u et v se déterminent expérimentalement. 

Elucidons la cause physique de l’apparition de la viscosité sur 
l'exemple du gaz. Pour cela il faut tenir compte de sa structure molé- 
culaire. Les molécules d’un gaz effectuent un mouvement thermique 
chaotique en passant d’une couche à l’autre, ce mouvement s'accom- 
pagnant d’un échange de la quantité de mouvement entre les couches. 

Suivant la loi de la variation de la quantité de mouvement, 
entre les couches apparaissent des forces de frottement. Cet échange 
des quantités de mouvement s'effectue au « niveau moléculaire ». 
Ainsi, la viscosité est donc le résultat du mouvement chaotique des 
molécules dans un gaz. 

En introduisant le coefficient de viscosité u comme une caracté- 
ristique physique d’un fluide et en tenant compte ainsi indirecte- 
ment de l’influence de ce mouvement moléculaire dans le gaz, on peut 
par la suite utiliser toujours l'hypothèse de la continuité pour le 
fluide visqueux, sans prendre en compte les interactions moléculaires. 

De la formule (VIII.2) on voit que la contrainte tangentielle 
est nulle si u = 0, c’est-à-dire si le fluide est non visqueux. Le se- 
cond facteur déterminant l'existence des contraintes tangentielles 
dans le fluide est lié à la variation de la vitesse suivant la normale. 
Si dv/ôn = 0, alors t — 0 même dans un fluide visqueux. 

Montrons que l'apparition des contraintes tangentielles dans un 
fluide visqueux est liée à la présence des vitesses relatives de défor- 


mations. Suivant la fig. VIII.1, la contrainte tangentielle agit sur 


; … : ov 
une aire, la normale à laquelle coïncide avec l’axe des y. Alors De 


Conformément aux notations des contraintes tangentielles adop- 
tées au $ 3 t = t,.. En tenant compte de ce fait, récrivons la for- 
mule (VIII.2) 


%z _ u0., (VIIL.4) 


Tyx — Ty TH 


L 
y 
où la grandeur 6. représente la vitesse relative de la déformation angu- 
laire de la particule, c’est-à-dire suivant cette formule la contrainte 
tangentielle est proportionnelle (avec le coefficient de proportion- 
nalité 2u) à la vitesse relative de la déformation angulaire. 

Suivant l’expression (111.20) la vitesse angulaire dans un écoule- 
ment plan, où ôv.,/0y = 0, w, est différent de zéro, et par conséquent, 
le mouvement d’un fluide visqueux dans une région voisine des parois 
est tourbillonnaire. 

Remarquons que, comme le montre l'expérience, ce n’est pas dans 
tout fluide réel que la liaison entre les contraintes tangentielles et 
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les vitesses de déformation est décrite par la formule de Newton 
(VIIL.2) ou par (VIII.4). Les fluides régis par cette loi sont dits nor- 
maux ou newtoniens. Parmi les fluides normaux on peut citer tels 
que l'eau, l'air, les produits pétroliers, le mercure, etc. 

Les fluides dans lesquels la liaison entre les contraintes et les vi- 
tesses de déformation n'obéit pas à la formule (VIII .2) sont dits flui- 
des non newtoniens. Parmi ceux-ci il y a certaines huiles de graissage 
à de basses températures, les solutions colloïdales, les peintures à 
l'huile, les solutions argileuses, ainsi que les solutions dans l’eau 
des combinés de grande masse moléculaire. Le mouvement des flui- 
des non newtoniens est étudié en rhéologie, ainsi que dans les do- 
maines spéciaux de la mécanique des fluides. 


$ 43. ÉQUATIONS DU MOUVEMENT D'UN FLUIDE 
RÉEL 


Pour obtenir une équation du mouvement d'un fluide réel, uti- 
lisons les équations générales de la dynamique des fluides sous les 
contraintes (1.42) 


dx 


PE = PFa + SE + 


OTyx + OT;x . 
dy dz ? 


dv ot 0p ÔT: 
7 EN yy 2U 
Pr Pot + +: 


dv, + OT: OTy: 11] 2 
px = PF: + ox + dy + dz 

Dans ces équations sont données les projections des contraintes 
des forces massiques F,, F,, F, et (pour un fluide incompressible) 
la masse volumique p. Il faut déterminer les trois projections des vi- 
tesses v., v,. v., les contraintes normales p,., p,,, P.- et les contrain- 
tes tangentielles. Suivant la propriété de symétrie des contraintes 
tangentielles t,, = T,+, il suffit de trouver trois contraintes tangen- 
tielles, par exemple t,,. T,- et Tt,,. Aux trois équations (1.42) qui 


comportent neuf inconnues s'ajoute l'équation de la continuité 
(111.43) : 


Ainsi, le système d'équations (1.42) et (111.43) s'avère non fermé ; 
dans ce système le nombre d’inconnues dépasse le nombre d'équations. 
Pour trouver ces inconnues. il faut composer des équations supplé- 
mentaires qui lieraient des contraintes normales et tangentielles appa- 
raissant dans le fluide à ses vitesses. 

La viscosité conduit non seulement à l'apparition des contraintes 
tangentielles, mais aussi à la variation des contraintes normales par 
rapport au cas d’un fluide parfait. 
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Supposons qu’une contrainte normale suivant n'importe quel axe 
peut être représentée sous la forme de deux termes 


Prx = —P+kzezx; Puy = —P+kyy;: == —p+k... (VIIT.5) 


Le premier terme de ces expressions est p, pression dans un fluide 
visqueux ; le second terme, qui tient compte de l'influence de la vis- 
cosité, ne dépend pas de la pression. Nous admettrons que la formule 
de Newton (VIII .4), obtenue pour le cas particulier d’un écoulement 
à une dimension, est valable aussi pour le cas général d’un écoule- 
ment à trois dimensions. Ceci permet d'introduire l’hypothèse géné- 
ralisée de Newton, suivant laquelle les contraintes qui dépendent 
de la viscosité sont proportionnelles aux vitesses de déformation 

relatives correspondantes de la particule fluide. Le coefficient de 

proportionnalité reste ici le même que dans la formule (VIII.4). 
En employant les notations (111.20) pour les vitesses relatives des 
déformations linéaires et angulaires, nous pouvons écrire suivant 
cette hypothèse 


dx . 


Pxx = — D + 2UE, — — p-+2u 5x 


» 
mm” 


dvy 


Pyy= —Pp+uey= —p+p; | (VIL.6) 
dv 
P:z=—p+dpe, = —p+2u ns ’ 


où &,, Eys &- Sont les vitesses relatives des déformations linéaires. 
Les contraintes tangentielles suivant l'hypothèse généralisée de 
Newton sont 


Ov dv 
y . 
RER E 


Te = Ge pouf Sets), | (VIIL.7) 
dv dv. 
Tyz = T:y — 20; LU ( _ i =) , 


où 6,, 0,. 6. sont les vitesses relatives des déformations angulaires. 

Remarquons que dans un corps élastique, suivant la loi généra- 
lisée de Hooke, les contraintes sont proportionnelles aux déformations 
relatives correspondantes. En cas d’un fluide, c’est-à-dire d’un milieu 
facilement déformable, les contraintes, suivant la loi généralisée 
de Newton, sont proportionnelles aux vitesses relatives de déforma- 
tions. 

Calculons la moyenne arithmétique des valeurs des contraintes 
normales suivant trois directions perpendiculaires entre elles en 
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tenant en même temps compte de l'équation de continuité (111.43) 


dy US 


nr + ) = —p, (VILS) 


Pxx + Pyy + Pzz dx 


2 
3 = —p+ru(Se+ 


où p est la pression hydrodynamique. 

De (VIII.8) il suit que la pression dans un fluide visqueux incom- 
pressible est la moyenne arithmétique prise avec le signe contraire 
des contraintes normales suivant trois directions perpendiculaires 
entre elles. Le signe moins dans l'équation (VIII.8) signifie que la 
pression dans un fluide est toujours dirigée en sens inverse de la nor- 
male extérieure (cf. $ 3), c’est-à-dire que dans ce fluide ne peuvent 
agir que des pressions normales de contraction. 

En vertu des formules (VIII.6) et (VIII.7), on peut représenter 
la matrice suivante de contraintes dans un fluide visqueux, qui déter- 
mine suivant la formule (1.22) son état de contrainte 


Pxx Tyx Vx — P 0 0 ke Tyx Tix 
Tzy Puy iv O —p  Ol:ire, ky Ty |. (VII) 
Txz Tu: Pr: 0 0 — P Trz Ty Kzz 


La seconde matrice des contraintes, dépendant de la viscosité, 
d’après l’hypothèse généralisée de Newton est liée à la matrice des 
vitesses relatives de déformation par la relation 


. Ù 
krx Tux Tix 


Teu Kyy Vu | = 
Tez Tu: À: 
dx TL ( dy =) 1 f dv: | ds 
0x * 2 | ôz dy : (SE +<E) 
À dy dx dy 4 dy . d, 
= (+5): 5: (+). ou0 
1e, 2), y %). d: 
2 +); 5 (— Oy J ” oz 


Pour obtenir l'équation du mduvement d'un fluide réel, introdui- 
sons dans le deuxième membre de la première équation de (1.42) les 
valeurs des contraintes normales et tangentielles suivant les hypothè- 
ses adoptées (VIII.6) et (VIII.7) 


ÜPex  VTyx ÔT:x ô 


dv , 
top ta (—P+2HSE)+ 


+ [See] 2 fe (+20) 
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— 2 dr + x Us 
z TH [( Ôor® 102 +.) + 


Fe) x , +) 7 
Ro LS =) ]=-— + pars, (VITII.11) 


où À est l’opérateur laplacien. 

Dans cette expression le coefficient u est considéré constant, l’or- 
Gi) dy Ô dy 
Oy 07 Ôr dy: 
te de l'équation de continuité. Les dérivées des contraintes dans les 
seconde et troisième équations de (1.42) se transforment de façon 
analogue. 

En tenant compte de (VIII.11), nous obtenons un système d’équa- 
tions du mouvement d'un fluide réel dites équations de Navier- 
Stokes 


dre de la dérivation est changé (> .) et on a tenu comp- 


dx , . x LL x |, <=) | 
(= Ur M gg À V: "| 
= pf,— + uAv, ; 
dv dy dr Ov 
y , y +.) 
en à ay TU 
=pF,—< y À HAUy: (VIIT.12) 
O, (UD nu d', LP 
p (<= dt Ur lus, 0y F v. 
= pf: ,— 2 + par, ; 


dx , Vu dv? 0. 
; + = 
ox dy Oz 
Dans ce système, l'accélération totale au premier membre est 
exprimée au moyen des accélérations locale et convective ; la qua- 
trième équation, fermant le système, est l'équation de continuité; le 
nombre d’inconnues (v,. v,, L., p) Correspond au nombre d’équa- 
tions. 
La forme vectorielle de l'équation de Navier-Stokes s'obtient en 
multipliant les équations scalaires (VIII.12) par les vecteurs unités 
des axes et en les additionnant ensuite membre à à membre 


dv d% , dv 
pr —P( TE + ôz + UE ôy ART a ) — 
= pF — grad p+ Av. (VIIT.13) 


L’équation (VIII.13) diffère de l'équation d’Euler du mouvement 
d'un fluide parfait par le membre caractérisant les forces de viscosité 
et passe dans celle-ci pour u = 0. 
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Les équations (VIII.12) sont des équations différentielles non 
linéaires du second ordre aux dérivées partielles. Leur non-linéarité 
est due au terme à l'accélération convective. Leurs solutions doivent 
être soumises aux conditions initiales et aux limites. Tous les raison- 
nements relatifs aux conditions initiales pour l'écoulement d’un flui- 
de parfait ($ 14) sont valables également pour un fluide visqueux, 
ce qui change c’est la condition aux limites sur les frontières solides 
de l'écoulement. 

Examinons la condition aux limites sur un corps baigné par un 
fluide réel (fig. VIIT.1). À côté des conditions d’imperméabilité et 


Vo 


Vo 


= Voo 


ju 


Fig. VIILS3 


d'écoulement sans décollement (v, — 0), à la surface est remplie la 
condition d’adhérence du fluide, c’est-à-dire la composante tangen- 
tielle de la vitesse v, est nulle. 

De nombreuses mesures physiques du profil de la vitesse au voi- 
sinage de la paroi ont permis d'établir que la vitesse des particules 
fluides sur la paroi tend vers zéro. La plus petite distance de la par- 
ticule fluide à la paroï. enregistrée au cours de ces expériences, était 
d'environ 0,05 mm. Une confirmation indirecte de la justesse de la 
condition aux limites pour l’adhérence a été la coïncidence quanti- 
tative totale de beaucoup de solutions théoriques basées sur cette 
condition avec les données des expériences. L'observation de la con- 
dition d’adhérence ne dépend aucunement du matériau de la surface 
et du degré de rugosité de celle-ci. Cette condition est observée de 
façon égale en écoulement autour des surfaces des fluides mouillants 
ou non (en qualité d'exemple, on peut citer l’écoulement du mercure 
dans un tube de verre). À présent, cette condition est généralement 
admise en mécanique des fluides visqueux. Elle ne peut être enfrein- 
te que dans le cas d'écoulement des gaz très raréfiés. 
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En cas du mouvement d’un corps dans un fluide au repos, la con- 
dition d’adhérence est également remplie. Les particules de fluide 
contiguës au corps sont entraînées par celui-ci. La fig. VIII.3 rv- 
présente les épures de la vitesse pour le mouvement d’une plaque dans 
un fluide au repos et pour l'écoulement d’un fluide autour d’une pla- 
que. 


$ 44. PROPRIÉTÉS ESSENTIELLES DES ÉCOULEMENTS 
D'UN FLUIDE RÉEL 


Examinons certaines propriétés générales des équations du mou- 
vement d’un fluide réel. Nous considérerons les forces massiques com- 
me potentielles F — grad U. En appliquant au deuxième membre 
de (VITI.13) la transformation de Groméko (1V.10), en regroupant 
les termes qui se trouvent sous le signe du gradient et en divisant par 
p, nous obtenons 


+ + grad (+ +i-v)- —rotuxu=vAu. (VIII.14) 


Elucidons la possibilité d'existence des écoulements irrotation- 
nels d’un fluide réel pour lesquels v = grad œ et le potentiel @ véri- 
fie l’équation de Laplace Ag = 0. 

En substituant v — grad ç dans l'équation de continuité (111.43) 
nous aurons 


div v == div grad @ — Ag = 0, 


c'est-à-dire œ satisfait à l'équation de Laplace. Vu que 


+. rot v = rot grad q = 0 
et Av = À grad œ = grad A = 0, et en portant les valeurs trouvées 
dans (VIII.14), nous obtenons | Intégraes de Lagrange sous la forme 


grad (++ _u)=0; P+E+E_u=c, 


où C est la grandeur dépendant du temps. 

Ainsi, l'écoulement irrotationnel d’un fluide satisfait de façon 
formelle à l'équation de mouvement d’un fluide réel. Cependant, 
lors de l'écoulement autour d'un corps, sur sa surface doivent se vé- 
rifier deux conditions aux limites 

— 94 — . — 99 __ 
Un —0Ù, Ur = 0. 

Il est démontré en mathématiques qu'il n'existe pas de solution 
générale de l’équation de Laplace telle qui satisfasse simultanément 
à deux conditions aux limites pour les dérivées tangentielle et normale 
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du potentiel sur le corps. Il en résulte que le mouvement irrotationnel 
d'un fluide réel, satisfaisant à l'équation de mouvement. ne satisfait 
pas aux conditions aux limites sur le corps. Autrement dit. le mou- 
vement irrotationnel d’un fluide réel dans toute la zone de l'écoule- 
ment. y compris le voisinage des parois solides, ne peut pas avoir 
lieu, c'est-à-dire que les équations de Navier-Stokes décrivent l’écou- 
lement rotationnel d’un fluide. 

La non-linéarité des équations de Navier-Stokes rend impossible 
l'application du principe de la superposition des solutions. 

Comme il suit de ce qui a été énoncé ci-dessus, l’utilisation du 
potentiel de la vitesse dans l’étude du mouvement d’un fluide vis- 
queux est impossible, ce qui rend difficile la résolution des équations 
de son mouvement. 

Comme on le sait, toute ligne de courant dans un fluide parfait 
peut être remplacée par une paroi solide sans perturber le mouvement 
du fluide. Ceci se confirme par le fait que la condition aux limites 
pour la composante normale de la vitesse sur la ligne de courant et 
sur la paroi est la même : v, — 0. En cas d’un fluide réel, sur la paroi 
apparaît une condition aux limites supplémentaire v, — 0, absente 
sur la ligne de courant. On en déduit que pour un fluide réel, le rem- 
placement d’une ligne de courant quelconque par une paroi solide 
n'est pas justifié. 

Examinons les possibilités d'obtenir les intégrales des équations 
de Navier-Stokes pour l’écoulement permanent d'un fluide. 

En utilisant les mêmes raisonnements que lors de la déduction de 
l'intégrale de Bernoulli pour un fluide parfait ($ 15) nous obtien- 
drons 


d (5 +25—0)=v(av-dr). (VIIL.15) 


Cette égalité est remplie sur la ligne de courant. Son premier mem- 
bre représente une différentielle de l’énergie mécanique spécifique. 


Dans le cas d’un fluide parfait v (Av-dr) = 0 et le trinôme _. + —— 
— U — const, c'est-à-dire que la loi de conservation de l’éner- 
gie mécanique le long d’une ligne de courant est observée. 


Dans un fluide réel le terme v (Av-dr) caractérisant le travail 


spécifique des forces de viscosité dépensé pour le déplacement dr 
n'est pas nul. Etant donné que les forces de viscosité sont dirigées 


contre le courant, le terme v (Av:dr) — —dA, est négatif, c'est-à- 
dire 
v2 P D 
d (S+i-v)— — dA,, (VIII.16) 


d'où l’on voit que la variation de l'énergie mécanique le long d’une 
ligne de courant est numériquement égale au travail des forces de 
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viscosité. En intégrant (VIIL.16) le long de la ligne de courant du 
point 1 jusqu’au point 2 et en désignant les paramètres de l’écoule- 
ment par des indices correspondants, nous trouvons 


(É+h-u,)-($+2-u)=A. (VIIIA7) 


2 


où À, — Ayo — Ayi > 0 est le travail spécifique des forces de vis- 
cosité lors du déplacement du point 1 au point 2. 

A, est une énergie « perdue » ou énergie dissipée puisqu'elle ne 
peut plus être utilisée comme énergie mécanique. D'après les équa- 
tions de la mécanique des fluides on ne peut pas déterminer en quoi 
se transforme l'énergie À,. Cependant, en partant des considérations 
basées sur les lois de la thermodynamique, il suit que l'énergie perdue 
ou dissipée se transforme en chaleur. Vu une grande capacité ther- 
mique de l’eau, l'augmentation de sa température, due à la dissipa- 
tion de l'énergie, est insignifiante et en écoulement autour des corps 
ne constitue que des dixièmes de degré. 

Notons qu'il est difficile de déterminer théoriquement l'énergie 
perdue. 

Tout cela témoigne de ce qu’il est impossible d'obtenir les inté- 
grales des équations du mouvement d'un fluide réel, analogues à 
celles connues pour un fluide parfait. 

Jusqu'ici on n’a pas encore élaboré de méthodes générales de ré- 
solution des équations non linéaires de Navier-Stokes ; les grandes 
difficultés sont dues au fait que ces équations doivent satisfaire si- 
multanément à deux conditions aux limites sur la surface du corps: 
d'imperméabilité v, — 0 et d’adhérence v, — 0. Par suite. les 
solutions exactes de ces équations n'ont été obtenues que pour les cas 
particuliers les plus simples. où l'accélération convective peut être 
admise égale à zéro. Les termes non linéaires disparaissent de 
l'équation de Navier-Stokes et elle prend la forme 


p SPF — grad p + HAL. (VIIL.18) 


En écoulement permanent ôv/ôt — (. 

Il y a des méthodes qui permettent de résoudre approximative- 
ment les équations de Navier-Stokes en cas d’'écoulements lents de 
fluide réel. Dans ce cas il existe une accélération convective, mais les 
forces d'inertie sont très petites par rapport aux forces de viscosité 
de façon qu'on peut les négliger en première approximation. En adop- 
tant ces hypothèses, Stokes a résolu le problème du mouvement lent 
d’une sphère de rayon ñ, dans un fluide réel avec une vilesse cons- 
tante vw, ; la force de résistance est dans ce cas 


R,=—=6Gruvoro. (VIII.19) 
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Rappelons que pour un tel mouvement du corps dans un fluide 
parfait, le paradoxe d'Euler-d’'Alembert est valable, c’est-à-dire 
R, = 0 (voir $ 22). 

L'utilisation de la formule (VIIT.19) pour l’eau avec r, + 1 cm 
est limitée par de très faibles vitesses v, << 8-10 * cm/s. 

La méthode, pratiquement plus importante, de la résolution ap- 
prochée des équations de Navier-Stokes est basée sur le fait que les 
forces de viscosité se manifestent le plus au voisinage des frontières 
solides des corps dans l’écoulement fluide, tandis qu’à un certain 
éloignement de ces frontières, elles deviennent négligeables. Cette 
méthode, valable pour des grandes vitesses, s'est développée dans la 
théorie de la couche limite. 

Les grands progrès du calcul numérique ont servi d’impulsion à 
l’utilisation des calculatrices électroniques numériques pour la réso- 
lution des équations de Navier-Stokes par les méthodes des différen- 
ces. C’est de cette façon qu’on a pu étudier l'écoulement d’un fluide 
réel dans une niche, la stabilité de l'écoulement d’un fluide entre 
les deux cylindres en rotation et résoudre d’autres problèmes. 

Ainsi, Fromm par exemple, à l’aide d’une calculatrice électroni- 
que, a résolu le problème de l'écoulement non stationnaire autour 
d’un obstacle cylindrique avec formation d’un sillage tourbillonnaire. 
Cet écoulement plan est décrit par les équations 


dx dx dx __ 141 dp . dx divx \ . 
tte GE ne Ge (SE + SE) : 
y y vw _1d.,, (+ dvy } . 
ot ‘ * ôr Y Oy _ p dy Or? 0y2 ] ? 
dx dy 
CE + ôy —0 


Pour la commodité de la résolution, on introduit la fonction de 
courant de l’écoulement + liée à la vitesse angulaire w. — w d’après 
les relations ([I1.60) et (111.20). 

À la suite de la dérivation de la seconde équation de ce système 
par rapport à x, de la première par rapport à y et de la soustraction 
membre à membre de la seconde équation de la première, les termes 
contenant la pression disparaissent et on peut écrire l’équation pour 
la détermination de la turbulence 


dw 0° d2w 
TT i FA (Obs) + (us) =v (LE EP += dy? ) - 


En se basant sur cette équation, on compose l’équation aux dif- 
férences finies. Si les grandeurs w, Ÿ, v- et v, en différents points du 
réseau de l'écoulement sont connues à l'instant f, alors on peut les 
déterminer aussi à l'instant t + At (At étant le petit intervalle de 
temps). On devait connaître les valeurs de ces grandeurs à l'instant 
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initial. obtenues à la suite d’une solution approchée quelconque. 
Au cours des calculs, elles doivent vérifier les conditions aux limites 
du problème. 

Fromm a étudié la formation des allées tourbillonnaires à l’arriere 
d'un obstacle ayant la forme d’une plaque de largeur b, placée en tra- 
vers d’un écoulement se déplaçant à la vitesse v. entre des parois pa- 
rallèles. Les expériences montrent que pour des nombres de Revy- 
nolds (Re = v.b/v) relativement grands les tourbillons à l’arrière 
de l'obstacle sont non stationnaires. Les données obtenues au moyen 
d'une calculatrice électronique sur la structure de l'écoulement pour 
les nombres Re << 6000 concordent bien avec les données expéri- 
mentales. 


$ 45. NOTIONS DE LA THÉORIE DE LA SIMILITUDE 
ET DES MAQUETTES DES PROCESSUS HYDRODYNAMIQUES 


Dans la plupart des cas présentant un intérêt pratique, la résolu- 
tion des équations de mouvement d’un fluide visqueux est difficile. 
En même temps. la résolution des problèmes concrets sur le mou- 
vement des corps dans un liquide et un gaz, sur l’écoulement des 
fluides dans les conduites et les canaux, conformément aux besoins 
des constructions navales, de l'aviation et de la construction des tur- 
bines, exige des solutions numériques déterminées avec une précision 
suffisante. C’est ainsi qu'on est amené en mécanique des fluides à 
cffectuer des essais sur maquettes. 

Deux types d’essais sont possibles : sur prototypes et sur maquet- 
tes. Le meilleur est d'effectuer les essais sur un prototype, ce qui 
permet d'étudier son comportement dans les conditions données de 
mouvement dans un fluide, mais ils sont généralement très coûteux 
et, de plus, dépendent fortement des conditions météorologiques. 

Lorsqu'on effectue des essais sur les prototypes, un grand nombre 
de facteurs intervient, et il est difficile de déterminer l’action de 
chacun d’eux. Dans certains cas, en constructions navales, les essais 
sur prototypes sont irréalisables. 

Pour cette raison, en mécanique des fluides on préfère avoir re- 
cours aux essais sur maquettes qui sont généralement des répliques 
a petite échelle des prototypes à construire. Dans ces conditions, il 
est très important de savoir effectuer convenablement les expériences 
pour pouvoir transposer les résultats obtenus au prototype à cons- 
truire. À cet effet, il faut connaître le facteur de similitude des vites- 
ses et des forces. 

L'étude de tous ces problèmes est l’objet de la théorie de la simi- 
litude et des maquettes. 

Les résultats expérimentaux, pour la commodité de comparaison 
et de leur utilisation, sont présentés généralement sous une forme 
sans dimensions. Le choix des paramètres sans dimensions, dont dé- 
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pend le phénomène, s'effectue également au moyen de la théorie de 
la similitude. 

Pour observer la similitude mécanique de deux phénomènes qui 
ont lieu dans le prototype et le modèle, il faut que les données défi- 
nissant chacun des deux phénomènes satisfassent à trois conditions 
de similitude: géométrique, cinématique (suivant les vitesses) et 
dynamique (suivant les forces). Les deux premières conditions sont 
nécessaires mais non suffisantes. La similitude dynamique assure la 
suffisance des conditions de similitude mécanique des phénomènes. 

Formulons les exigences mathématiques imposées par les condi- 
tions de similitude géométrique et cinématique. Toutes les grandeurs 
qui se rapportent à la maquette seront affectées de l’indice « m» 
et celles qui se rapportent au prototype de l’indice « p ». 

Les conditions de similitude géométrique exigent que les dimen- 
sions géométriques homologues dans les écoulements sur la maquette 
et sur le prototype doivent être proportionnelles. 

Si on désigne par L,, ms; Zpr Tm les dimensions homologues quel- 
conques dans les écoulements (par exemple, la largeur du canal, les 
coordonnées des points homologues), par L, et L,, les dimensions li- 
néaires caractéristiques homologues (par exemple, la longueur du 
corps), alors pour observer la similitude géométrique il faut que 


== eh. (VIAI.20) 


La grandeur constante k s’appelle échelle de similitude. De 
(VIII.20) il suit que toutes les dimensions homologues du prototype 
s'obtiennent par multiplication des dimensions de la maquette par 
l'échelle de similitude. Le rapport des surfaces S et des volumes V 


homologues des deux écoulements géométriquement semblables sera 
respectivement 


Sp _ye Vr _ys VIII.21) 
Sm "Ve (VI. 
La grandeur 

= Tsà (VIII.22) 


est une coordonnée sans dimensions. En vertu de (VIII.20) et en tenant 
compte de (VIII.22), on peut conclure que les coordonnées sans di- 
mensions des points homologues de la maquette et du prototype sont 
égales 

Lcd. p—= Tsd.me (VITI.23) 


La condition de similitude cinématique consiste en ce que les 
vitesses en des points homologues de l'écoulement du prototype et de 
sa maquette doivent être en des instants homologues proportionnelles. 

Désignons par v,p et v:m respectivement les projections des vites- 
ses en des points homologues du prototype et de la maquette, par 
14—064 
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Vop €t Vom leurs vitesses caractéristiques (par exemple, la vitesse de 
déplacement du corps) et par 4, l’échelle des vitesses. Alors, analogi- 
quement à (VIII.20), la condition de similitude cinématique sera 


Ux Uo 
EE Ep. (VIII .24) 
Uxm vom 
On peut l'écrire sous la forme 
Ux v _ 
Vop om 
où sont introduites les projections des vitesses sans dimensions 
Ve __ 
To — Vxsd- (VIII.26) 


Il est évident que ces raisonnements restent valables non seule- 
ment pour les projections des vitesses, mais aussi pour les vitesses 
mêmes. Etant donné que d’après (VIIT.25), en des points homologues 
des écoulements, les vitesses sans dimensions sont égales, alors 
doivent être égales aussi les épures des vitesses sans dimensions dans 
les écoulements de la maquette et du prototype. 

Si le mouvement du fluide est non permanent, il n’y a raison de 
comparer les vitesses qu’en des instants homologues. Désignons par 
tp €t tm les intervalles de temps pour le prototype et la maquette et 
par 7 ,et l'A les intervalles de temps caractéristiques (par exemple, la 
période d’oscillations pour les processus de caractère oscillatoire ou 
le temps qu’un corps met pour franchir une distance égale à sa lon- 
gueur) et introduisons des intervalles de temps sans dimensions 

t 


bay : (VIII.27) 
En des instants homologues le temps sans dimensions est le même 
lsd.p — lsd.m- (VIITI.28) 


La condition (VIII .25) doit être observée si la condition (VIII.28) 
est vérifiée. 

Passons maintenant à la formulation des conditions de similitude 
dynamique liant les forces de différente nature agissant dans les 
écoulements de la maquette et du prototype. Utilisons la méthode 
d’obtention des conditions de similitude dynamique basée sur l’ana- 
lyse des équations du mouvement d’un fluide. 

Ecrivons l’équation du mouvement d'un fluide visqueux sous la 
forme vectorielle en considérant que parmi les forces massiques dans 


le fluide n’agit que la force de pesanteur, c’est-à-dire F = —kg 
(k étant le vecteur unité de l’axe des 2), 
dv 


dv ôv ôv 
mtfertuatus)= 


7. À dv , dv , 02 
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Les termes de cette équation du mouvement traduisent les forces 
de différente nature agissant dans le fluide : dv/0t sont les forces d’iner- 
tie liées à la non-stationnarité du processus ; (2.5 + by Se + v, ) 
les forces d'inertie liées à l'accélération convective; L grad p les 


forces de pression, et le dernier terme du second membre, les forces 
de viscosité. Tous ces termes ont les dimensions de l'accélération, 
c'est-à-dire caractérisent les forces rapportées à l'unité de masse. 

Ecrivons l'équation du mouvement sous forme sans dimensions 
en introduisant à cet effet des grandeurs constantes caractéristiques : 
la vitesse v,, la dimension linéaire Z, l'intervalle de temps T et la 
pression P. Alors pour les coordonnées, les vitesses, le temps et la 
pression, on peut écrire les relations suivantes: 


z— rl; (tal ; Ux—=Uxsàlo; P—=PaP, (VIIL.30) 


où x, 4 eSt la coordonnée sans dimensions; {4 le temps sans dimen- 
sions ; v..4 la projection de la vitesse sans dimensions; p,4 la pres- 
sion sans dimensions. 

Transformons successivement les termes qui font partie de 
(VIII.29). Etant donné que les grandeurs caractéristiques sont cons- 
tantes, on peut les faire sortir de sous le signe de la différentiation 


vo sd | Là ( sd 1, … sd 

T Oted FT Vas gra Pusd ua + 
Log sd) = — Eg— À (grad psa + 2 (Ava. (VIIL.31 
 U:sd dzed | — 5 — pL graû P}sd T rz (AU)sa- ( -1) 


Dans cette équation toutes les dérivées sont sans dimensions. 
En divisant tous ses termes par la grandeur dimensionnelle w/L, 
le facteur de l'accélération convective sans dimensions, nous 
obtiendrons l'équation du mouvement d’un fluide sous la forme sans 
dimensions 


_L_ dd +(v ds + ea + dbsd )= 
07 og | xsd Ozsd ysd dUsd | zsd Ozsd 
+ £gL P V 
= — hr (grad P)sd FE (Av)sa - (VIIT.32) 


Introduisons les combinaisons (nombres) sans dimensions sui- 
vantes, composées des grandeurs caractéristiques pour le processus 
donné : 

nombre de Strouhal 


Sh — xT : (VIIL.33) 
nombre de Froude 
___" _. 
Fr=- 7 . (VIII.34) 


149 
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nombre d'Euler 


Eu— a (VIII.35) 
nombre de Reynolds 
Re , (VLII.36) 


En tenant compte de ces notations, écrivons l'équation du mou- 
vement sans dimensions sous la forme 


OUsd ad CI gd 
Sh 25 (v sd |, sd 1h <= 
ôtad + xsd Oxgd + ysà dYsd + zsd Ozsd 
— 4 


E 1 — = 
= —k 5 (grad psa) + (Av)sa. (VIIL.37) 


Examinons le sens physique des nombres introduits. 

Au cours du passage à la forme sans dimensions, dans l'équation 
(VIIT.32) les forces de différente nature ont été divisées par 1/L 
caractérisant les forces d'inertie. Pour cette raison. les nombres sans 
dimensions traduisent respectivement les rapports: gL/v5 des forces 


de pesanteur aux forces d'inertie ; _ des forces de pression aux forces 
Ü 
2 
d'inertie; v/v0L des forces de viscosité aux forces d'inertie. 11 est 
à noter que ces combinaisons ne sont pas égales aux rapports des for- 
ces de différente nature agissant dans l’écoulement d’un fluide, mais 
caractérisent seulement ces rapports, puisque les valeurs de ces forces 
dépendent encore des dérivées sans dimensions. 

Ainsi, en vertu de ce qui a été énoncé ci-dessus, nous concluons 
que le nombre de Froude traduit le rapport de la force d’inertie à la 
force de pesanteur ; le nombre d'Euler le rapport de la force de pres- 
sion à la force d'inertie et le nombre de Reynolds le rapport de la 
force d'inertie à la force de viscosité. 

Le sens physique du nombre de Strouhal est moins évident. On 
peut dire qu’il traduit les forces hydrod ynamiques d’inertie apparais- 
sant en mouvement non stationnaire du fluide. 

Passons maintenant directement à la détermination des condi- 
tions dynamiques de similitude des écoulements. 

Examinons les mouvements du prototype et de la maquette géo- 
métriquement semblable dans les fluides. Remarquons que dans le 
cas général, les fluides peuvent être différents, c’est-à-dire avoir de 
différentes masses volumiques (p, et Pm) et les différents coefficients 
cinématiques de viscosité (v, et Vr). 

Nous compterons que les conditions de similitude géométrique 
et cinématique (VIII.23), (VIII.25) et (VIII.28) sont observées. 
Ceci montre que les coordonnées et les vitesses sans dimensions, ainsi 
que le temps sans dimensions dans les écoulements du prototype et de 
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la maquette sont 
Tsd.p— Tsd.m >  Usd.p—Vsdmi  Ésd.p—/{sû.m 


et par conséquent les dérivées sans dimensions sont aussi égales dans 
les écoulements géométriquement et cinématiquement semblables 


! Ued … dvd . _ 
(5e ) = (5): (grad p)sa.p—=(grad P}sd.m:-: (V111.38) 


Pour déduire les conditions cherchées de la similitude dynamique, 
nous partirons du fait que les équations du mouvement sans dimen- 
sions du prototype et de la maquette sont identiques. 

Ecrivons l'équation sans dimensions (VIII.37) relative au pro- 
totype et à la maquette 

OVsd dd sd 
bp ( Otsd },+ (on Get Ôzsd gt Usa + # Oz00 },= 


— À — , 
— Er Pheë.p + Fe= (AU)sa.p;  (VIIL.39) 


dvd sd dd | 
L = 
Shm ( F + (v xsd 3 = sd Lt ySd 3, Oysd Uzsd EPA m 


— —k FE — 5e (grad D}sa.m + a (AU)sa.m- (VITT.40) 


Pour que ces équations soient identiques, étant donné que suivant 
(VIII.38) les dérivées sans dimensions y figurant sont égales, il est 
nécessaire et suffisant que les nombres sans dimensions multipliant 
ces dérivées soient égaux. Par conséquent, pour respecter la condi- 
tion de similitude dynamique, il faut qu'il y ait pour le prototype 
et la maquette l'observation simultanée de l'égalité des nombres de 
Strouhal, de Froude, d’Euler et de Reynolds 


— Lp___Lm . 
Shp=Shm ou vopTp  ComTm ; (VIIT.41) 
Vop v 
Fr, = Fr OU —— — 2m _ , VIII .42 
PU Vel ? 
: 2 _ 2m 
Eu, — Eur ou Pr — Pmtèm ; (VIII.43) 
L 
Rep—Ren où —PP—20mEm (VIIL.44) 
p Vm 


Dans certains cas, quand il y a formation de jets et d’em- 
bruns, propagation d’ondes capillaires, formation de cavités dans 
le liquide, une grande importance revient aux forces de tension su- 
perficielle. Pour tenir compte de leur influence, on utilise la condition 
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aux limites dynamique pour la pression sur la surface de séparation 
du fluide. 

De la physique, on sait qu'un fluide à surface libre incurvée est 
soumis à l’action d'une pression supplémentaire due aux forces de la 
tension superficielle 


pes=0 (+), (VIIL.45) 


où r, et 7, sont les rayons principaux de la courbure de l'élément de 
surface, © le coefficient de la tension superficielle. 

Si la surface du fluide est convexe, p:, > 0; pour une surface libre 
concave Pt. est négatif. 

Sur la surface de séparation de l’eau et de l’air avec pa = 1 atm 
le coefficient o — 0,0073 kgf/m. 

Trouvons le facteur de similitude pour prendre en compte l'in- 
fluence des forces de la tension superficielle. Comme il a déjà été 
noté, tout facteur de similitude caractérise le rapport des forces de 
différente nature qui agissent dans un fluide. Désignons la force de 
la tension superficielle appliquée à un élément de surface S par R:, 
et la force d'inertie appliquée à un élément de volume V par AR. 
Il est évident que 


S Â Â 
R:: = D S=+ | } 
ts ts L isd rogd 


où sont introduits les rayons sans dimensions r;4 — r/L. La force 
d'inertie, égale au produit de la masse de la particule pV par l’accé- 
lération, peut être représentée sous la forme 


pà 
Ri—oV—, 


où t?/L est la grandeur caractérisant l'accélération convective dans 
un fluide. 
En tenant compte de ce que S — L? et V — L', nous obtenons 


Ris — OL | 1 + 1 ) : Ri — pL'v}. 


lisd rosd 


Composons le rapport des grandeurs dimensionnelles figurant dans 
l'expression donnée 
9 _— z 
SL — We. (VIII.46) 
Le nombre sans dimensions We est dit nombre de Weber. Il tra- 
duit le rapport des forces de la tension superficielle à la force d’iner- 
tie. La similitude des écoulements, compte tenu des forces de la tension 
superficielle, nécessite l'observation de l'égalité des nombres de Weber 


[9] 
Wep= Wen OÙ 7", (VIIL.47) 
PptopLp  Pmtiÿmm 
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Lorsqu'un fluide compressible (gaz) se déplace à une grande 
vitesse, parmi les facteurs de similitude figure aussi le nombre de 
Mach M, par lequel on entend le rapport de la vitesse caractéristique 
à la célérité du son 


M=—"?, (VIIL.48) 


où a— VY et + est la célérité du son, kc = ch/cy le rapport de 


la capacité thermique à pression constante à la capacité thermique 
à volume constant. 
Le nombre de Mach joue un grand rôle dans la dynamique des gaz. 

Pour M < 1, les écoulements du gaz sont dits subsoniques ; qua- 
litativement ils sont analogues aux écoulements d’un fluide incom- 
pressible. Pour M >> 1, les écoulements du gaz sont dits supersoni- 
ques ; ils se distinguent qualitativement des écoulements d’un fluide 
incompressible. 

. Dans les écoulements des gaz à des vitesses proches de la célérité 
du son ou dépassant celle-ci, il faut tenir compte de la similitude 
suivant les nombres de Mach. Rappelons que pour M << (0,2 = 0.3), 
on peut négliger l’influence de la compressibilité. 

En mécanique des fluides on fait souvent appel à la notion de coef- 


ficient de pression p (IV.25), ainsi que de coefficient de frottement 
local c qui est lié à la contrainte tangentielle sur la surface du corps 
par la relation 


(VIIL.49) 


Ct as — 
pui ? 
9 


Le] 


où vw, est la vitesse caractéristique. 


Montrons que p et c, sont les fonctions des facteurs de similitude. 
Introduisons dans la formule de Newton (VIII.2) les grandeurs sans 
dimensions 

y 2%) "0 sd 


En vertu de cette relation nous obtenons 


(VIIT.50) 


d’où il suit que le coefficient de frottement"local estfune fonction ex- 
plicite du nombre de Reynolds 


ct = f (Re). : (VIII.51) 


Ecrivons l'expression (1V.25) du coefficient de pression sous la 
forme 


p=in (4), (VIIL.52) 
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où p, est la pression dans un écoulement non perturbé. En la prenant 
pour pression caractéristique p, — P et en tenant compte de l’expres- 
sion du nombre d'Euler, on peut écrire 


p= Eu (2-1) , (VIIL.53) 
d’où il suit que le coefficient de pression est une fonction explicite 


du nombre d’Euler 
p=f1 (Eu). (VIIL.54) 


$ 46. FORMULES GÉNÉRALES DES FORCES 
ET DES MOMENTS HYDRODYNAMIQUES 


En exprimant le vecteur des contraintes p, en fonction de la pres- 
sion p et de la contrainte tangentielle t, 


Pa= — pr + Tl. (VILI.55) 


où L° est le vecteur unité de la tangente, n la normale extérieure, écri- 
vons l’expression générale de la réaction hydrodynamique (1.14) de 
l’action du fluide sur le corps sous la forme suivante: 


R=— $ (p— po) ndS + & to dS. (VII.56) 
S 8 


Ici on a ajouté l'intégrale identiquement égale à zéro & Por dS = 
S 


= 0, où p, est la pression dans le fluide au repos.{ 

En introduisant dans (VIII.56) les expressions du coefficient de 
frottement local (VIII.49) et du coefficient de pression (VIII.52), 
nous obtenons 
pré 
2 


bn 
D 


R=— — 5 pndS + 
S 


& cb ds. (VIII.57) 
S 


Multiplions et divisons le deuxième membre de (VIII.57) par la 
surface caractéristique S 


= 2 —— 4S — dS u 
R— F5 S ( —$ pros à cl) . (VIIT.58) 


Ici le facteur E S a la dimension d’une force ; l'expression vec- 


torielle sans dimensions entre parenthèses est dite coefficient de la 
force hydrodynamique CR 


C=(—$ pr ++ ar €). (VIIT.59 ) 
8 
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En tenant compte de ce fait, on peut représenter l’expression de 
la réaction hydrodynamique sous la forme 


R=Cr LS. (VIIL.60) 


En mécanique des fluides toutes les forces, sauf les forces d’iner- 
tie liées aux masses virtuelles (ch. VI), sont représentées sous la 
forme (VIII.60). 


Analogiquement on écrit la formule du moment W où l'on intro- 
duit en plus le bras de levier caractéristique Z, 


M = Cn LE SL. (VIIL.61) 


où C. est le coefficient du moment. 
Le problème du calcul des forces et des moments agissant sur un 
corps se ramène à la détermination des coefficients de la force CR 


et du moment C,. Les données expérimentales sont représentées 
également sous la forme (VIIT.60) et (VIIT.61). 


Transformons l'expression de C} en y introduisant au lieu de p 
et cr leurs relations fonctionnelles suivant (VIII.51) et (VIII.54) 


Cr=[— $ fi (Eu) r + Ÿ f@Re)r ET,  (VII.62) 


d’où il suit que CR dépend explicitement des facteurs de similitude 
Eu et Re. 

Dans le cas du mouvement avec formation de houle, les coeffi- 
cients CR et Cm peuvent également dépendre du facteur de similitude 
de Froude. En mouvement varié C}, et C, sont des fonctions du nom- 
bre de Strouhal. Par conséquent, le coefficient de la force hydrodyna- 
mique est une fonction des facteurs de similitude ; évidemment, il 
dépend également de la forme du corps et de la direction de son mou- 
vement (de l’orientation du corps dans l'écoulement) 


Cr=f(Eu, Re, Fr, Sh). (VII1.63) 


Elucidons les conditions dans lesquelles les coefficients des forces 
hydrodynamiques du prototype et de sa maquette géométriquement 
semblable sont égaux. 

D'après (VIITI.63) il est facile de conclure que 


Cry — Crm 
si 
Eup = Eum; Rep=Ren; Frp=Frn; Sh,=Shn,  (VIII.64) 
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d’où on déduit la loi principale de similitude: les coefficients des 
forces et des moments hydrodynamiques de la maquette et du proto- 
type sont égaux si tous les facteurs de similitude sont égaux. 

Dans la pratique, en mouvement de translation d’un corps qui 
est le plus important, généralement on fait appel non pas au coeffi- 
cient vectoriel de la force hydrodynamique Ch, mais à ses composan- 
tes suivant les axes de coordonnées en système de coordonnées aéro- 
dynamiques, l’axe des x étant dirigé dans ce cas suivant le vecteur 
vitesse (fig. VI.1). h 

CRr=iCz + jCy +kC: (VIII.65) 
où Cx, Cys C- Sont respectivement les coefficients de résistance, de 
force latérale et de portance. 

Dans ce cas, 


Cr=VTC+C TC. (VIII.66) 
Suivant (VIIL.65) et (VIII.60) 
Re=Ci MS; Rj=C, LES; R,=C. LS. (VIII.67) 


2 


Toutes les considérations énoncées ci-dessus relatives à CR peu- 
vent être évidemment étendues aux C,, C,, C2. 

La question du choix des grandeurs caractéristiques, figurant 
dans les expressions pour les facteurs de similitude, ainsi que des 
surfaces caractéristiques entrant dans les formules pour la force hydro- 
dynamique et ses projections, ne peut pas être résolue d’une façon 
univoque. Pour chaque classe de problèmes, on choisit des grandeurs 
caractéristiques appropriées. Par exemple, dans le cas du mouvement 
d’un navire, on choisit ordinairement pour longueur caractéristique 
la longueur suivant la ligne de flottaison et pour vitesse caractéris- 
tique la vitesse de déplacement du navire. Pour la surface caracté- 
ristique, on prend généralement la carène et parfois la surface du 
maître couple du corps. 

En résolvant les problèmes de la dynamique des corps, il est avan- 
tageux parfois de prendre pour surface caractéristique S -= V.*/s, 
c'est-à-dire le tirant d'eau du navire à la puissance */3. 

Le choix convenable des grandeurs caractéristiques citées contri- 
bue à une meilleure systématisation des données expérimentales. 

Il est facile de trouver la formule pour le recalcul des coefficients 
de la force hydrodynamique, rapportés aux différentes surfaces carac- 


téristiques, par exemple S et Ve*, 
v£ V5 1r2/8 
R= Cr ES = Cra Ve”, 
d’où 
2/3 


Cri = Cr S * 


(VIIL.68) 
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$ 47. CONDITIONS DE SIMILITUDE ET LEUR 
UTILISATION PRATIQUE. CAS PARTICULIERS 
DE SIMILITUDE 


Dans le cas général du mouvement d’un fluide visqueux incom- 
pressible, où l’on tient compte des forces de la tension superficielle ?, 
l'écoulement est caractérisé par cinq conditions de similitude (nom- 
bres Sh, Fr, Eu, Re, We). Ces mêmes conditions déterminent égale- 
ment les coefficients des forces et des moments hydrodynamiques. 

Dans des cas particuliers du mouvement, certaines conditions de 
similitude n’interviennent pas puisque les forces qu’elles caracté- 
risent n’influent pas sur la structure de l'écoulement du fluide. Tels 
cas sont des cas particuliers de modelage. Etudions les cas particu- 
liers de similitude en partant cependant du fait que les dimensions 
du prototype sont sensiblement plus grandes par rapport à la maquette 


Ly=kLme (VIII.69) 


Pour réaliser des essais, il faut que les vitesses de la maquette 


soient inférieures à celles du prototype 
Vop —= kom: avec ko > 1. (VIIT.70) 


Dans l’analyse ultérieure, nous considérerons comme données 
les grandeurs caractéristiques du prototype (vitesse, longueur). 

Le nombre de Strouhal Sh = L/v,T figure dans l'équation du 
mouvement comme facteur de l’accélération locale sans dimensions. 
S’il est nul, alors dans l’équation du mouvement disparaît le terme 
caractérisant l'accélération locale, ce qui correspond au mouvement 
permanent du fluide. Ainsi, en mouvement permanent le nombre de 
Strouhal (Sh — 0) n'influe pas sur l'écoulement. 

Après avoir défini la relation entre les intervalles de temps carac- 
téristiques du prototype et de la maquette, nous obtenons 


To=T, 2207, À (VIIL.71) 


d'où l’on voit quesik>1et k, > 1, alors Tan # Th, c'est-à-dire 
que la similitude relative aux nombres de Strouhal est en général 
techniquement réalisable. 


Le nombre de Froude Fr = vyY gL traduit le rapport des forces 
d'inertie aux forces de pesanteur. On sait que les forces de pesanteur 
agissent toujours, mais leur influence sur les caractéristiques hydro- 
dynamiques ne se manifeste pas toujours. Dans le chapitre XIII il 
sera montré que la prise en compte des forces de pesanteur dans les 
équations du mouvement équivaut à une prise en compte de la forma- 


1 Les facteurs qui traduisent l'influence de la turbulence seront examinés 
au chapitre IX. 


220 DYNAMIQUE DES FLUIDES RÉELS (CH. VIII 


tion de la houle sur la surface libre. Dans le cas du mouvement des 
corps dans un fluide sans formation de houle, les forces de pesanteur 
et, par conséquent, les nombres de Froude n'influent pas sur les 
caractéristiques hydrodynamiques. Ceci a lieu lors du mouvement 
d’un corps avec n'importe quelle vitesse, immergé profondément 
sous la surface libre, ainsi que lors de son mouvement sur la surface 
libre, avec des vitesses relativement faibles. Des expériences montrent 
que lors du mouvement des navires avec des nombres de Froude 
Fr<<0,20 0,25, la houle n’influe pratiquement pas sur les forces hy- 
drodynamiques. Dans ce cas le coefficient de la force hydrodynamique 
dépend des nombres Sh, Eu, Re. 

Ainsi, la condition de similitude suivant Froude ne doit être 
imposée que lors du mouvement des corps avec une formation intense 
de la houle. Dans le cas de l’égalité des nombres de Froude les images 
de la formation de la houle sur maquette et sur prototype sont géo- 
métriquement semblables. 

Elucidons la possibilité de la réalisation technique du modelage 
suivant le nombre de Froude 


COp vom ] / Lm l'op 
——— = oÙU LVom=v 2—— , (VIII.72 
Véelp V'&Lm es 0P Lp VX 


De (VII1.72) on voit que lors de la similitude suivant les nombres 
de Froude la vitesse de la maquette est inférieure à celle du proto- 
type, ce qui est du point de vue technique facilement réalisable. 

Notons qu’en constructions navales, le nombre de Froude sert 
parfois à caractériser la rapidité relative d'un corps. Dans tel cas il 
sera dit vitesse relative. 

Etablissons la relation entre les forces dues à la houle agissant 
sur le prototype et sur la maquette tout en observant la condition 
de similitude relative au nombre de Froude Fr, = Fra. 

Nous admettrons que les coefficients des forces hydrodynamiques 
ne dépendent que du facteur de Froude. En employant la formule 
(VIII.60) pour le prototype et la maquette, nous obtenons 


2 2 
Ppto Pmvo 
Rp = Cp 5 — Sp; Rn=Cm 5 —S- 


Trouvons le rapport R,:Rn en partant de ce que d’après la loi 
fondamentale de similitude C, (Frp) = Cm (Frm) 


2 
re D (VIIT.73) 


tout en tenant compte de la relation entre les vitesses (VIII.72) et 
de la relation entre les surfaces caractéristiques S,: Sn = k?. 
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Pour les fluides identiques p, = pn la condition (VIII.73) peut 
s'écrire ainsi 
Rp 
R— =. (VIII.74) 
m 
Autrement dit, lorsque la similitude suivant les nombres de Froude 
est observée, les forces agissant sur le prototype et sur la maquette 
se rapportent entre elles comme un cube d'échelle de similitude. 

Le nombre de Reynolds Re = v,L/v caractérise le rapport des 
forces d'inertie aux forces de viscosité. 

Si on ne tient pas compte de la viscosité (v— 0), le nombre de 
Reynolds tend à l'infini: Re — co. Dans ce cas, dans l'équation du 
mouvement (VIII.13) disparaît le terme dépendant de la viscosité. 
D'où il résulte que dans l'étude d’un fluide parfait, le nombre Re 
n'intervient pas et le coefficient de la force hydrodynamique dépend 
des nombres Sh, Fr et Eu. 

Pour le modelage suivant le nombre de Reynolds il faut que 

vopLp … ’omLm 


— Vm Lp Vm 
V5 Va  0U Lors = Vop Le — V0P y Ke (VIII.75) 


Examinons ceci d’abord sur l'exemple de fluides identiques quand 
Vp = Vm 


Vom = Vopk- (VIII.76) 


Comme on le voit, dans ce cas la vitesse de la maquette est sen- 
siblement supérieure à celle du prototype, ce qui est souvent techni- 
quement irréalisable. Remarquons que même si l’on pouvait at- 
teindre des vitesses aussi élevées de la maquette, cela changerait fonda- 
mentalement la structure de l'écoulement autour de la maquette: 
au lieu d’un écoulement sans décollement on aurait un écoulement 
totalement décollé, c’est-à-dire une supercavitation. D'où il suit que 
pour des fluides identiques la similitude d’après le nombre de Rey- 
nolds est techniquement irréalisable. 

Définissons les rapports entre les forces de nature visqueuse agis- 
sant sur le prototype et sur la maquette si l'égalité du nombre de 
Reynolds est observée ; dans ce cas C, (Re,) = Cm (Rem)- En uti- 
lisant (VIII.75) et le rapport S,:SA — k*, nous aurons 


Rp __ Pp f Yp \? = 
= (-E) (VIIL.77) 
Avec des fluides identiques 
R = 
R=={; (VIII.78) 


c'est-à-dire que les forces de nature visqueuse sur le prototype et sur 
la maquette sont égales. 
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traduit le rapport des forces de pres- 


Le nombre d’Euler Eu — — 
Pro 


2 

sion aux forces d'inertie. Montrons que pour le mouvement d’un li. 
quide sans décollement (sans cavitation), la condition d’Euler n’est 
pas déterminante. Autrement dit, l'égalité des nombres d’Euler a 
lieu si les autres conditions sont observées. Démontrons-le sur l’exem- 
ple de l'écoulement permanent d'un fluide visqueux dans un canal 
en présence de formation de houle, les conditions déterminantes 
seront celles de Froude et de Reynolds. 

Utilisons l'équation (VIII.17) liant les pressions et les vitesses 
dans un fluide visqueux en y portant le potentiel des forces de pe- 
santeur U — —gz 


»? 3 ! e 
Dh tee + ga + An, (VIIT.17) 
OÙ ÀAy — —v [ Av dr — + Ay.sa eSt le travail des forces de viscosité 


î 
sur le tronçon 1-2; ZL une dimension linéaire caractéristique; par 
l'indice «sd » on désigne les grandeurs sans dimensions. 

Prenons pour pression caractéristique P la chute de pressions 
P1 — P> dans la zone d'écoulement entre les points 1 et 2. Notons que 
cette chute de pression n’est pas connue à l’avance et on la détermine 
d'après l'expression (VIII.17). Comme vitesse caractéristique pre- 
nons v.; alors, en vertu de (VIII.17), nous obtiendrons l'expression 


— 2 ‘x \2 2 = 
Eu= Re (zu —2s41) + (2) —1+ 2 Av (VIIL.79) 


d’où il suit que dans le cas donné le nombre d’Euler dépend des nom- 
bres Re et Fret, par conséquent, le facteur Eu n'est pas déterminant. 
La même chose a également lieu lors du mouvement sans décollement 
d’un corps dans un fluide, quand les pressions dépendent des nombres 
Fret Re et ne peuvent être données à l’avance. 

On sait que l’image de la cavitation se détermine par deux fac- 
teurs : la pression statique d’un milieu non perturbé p, et la pression 
des vapeurs saturées p.. Etant donné qu’en mouvement d’un corps 
ces valeurs sont données d'avance, il est tout à fait naturel de prendre 
pour pression caractéristique, intervenant dans le processus de la 
cavitation, la différence po — p, = P. Pour vitesse caractéristique 
on prend la vitesse du mouvement du corps w. 

Le nombre d’Euler composé de ces grandeurs est dit nombre de 
cavitation %* 

Po — Ps 
= (VIIT.80) 


2 
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Dans le modelage des écoulements avec cavitation, on doit obli- 
gatoirement observer l'égalité des nombres de cavitation x, = Xms 
car seulement dans ce cas sera observée la condition de similitude 
géométrique des cavernes de cavitation. 

La condition de Weber We — o/puL traduit le rapport des for- 
ces de tension superficielle aux forces d'inertie. Déterminons la pos- 
sibilité de modelage suivant le nombre de Weber. 

La liaison entre les coefficients de la tension superficielle (p, — 


= Pm) est 


og Pat 1, 1 
mp, KP RKE , (VIIE.61) 


d’où l’on voit que pour l'égalité des nombres de Weber il faut que le 
coefficient de la tension superficielle du fluide maquette soit de beau- 
coup inférieur à celui du fluide prototype. D'ordinaire, ces essais s'ef- 
fectuent dans des fluides identiques (eau) d’où il suit que la condition 
de Weber est techniquement irréalisable. 

De cette façon, tous les essais relatifs à la formation des embruns, 
à la décomposition des jets ne sont pas identiques aux conditions 
naturelles. 

Dans tous les cas où il s’avère techniquement impossible d'ob- 
server l’égalité imposée par quelque condition de similitude, il appa- 
raît le danger de ce que l’on appelle effet d'échelle, c’est-à-dire la 
non-correspondance des caractéristiques hydrodynamiques de la 
maquette et du prototype. Ainsi, par exemple, si les nombres de Rey- 
nolds de la maquette et du prototype ne sont pas égaux, on dit qu’il 
y a effet d'échelle relatif au nombre de Reynolds. Dans ces cas les 
forces de viscosité sur la maquette et sur le prototype ne sont pas sem- 
blables. 

Les cas ne sont pas rares où la variation dans de très larges limites 
d'un critère de similitude quelconque n'’entraîne pratiquement pas 
la variation du coefficient de la force hydrodynamique ou d’une de 
ses composantes. Ce phénomène s'appelle automodelage. On dit 
alors qu’il y a l’automodelage du coefficient de la force hydrody- 
namique suivant telle ou telle condition de similitude (celles de Re, 
Fr, etc.). 

Dans l’automodelage, malgré la différence entre les grandeurs 
des conditions de similitude de la maquette et du prototype, les coef- 
ficients des forces hydrodynamiques sont identiques. 

Les mouvements d’un fluide représentant un intérêt pratique sont 
ordinairement liés à l’action non de deux forces, ce qui correspond au 
modelage suivant une condition de similitude, mais d’un plus grand 
nombre de ces forces. Ceci oblige d’établir des conditions de mode- 
lage commun pour les deux conditions de similitude. 

Examinons le modelage commun suivant les conditions de Frou- 
de et de Reynolds pour le mouvement d’un corps à la vitesse constante 
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dans un fluide visqueux sans cavitation, dans les conditions d’une 
houle forte. De tels processus sont reproduits, lors des essais, par exem- 
ple, d'une maquette de navire, dans un bassin d'essais hydrodyna- 
miques. En utilisant les résultats précédents, nous trouvons la rela- 
tion entre les vitesses de la maquette et du prototype tout en obser- 
vant l'égalité des nombres de Froude et de Reynolds 

v | 

pour Frp—=Frm Dom = 7x : | 
(VIIL.82) 

pour Re, = Ren Vom = Vop— k. | 
p 


En résolvant conjointement ces équations, étant donné qu'évi- 
demment la vitesse de la maquette v,, dans un même essai doit être 
identique, nous obtenons la relation entre les coefficients de la vis- 
cosité cinématique du fluide de la maquette et du prototype 


Vo = VpT - (VIIL.83) 


L'observation de la condition (VIII.83) entraîne immédiatement 
l'observation de l'égalité des nombres de Froude et de Reynolds. 
Elucidons la possibilité de réalisation de cette égalité. Soit 4 — 25, 
k15 — 125. Suivant (VIII.83), si le fluide pour la maquette était 
125 fois moins visqueux que le fluide réel, on aurait une observation 
simultanée des conditions de Fr et de Re. En somme, la similitude 
simultanée nécessite que la viscosité cinématique pour la maquette 
soit de deux ordres inférieure à celle de l’eau. Or il n'existe pas de 
fluide à viscosité si faible. 

En cas de fluides identiques, ce qui a pratiquement lieu lors des 
essais dans un bassin d’essais, l’observation de la similitude, suivant 
les nombres de Froude et de Reynolds, amène à des conditions contra- 
dictoires 


d’après Froude Com < Vop | (VIIL.84) 


d'après Reynolds vom > Vops 


d'où il suit qu'il est beaucoup plus simple d’assurer l'égalité des 
nombres de Froude. En ce qui concerne l’observation de la condi- 
tion de Re, il est techniquement irréalisable. Pour cette raison, 
lorsqu'on effectue de tels essais, on n’observe la condition de simili- 
tude que suivant les nombres de Froude. 

On appelle similitude restreinte lorsqu'on n’observe qu'une con- 
dition de similitude, l’autre, ou les autres conditions, étant technique- 
ment irréalisable. 

Dans tous les cas de réalisation d’essais suivant les nombres de 
Fret de Re (pour des fluides identiques), où on n’observe qu’une si- 
militude restreinte, il y a similitude des images de la houle et des 
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forces composantes de nature houleuse. Comme les forces de visco- 
sité ne sont pas semblables, il y a l'éventualité de l'apparition de 
l'effet d'échelle suivant le nombre de Reynolds. 

Etudions les possibilités d'observation simultanée des conditions 
de similitude de Sh, Fret Re qui interviennent lors de la simulation 
des phénomènes variables dans un fluide visqueux accompagnés 
d’une formation intense de la houle. Tel est le cas, par exemple, du 
ballottement d'un navire sur la surface d’un liquide (houleuse ou 
tranquille). 

Par des raisonnements analogues à ceux énoncés ci-dessus, il 
est facile de montrer que la condition de similitude de Reynolds 
n’est notoirement pas remplie, et de plus Re, > Re. Elucidons la 
possibilité de réalisation conjointe des conditions de similitude sui- 
vant les nombres de Fr et de Sh 


Cop } 
VE 


Th 1 


pour Frp=Frm Vom= 


k e 


En résolvant conjointement ces équations, nous trouvons la rela- 
tion entre les périodes caractéristiques 


T _— 
= VE. (VIIL.85) 
m 


D'où l’on voit que le rapport des périodes d’oscillations du pro- 
totype et de la maquette est égal à la racine carrée de l'échelle de si- 
militude, Tn << Th, ce qu'il est très facile de réaliser au cours des 
essais Sur maquettes. 

Ainsi. le modelage des mouvements variables, compte tenu de la 
houle, est techniquement réalisable. 

D'après ce qui venait d’être dit ci-dessus, on peut conclure que 
lors d’une simulation complexe avec prise en compte des forces de 
différentes catégories, il est toujours possible d'assurer l’observation 
de l’égalité seulement de certaines conditions de similitude ; la simi- 
litude suivant d’autres conditions (suivant le nombre de Reynolds et 
le nombre de Weber) est pratiquement irréalisable. 

Etant donné que dans ces cas il y a presque toujours une simili- 
tude restreinte, la possibilité de transposer directement au prototype 
les coefficients établis sur les maquettes est exclue. Physiquement, 
cela est conditionné par le fait que lors de la variation de l’échelle 
d’un phénomène quelconque les différentes catégories de forces varient 
suivant des lois différentes. En partant des considérations théoriques, 
il est indispensable de transposer les données expérimentales de la 
maquette au prototype. 
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CHAPITRE IX 


ÉCOULEMENTS TURBULENTS 
D'UN FLUIDE 


$ 48 CARACTÉRISTIQUES GÉNÉRALES 
DES ÉCOULEMENTS TURBULENTS 


L'étude des écoulements de fluides visqueux montre que le ré- 
gime de l'écoulement laminaire se conserve seulement pour des nom- 
bres de Reynolds relativement petits et avec leur accroissement 
il passe en régime turbulent. En écoulement turbulent, la valeur de 
la vitesse en chaque point de l’espace subit des variations continues, 
ce qui témoigne d’un mélange désordonné des masses de fluide ; au 
cours de ce mélange, des particules de fluide se déplacent suivant des 
trajectoires très complexes, mais en moyenne le mouvement de 
différentes particules s'effectue en direction de l'écoulement. Cette 
particularité du mouvement des particules en écoulement turbulent 
présente de grandes difficultés dans son étude et oblige à se servir 
dans la construction de la théorie des écoulements turbulents des 
moyennes des grandeurs étudiées. 

Il est très commode d'observer le passage de l'écoulement lami- 
naire à l'écoulement turbulent dans les conduites rectilignes et dans 
les canaux. Considérons plus en détail ce cas bien connu. Dans une 
conduite longue et droite de section constante chaque particule fluide 
se déplace pour de faibles nombres de Reynolds suivant une trajec- 
toire rectiligne ; l'écoulement s'effectue d’une façon ordonnée sous 
la forme de couches se déplaçant l’une par rapport à l’autre (courant 
laminaire). Cependant, l'observation montre qu'avec l’augmentation 
du nombre de Reynolds, cet écoulement se transforme brusquement 
en écoulement désordonné avec un fort mélange dans le sens transver- 
sal (écoulement turbulent). 

Ces deux formes d’écoulements peuvent être rendues visibles si 
l’on introduit dans l’écoulement un filet de fluide coloré (expérience 
de Reynolds). En augmentant la vitesse du fluide en écoulement dans 
an tuyau, on peut remarquer comme un filet rectiligne coloré devient 
sinueux, oscillant. Progressivement, le nombre et l'amplitude des 
oscillations augmentent et ceci continue jusqu’à ce que le filet ne se 
dégrade en petits filets qui se mélangent irrégulièrement entre eux. 
Enfin, ces filets se dissipent et colorent presque régulièrement tout 
le fluide se déplaçant dans un tuyau. Ceci montre qu’en écoulement 
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turbulent, le mouvement principal du fluide, s’effectuant dans la 
direction de l’axe du tuyau, est superposé par des mouvements trans- 
versaux. 

A la suite d’un tel mélange il se produit un échange de la quantité 
de mouvement dans la direction transversale, tandis que dans la 
direction longitudinale chaque particule conserve en général sa quan- 
tité de mouvement. Ceci conduit à ce que la distribution des vitesses 
suivant la section transversale du tuyau en écoulement turbulent 
s'effectue beaucoup plus régulièrement qu’en écoulement laminaire. 
La fig. [X.1 montre les distributions des vitesses mesurées expéri- 
mentalement pour les écoulements laminaire (a) et turbulent (b) 
dans un tuyau. Comme on le voit 
sur la figure, en écoulement lami- 


naire, la distribution des vitesses | RSS 
suivant la section transversale est 
parabolique, et en écoulement lami- —7 + 


naire, par suite d’un échange de la a 
quantité de mouvement, elle s’ap- << 
platit fortement. 

Le passage d’un régime lami- Fig. IX. 
naire à un régime turbulent est lié 
à une perte de la stabilité de l'écoulement laminaire, et pour cette 
raison le début de ce passage dépend en grande partie aussi bien de 
la structure de l’écoulement, c’est-à-dire de la loi de distribution des 
vitesses et des pressions, que de l'intensité et de la fréquence de ses 
perturbations. qui provoquent la turbulence de l’écoulement. En 
éliminant artificiellement les causes possibles de l’apparition des 
perturbations, on peut retarder le passage à l'écoulement turbulent 
jusqu'à des vitesses relativement élevées ; en même temps, aux faibles 
vitesses, le mouvement est stable par rapport à n'importe quelles 
perturbations. 

Parmi les critères les plus importants de passage de l’écoulement 
laminaire à l’écoulement turbulent est le nombre de Reynolds; le 
nombre Re pour lequel a lieu la perte de la stabilité de l'écoulement, 
c'est-à-dire le passage à un régime turbulent, est dit critique. 

Etudions d’abord les particularités et les caractéristiques des écou- 
lements turbulents, étant donné qu'ils sont en grande partie communs 
pour les problèmes intérieur et extérieur de la mécanique des 
fluides. 

La particularité principale des écoulements turbulents consiste 
en ce qu'ils sont non permanents et leurs vitesses en des différents 
points fixes de l’espace changent sans cesse leur valeur et direction. 
De ce fait, lorsqu'on étudie des écoulements turbulents, il est plus 
commode d'examiner en un point donné de l’espace non les vitesses 
instantanées qui varient en changeant sans cesse, mais leurs valeurs 
moyennes en calculant ces valeurs d’après les mesures des vitesses 
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instantanées effectuées pendant une durée assez longue T7 dite durée 
de la médiation. 

La moyenne de la vitesse par rapport au temps peut être calculée 
suivant les formules simples : 


T T T 
: j vx dt : À Vy dt h À L, dt 
De, D, D, (IN) 


où le trait est le symbole de la moyenne par rapport au temps. 

Les valeurs instantanées des vitesses de l’écoulement turbulent 
en un point donné de l’espace peuvent être représentées sous la forme 
des sommes 


x = Ux + Vs Vy = Vy + Vip VU; + Vi, (IX .2) 


où Lz,, U,, LV: Sont des variations instantanées de la vitesse par rapport 
à la vitesse moyenne de l'écoulement turbulent. Ces variations s’ap- 
pellent vitesses de pulsation. Ce moyen de calcul de la moyenne est 
applicable non seulement aux vitesses, mais aussi aux contraintes 
des forces hydrodynamiques dans un écoulement turbulent, qui chan- 
gent leur valeur suivant la variation du champ des vitesses. 

Le principe de la médiation des écoulements turbulents est du 
point de vue cinématique équivalent à une division de l'écoulement 
turbulent en deux écoulements superposés: écoulement moyen et 
écoulement pulsatoire. 

Si dans un point donné de l'écoulement turbulent, entre les pul- 


sations des projections de la vitesse a lieu une relation v£ = vf = 


= v, alors la turbulence de cet écoulement est dite isotrope, c'est-à- 
dire indépendante de la direction, et si cette condition est observée 
en tous les points de l’écoulement, elleest dite encore homogène. 
Au fur et à mesure du rapprochement des parois de l'écoulement, la 
turbulence devient de plus en plus anisotrope. 

Le degré de turbulence d’un écoulement est caractérisé par la 


valeur 
e— V 0. (IX.3) 
U 


Physiquement, la valeur € représente la racine carrée du rapport 
des énergies cinétiques des écoulements moyen et pulsatoire. Cette 
grandeur s'exprime en pour cent et, par exemple, pour les écoule- 
ments dans des souffleries aérodynamiques de construction ancienne 
elle est d'environ 1,0-0,75%, pour les souffleries modernes à faible 
turbulence jusqu’à 0,02 % et en atmosphère libre —0,03 %. 

La liaison entre les vitesses de pulsation aux différents points À 
et B de l’écoulement turbulent s'établit et est évaluée à l’aide de la 
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quantité 
Dix = vi Un, (IX.4) 


où à et k sont les directions des axes de coordonnées. 

En l’absence de la liaison statistique entre les pulsations des pro- 
jections des vitesses, le moment de liaison est nul. 

On appelle le coefficient de corrélation À la grandeur qui établit 
la liaison entre les pulsations de la 


vitesse aux points À et B 7 
R = IP UX5) ANRT 
 VRVT ° UMR ARERUNEE 
V EP" AE 
, .. 80 40 0 40 89y,mr: 
En l'absence de la liaison entre | | 
les pulsations de la vitesse, R — 0 Fig. 1X.2 


et lors de la corrélation totale, R — 1. 
En cas d’une turbulence homogène de l'écoulement, V v£ — 


= Vr $ ‘A'B, D'après les données expé 
— V vx et, par conséquent, R — ——-: ! apres !eS aonnees expe- 


c”* 
rimentales concernant la mesure des vitesses en différents points de 
l'écoulement, on peut construire le graphique À = f (y) représenté 
sur la fig. IX.2. 
On appelle échelle de turbulence Z la grandeur 


L= | Rdy 
0 


qui a une dimension de la longueur et caractérise le degré de liaison 
de la turbulence de l'écoulement. Dans les souffleries aérodynamiques, 
l'échelle de turbulence augmente derrière le filtre du collecteur vers 
le bas suivant l'écoulement, tandis que le degré de turbulence £ 
diminue. 

Des écoulements homogènes faiblement turbulents sont créés 
dans les souffleries aérod ynamiques au moyen de filtres avec des mail- 
les de différentes dimensions, qui brisent les gros tourbillons. La dis- 
persion des tourbillons s’effectue d'autant plus vite que leurs dimen- 
sions sont plus petites; par conséquent, les grilles accélèrent la dif- 
fusion des tourbillons diminuant ainsi le degré de turbulence de 
l'écoulement dans la chambre d'expérience. A l’égalisation de la 
structure de l’écoulement contribue également l'emploi d’ajutages 
convergents placés devant la chambre d'expérience de la soufflerie. 

Les fluctuations des vitesses dans les écoulements d'air sont 
mesurées à l’aide d’anémomètres à fil chaud ; ces mesures permettent 
de calculer les grandeurs & et À, par conséquent, de déterminer 
l'échelle de turbulence Z pour comparer les turbulences dans les 
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écoulements de différentes installations et sur les constructions 
à étudier. 

La fig. IX.3 montre les oscillogrammes de variations de la vitesse 
en différents points de l'écoulement en avant d’une plaque baignée 
par un fluide et à l’intérieur de sa couche limite. Ces données ont 
été obtenues lorsque les anémomètres à fil chaud étaient immobiles 
et la vitesse moyenne de l'écoulement était de 15 m/s. 

L'oscillogramme 1 montre des fluctuations de la vitesse dans 
l'écoulement extérieur d'amplitude extrêmement faible, ne dépassant 
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Fig. IX.3 


pas 0,5 % de la vitesse à l'infini et de plus, leur fréquence, à en 
juger par l'échelle de temps, est grande. Cet oscillogramme donne 
une idée générale sur l'écoulement turbulent établi dans une souffle- 
rie aérodynamique. Pour une précision quelque peu moindre de 
l'appareil de mesure, les fluctuations de la vitesse resteraient ina- 
perçues et l'écoulement dans la soufflerie pourrait être appelé 
stationnaire. 

L'oscillogramme 2 se rapporte au point de la couche limite 
distant de 20 cm du bord avant de la plaque. Sur le bord même il se 
forme des perturbations (du type tourbillonnaire) ; elles sont inten- 
ses, mais, en se déplaçant le long de la couche frontière qui est dans 
cette région stable et laminaire, elles s’ammortissent rapidement ; ces 
fluctuations d’une fréquence relativement faible et d’un caractère 
assez régulier rappellent de faibles variations de l’écoulement au 
voisinage d’un mouvement stable. Ceci est justifié par l’oscillogram- 
me 3 enregistré par l'appareil placé dans la couche limite à 50 cm 
du nez de la plaque. Les perturbations provoquées sur le bord d’at- 
taque sont amorties, seules parviennent parfois quelques pertur- 
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bations de très forte intensité qui ne change pourtant pas le caractè- 
re laminaire de la couche limite. Ces perturbations marquent le 
début de la perte de stabilité, étant donné que l’oscillogramme 4 en- 
registré au point placé à une distance de 60 cm du bord d'attaque 
a déjà un caractère transitoire. L'oscillogramme 5, enregistré à une 
distance supérieure à 100 cm du bord d'attaque fournit une image de 
pulsations typiquement turbulente d’une grande fréquence et 
d’une intensité assez élevée (—3-4 %). 


$ 49. ÉQUATIONS DU MOUVEMENT DES ÉCOULEMENTS 
TURBULENTS 


Les équations de la dynamique des fluides visqueux peuvent 
ètre transformées de manière qu’elles soient valables pour des 
écoulements moyens par rapport au temps. Cette transformation 
s'effectue par remplacement des valeurs instantanées des vitesses 
et des contraintes des forces hydrodynamiques, figurant dans les 
équations initiales de Navier-Stokes, par leurs valeurs moyennes et 
pulsatoires dans un écoulement turbulent et une médiation ultérieure 
des équations obtenues par rapport au temps. 

Examinons l'équation de la dynamique des fluides visqueux 
(1.41) en projection sur l’axe des x en écrivant son deuxième membre 
en les contraintes 


av dv dv dv 
HF Vx > + Uy y TV = 


D { 9Pxrx ÊTxi … 
=F,+ (Ts + + SE) (IX.6) 


La somme de trois termes qui font partie du premier membre de 
cette équation, pour simplifier les calculs ultérieurs, peut être 
transformée de la manière suivante: 


ov où = 
Ur ee + Uy 5e D TV — 2 (vv.) + uv) + + — (V:v2). 


La validité d'une telle transformation devient évidente, si l’on 
tient compte que suivant l'équation de la continuité 


vs ($E+ + SE) 0. 


L'équation (1X.6) est valable en mouvement turbulent pour les 
valeurs instantanées des vitesses et des contraintes. Introduisons dans 
celle-ci les expressions de ces grandeurs 


= Ve + Ux ; Uy=Uy +ly; V: = 0, kv:; 


Pzex = Pxrx + Pxxr Tey = Ty + Trys Tir — Tir + Tize 
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Pour effectuer la médiation des deux membres de l’équation 
(IX.6) par rapport au temps, examinons les conditions de la média- 
tion par rapport à un certain intervalle de temps, utilisées en son 
temps par Reynolds. La condition (IX.1) pour une quantité pulsatoi- 
re aléatoire @ (x, y, z, t) s’écrira comme une intégrale moyenne ordi- 
naire 


T 

— 1 r" 

Pr y at)=+ | (x, y,2,t)dt. (IX.7) 
0 


De plus on suppose la durée de la médiation 7 telle que l’amortis- 
sement par rapport au temps conduise à une grandeur moyenne qui ne 
change plus à un second amortissement. Ceci peut s’écrire ainsi 


p=. (IX.8) 


Dans les cas où après la médiation (I1X.7), effectuée en un point 
donné aux différents instants, on obtient des valeurs identiques de , 
l'écoulement moyen peut être considéré comme stationnaire et l’écou- 
lement turbulent lui-même sera dit quasi stationnaire. Dans ce qui 
suit nous n’étudierons que les écoulements turbulents. 

L'hypothèse (1X.8) est équivalente à la nullité des valeurs moyen- 


nes des pulsations de la quantité œ, qui sont égales à ®” — @ — ®. 
En effet, la condition ([IX.8) donne 


p—p—p=0. (IX.9) 

Pour un mouvement turbulent quasi stationnaire est la fonc- 
tion seulement des coordonnées. Pour cette raison, si l’on a encore 
une fonction pulsante 1, la moyenne par rapport au temps du pro- 


duit mp peut s'écrire sous la forme 


Dh = VV, ([X.10) 


étant donné qu’en substituant la fonction op dans (IX.7), la gran- 
deur q peut être sortie de sous le signe de l'intégrale. 

La valeur moyenne de la dérivée d’une certaine fonction par 
rapport à une coordonnée est égale à la dérivée de la valeur moyenne 
de cette fonction par rapport à cette même coordonnée, car la déri- 
vation par rapport à la coordonnée et l'intégration sur le temps sont 
indépendantes. Ainsi 

og _ dy - 
= Z - (IX.11) 

Cette propriété s'étend également à la dérivée par rapport au 

temps. En effet, suivant la formule de dérivation de l'intégrale avec 
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des limites variables nous aurons 
dp É c p) Ce 
1 
R=TT | p(x, y,2, d=+ + | p(z, y,2.t)dt— 
0 Û 


1 
Fee v.2 T)—@(e, 0,2, = [#4 | 
0 
d'où 


ôp _ de . 
x * (IX.12) 


Maintenant, en tenant compte de (1X.12) et de (1X.11), effectuons 
l'opération de la médiation des deux membres de l'équation (IX.6) 


dx 


= + D + y + A = Fr, ++ (< Pxx + ue + ee) | (IX 13) 


Examinons ls valeurs moyennes des produits des projections de 
la vitesse, figurant dans l'équation (1X.13). 
En utilisant (1X.2) ainsi que la relation ([X.10), nous pouvons 
écrire 
VU x = (Ux + Ur) (Ur + Ur) = VU + ax US — 
= VxUz + 2ViUx + Vaux ; 
VUy = (Ux + Ve) (0y + 0) = va y + VsUy + Vu + Vly = 
= VU y + VU + Vuls À Urly ; 
Val = (0x + Ur) (0: + Vi) = v,v. VU: + vus + vw: — 
= Vlr Ur: H ViUx + VV, 


d’où, suivant la relation (IX.9), nous aurons 


Urlx = Ux + Vxlx : 
UxVy = Vrly + Uxly ; 


Val = Url: + Url: 


et 
Pxx = Tyx = T:x = 0. 
En définitive, après substitution de ces expressions dans l’équa- 
tion (IX. a il vient 


de x L © e (LU) + — (dy) + = (uv ) + _ (uzve) + _ (vLv,) < + 


on) = F.+— 1 (DPes + ue + de Os Je  (IX.14) 
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En tenant compte de ce qu’un écoulement turbulent moyen doit 
satisfaire à l'équation de la continuité 


du: | 
+= + Le Fi 


nous obtiendrons en iransférant les trois termes du premier membre 
de (1X.14) dans le deuxième et en groupant les dérivées 


dv. êv. — dv. > 1 d ,— +, ., 
RE + v Vx = EH Un ee + Ve dz = F, + [5 (Pex— poavE) + 


dv 


0 ,— 7, dd  ,— TT = 
HE (Tux — PURV) + 2 (Tsx — poavE) | (IX .15) 


Cette équation montre que dans un écoulement turbulent moyen, 
aux contraintes de viscosité ordinaires s'ajoutent les contraintes qui 
dépendent des fluctuations de la vitesse. Ces termes s'appellent 
contraintes turbulentes, qui sont absentes dans l’écoulement lami- 
naire. La cause physique de leur apparition est liée à un échange 
de la quantité de mouvement entre les différentes portions de l’écou- 
lement turbulent, dû à un mélange des particules ; le transfert de la 
quantité de mouvement provoque un ralentissement ou une accélé- 
ration supplémentaire des masses particulières du fluide, c’est-à- 
dire l’apparition de contraintes turbulentes. 

Analogiquement, on peut transformer les équations de la dynami- 
que des fluides visqueux en projections sur les axes des y et z. 

L'ensemble des contraintes normales et tangentielles de turbu- 
lence constitue, analogiquement aux contraintes de viscosité, une 
matrice symétrique des contraintes de turbulence 


— PUxUy — PUyUy — PUY 


— Pl: — PUyU: — PV: 


Pour le cas le plus simple de l'écoulement plan turbulent s’écou- 
lant le long de l’axe des x, on peut écrire 


Tu DE — pb = ui FE + Tt; (IX.16) 
c'est-à-dire la contrainte tangentielle totale sur une aire parallèle 
à l’axe des x se compose de deux termes. 

Le premier terme correspond aux contraintes de viscosité tangen- 
tielles, déterminées suivant l'hypothèse de Newton, le second 7: 
aux contraintes de turbulence. Ainsi, dans les équations du mouve- 
ment sont apparues six nouvelles grandeurs inconnues des contrain- 
tes de turbulence; pour les calculer il faut déterminer la liaison entre 
les vitesses pulsaloires et moyennes dans un écoulement turbulent. 
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Cette liaison est déterminée par les théories de la turbulence basées 
sur des hypothèses physiques plus ou moins simples relatives au 
caractère de la turbulence. Cependant, toutes ces théories sont 
à présent semi-empiriques, car pour l'obtention de valeurs numéri- 
ques concrètes, il est indispensable de connaître certaines grandeurs 
déterminées par les expériences. 

Si l’on représente les contraintes de turbulence par analogie avec 
la loi de Newton comme 
dr 
dy ? 


= —QU;Uy —= À 


la grandeur À dans cette formule peut être considérée comme un 
coefficient de la « viscosité turbulente » provoquée par un transfert 
macroscopique de la quantité de mouvement des volumes finis de 
fluide. dû aux fluctuations transversales de la vitesse. Si l’on suppose 
pour le cas du mouvement dans un tuyau plat que la grandeur A soit 
constante suivant la section du tuyau, et on la détermine d’après 
la résistance mesurée du tuyau, il s’avérera qu’elle dépasse des 
dizaines de milliers de fois la valeur du coefficient de la viscosité 
moléculaire u. Suivant l'expression imagée de I. Kibel, le coefficient. 
de la viscosité turbulente de l’air se trouve égal au coefficient de la 
viscosité moléculaire ordinaire d’un sirop, et le coefficient cinéma- 


tique correspondant de la viscosité turbulente e* — £ au coefficient 


cinématique de la viscosité moléculaire d’un cirage à chaussures. 

Cependant, comme le montrent des mesures, le coefficient de la 
viscosité turbulente n'est pas constant, il change fortement suivant 
la section du tuyau ou de la couche frontière de très faibles valeurs 
au voisinage immédiat de la paroi jusqu'à un certain maximum envi- 
ron à la moitié du rayon du tuyau et ensuite atteint à nouveau son 
minimum sur l’axe du tuyau. 


$ 50. HYPOTHÈSES PRINCIPALES PERMETTANT 
D'EXPRIMER LES CONTRAINTES 
DE TURBULENCE EN FONCTION DES VITESSES MOYENNES 


DE L'ÉCOULEMENT 


La solution du problème relatif au calcul des caractéristiques 
d’un écoulement plan turbulent présente un intérèt particulier du 
point de vue des calculs du mouvement d’un fluide dans les con- 
duites et de l'étude de l'écoulement autour des corps. À titre d’un 
exemple simple, considérons l'écoulement turbulent plan dont les 
vitesses moyennes sont dirigées le long d’une paroi plane horizontale. 
Dans ce cas le valeur moyenne dans le temps de la pression dans l'écou- 
lement est constante et les accélérations moyennes des particules 
sont nulles. 
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En examinant les forces agissant sur un volume élémentaire ayant 
la forme d’un parallélépipède rectangle, placé dans l'écoulement le 
long de la paroi, et en tenant compte de la constance des pressions et de 
l’absence des accélérations, nous arrivons à la conclusion que 7, 
c’est-à-dire la contrainte moyenne dans le temps des forces tangen- 
tielles, est constante en travers de l’écoulement. Il faut remarquer 
que les conditions de l'écoulement du fluide dans la couche limite, 
par exemple le long de la plaque, diffèrent de celles adoptées ci-dessus 
par la présence des accélérations des particules, et donc dans ce cas 
l'hypothèse sur la constance de + suivant la section n'est pas justi- 
fiée. Suivant les hypothèses faites sur les valeurs instantanées des 
vitesses dans l'écoulement considéré, nous obtenons les formules 
suivantes : 


Ve = Ux + Ux ; 


Vy = Vye 


En plus du mouvement effectué le long de la paroi, les particules 
fluides, par suite d’un mélange turbulent, se déplacent également 
transversalement. Pour exprimer les vitesses pulsatoires d’un écou- 
lement en fonction des valeurs moyennes des vitesses, supposons 
que les particules séparées du fluide en se déplaçant transversalement 
à l'écoulement conservent sur une certaine distance de parcours la 


valeur moyenne de la vitesse v, correspondant à un point à partir 
duquel elles ont commencé leur mouvement. La valeur de ce dépla- 
cement transversal des particules L,s jouant le même rôle que la 


longueur du parcours libre des molécules en mouvement thermique, 
est caractéristique pour le point donné de l’écoulement turbulent. 
En se déplaçant à travers l’écoulement à une distance Lo la 


particule de fluide arrive dans une zone de l'écoulement où la valeur 
moyenne de la vitesse est égale à v, + Av,, la valeur de l’accrois- 


sement de la vitesse Av, pouvant être, par suite de la petitesse du 
segment % , Calculée suivant la formule 


Ayant une vitesse moyenne v,, la particule fluide, en se dépla- 
çant en un point de l’espace où la vitesse moyenne est v, + Av. pro- 


voque en ce point une baisse provisoire de la vitesse, égale à Av. 
ce qui sera enregistré par l’appareil comme une pulsation instanta- 
née. Ainsi on peut supposer que 


73 — dv, r 4e 
V VS = AVR = le TE . (IX.17) 
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Si l’on suppose encore que 


Vo = y (IX.18) 


et si l’on utilise l’expression du coefficient de corrélation en un même 
point 


(IX.19) 


l'expression du module de la: contrainte tangentielle turbulente 
peut être écrite, en vertu de (I1X.19), (1X.17) et (1X.18), sous la 
forme suivante : 


[Te [=puv,=pRloloy (Se) pr TE |. (IX.20) 


= Rlloy- 


La grandeur /, appelée longueur de mélange, caractérise l'échelle 
de la turbulence en un point donné et, généralement parlant, dépend 
de ses coordonnées. 

Afin que la formule (1X.20), proposée par Prandtl, détermine non 
seulement la valeur absolue de la contrainte turbulente tangentielle, 
mais aussi le signe, elle doit avoir le même signe que la dérivée de la 
vitesse suivant la coordonnée, c’est-à-dire que la formule (1X.20) 
doit étre récrite sous la forme 


n=pe| es |. (IX.21) 


Pour l’utilisation pratique de cette formule, il est indispensable 
de faire des hypothèses supplémentaires qui permettraient de déter- 
miner le facteur inconnu /. La plus simple est l'hypothèse de Prandtl, 
suivant laquelle on prend la grandeur ! proportionnelle à la distance 
du point donné de l'écoulement à la paroi, c'est-à-dire 


L—%xy, (IX.22) 


où x est un certain nombre constant. Physiquement, cette hypothèse 
signifie que le degré de liberté des particules de fluide dans la direc- 
tion transversale augmente au fur et à mesure qu'on s’éloigne de la 
paroi. 

En tenant compte de ce fait, la valeur absolue de 7 se détermine 
ainsi : 


a [ dx \2 
[np (SE) | (IX.23) 


La théorie exposée ne détermine pas la constante %x, et pour 
l'obtenir. il faut effectuer des expériences sur l’étude du champ des 
vitesses d'un écoulement turbulent. 
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Cependant, les expériences montrent qu’au voisinage de la fron- 
tière extérieure de la couche limite la longueur du parcours cesse 
pratiquement de dépendre de la coordonnée transversale, c’est-à- 
dire dans cette région 


L(y) & const. (IX.24) 


Dans les écoulements turbulents libres à filets, le parcours de 
mélange est également admis constant à travers le filet et pro- 
portionnel à la largeur 6 de la zone, c’est-à-dire 


L(z)—=Bô (x), (IX.25) 


où le coefficient de proportionnalité B est déterminé par l’expé- 
rience. 

De cette façon, l'écoulement dans la partie extérieure de la couche 
limite turbulente a beaucoup de traits communs avec l'écoulement 
dans les filets turbulents. 

Le dépouillement des expériences de Nikouradzé a montré que 
la meilleure concordance avec l’expérience effectuée dans des tuyaux 
cylindriques s’obtient pour la distribution suivante de la longueur 
du parcours de mélange suivant la normale à la paroi 


I=r0[ 0,14— 0,08 (1 — 1)" —0,06 (1 —+)] , (IX.26) 


où r, est le rayon du tuyau (fig. IX.1). La formule (I1X.26) peut être 
considérée comme une formule d’interpolation entre les expressions 
(IX.22) pour / au voisinage de la paroi et ([X.24) au centre du tuyau 
(près de la frontière extérieure de la couche limite). En effet, pour 


Fe & 1 elle prend la forme / Æ O,4y et pour F — 1, elle se transfor- 


me en relation / & 0;,14r,. 

Passons à l’examen de la loi de distribution des vitesses moyen- 
nes pour le cas où la grandeur test constante à travers l'écoulement. 
c'est-à-dire T — To, où To est la contrainte de frottement au voisi- 
nage de la paroi. Introduisons une nouvelle grandeur 


=) D (IX.27) 


qui, possédant la dimension de la vitesse, caractérise la contrainte 
de frottement au voisinage des parois, rapportée à la masse volumi- 
que du fluide. Alors, en négligeant les contraintes tangentielles de 
viscosité, c’est-à-dire en posant T — 7, on peut obtenir, d’après 
(IX.23), l'équation différentielle suivante: 


du, u* 
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En tenant compte de ce qu'à travers l'écoulement v* est une gran- 
deur constante et en intégrant cette équation, nous trouvons 


Ve = In y + In Co, (IX.29) 


où Co est une constante. 

Pour la commodité d'utilisation, il est avantageux de représen- 
ter cette formule sous forme d’une relation sans dimensions. A cet 
effet, ajoutons et soustrayons du second membre le terme cons- 


v* v* . re v* uv s 
tant Lin — etensuite en désignant — Fin— + InCo = Cv*, où C est. 
une nouvelle constante, et en regroupant les termes, nous trouvons 


— u* v*y . - 
= In + Cv?. (IX .30) 


Etant donné que la grandeur v* a les dimensions de la vitesse, dans 
cette formule sous le signe du logarithme il se forme un paramètre 
sans dimensions, analogue par sa structure au nombre de Reynolds 
exprimé au moyen de la distance y du point donné de l’écoulement 
à la paroi. 

La relation obtenue montre que dans un écoulement plan turbu- 
lent il existe une région où la distribution des vitesses moyennes est 
régie par une loi logarithmique. Il est à noter que pour y — (0. 
c'est-à-dire au voisinage de la paroi, In 5 —+ — co, Ce qui ne 
permet pas d'utiliser la condition aux limites pour l’adhérence d'un 
fluide sur la paroi afin d'obtenir la constante C entrant dans la 
formule obtenue. Ceci s'explique par le fait qu’avec y — 0 et ! +0 
également, c’est-à-dire que dans cette région, la possibilité d’un 
mélange turbulent des particules du fluide est exclue. Par consé- 
quent, il y a lieu de supposer qu’au voisinage immédiat de la paroi. il 
doit se conserver un écoulement dont le caractère dépend uniquement 
de la viscosité du fluide. Au voisinage de la limite extérieure de cette 
région il se produit un passage continu de la loi logarithmique dans 
la zone turbulente extérieure à la loi de la distribution des vitesses 
dans une sous-couche visqueuse. 

Si l’on se sert de la conclusion précédente relative à la constance 
de la grandeur 7 également pour une sous-couche visqueuse, alors en 
utilisant la formule de Newton et en tenant compte de ce que dans 
cette région de l'écoulement T7; — 0, on peut écrire 


On en trouve une équation pour la détermination de la grandeur &., 


dre T 
dy [oi 
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suivant laquelle 
72 = y —— Ci, 


c'est-à-dire dans la sous-couche visqueuse est valable la loi linéaire 
de la distribution des vitesses. 

En utilisant la condition d’adhérence à la paroi, nous obtenons 
C; = 0; en introduisant le coefficient cinématique de la viscosité, 
on peut écrire 


(IX.34) 


Convenons de considérer comme la limite extérieure de la sous- 
couche l’ordonnée y — 6, et exigeons sur cette limite la continuité 
du passage des vitesses de la distribution linéaire dans la sous- 
couche visqueuse à la distribution logarithmique dans l'écoulement 
extérieur. Alors, en égalisant (1X.30) et (IX.31), nous obtenons une 
équation pour la détermination de la constante C 

v*ô] 4 v*ô] 


=. În —- 
V X v 


-C. (IX.32) 


Ainsi, la valeur de la constante C se trouve liée à un nouveau 
paramètre à, c'est-à-dire pour déterminer la grandeur € (ou ô;) 
aussi bien que pour trouver la constante %x, il est indispensable 
d'utiliser les données des expériences. 

En déduisant la loi logarithmique de la distribution des vitesses 
dans une zone turbulente de l’écoulement, nous avons entièrement 
négligé l'influence des forces de la viscosité, qui, en réalité, ne sont 
pas nulles dans cette zone. Pour évaluer l'erreur possible, essayons 
d'évaluer le rapport entre les contraintes tangentielles turbulentes et 
les contraintes de viscosité dans la zone turbulente de l'écoulement. 
Pour cela trouvons le rapport des valeurs mentionnées 


du, \2 dv. 
2 x 22 LX 
pl ( | X°y dy 


TT dy 
Tv dx V 
dy 
En tenant compte de la relation (IX.28), on peut écrire 
M __., y . 
Ty v 


Si les valeurs de y ne sont pas très petites, ce rapport, vu la peti- 
tesse de la grandeur v, s'avère être très grand et signifie que dans la 
zone turbulente de l'écoulement, tt à T%; dans la zone, où y est 
proche de Ô;, le rapport t::7, est petit et, par conséquent, dans cette 
zone de l'écoulement l'influence de la viscosité sur la loi de la dis- 
tribution des vitesses est importante. 
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Il est à noter que la formule (1X.30) permet de calculer le débit 
et d’autres caractéristiques intégrales de l'écoulement turbulent, 
car dans le calcul des intégrales correspondantes l'infini logarithmi- 
que est « faible » et assure leur valeur finie. 

La formule universelle (1X.30) peut être obtenue également pour 
des raisons de la détermination de la dimension. Suivant le schéma de 
l'écoulement à deux couches, admis dans les raisonnements ci-dessus 


pour y > à, le gradient de la vitesse moyenne dv,/dy ne doit pas 
dépendre de la viscosité, c'est-à-dire il ne doit dépendre que de 
To. bp et y. Comme il est facile de voir, avec ces paramètres on ne 
peut constituer qu'une seule combinaison 


ayant la dimension du gradient de la vitesse. On en déduit que pour 
y > , il doit se vérifier la relation (1X.28) obtenue précédemment 
pour d'autres raisons et qui conduit à la distribution des vites- 
ses ([X.30). 

La région du fluide où se vérifie la relation (1X.30) s'appelle 
couche limite logarithmique. Pour cette région, le profil logarith- 
mique de la distribution des vitesses est bien corroboré par de nom- 
breuses expériences et peut être considéré comme une loi. 

Mais alors, en partant de l’équation (1X.28), nous arrivons à la 
formule de Prandtl (1X.23) qui peut être considérée comme une loi 
pour la couche limite logarithmique. 
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CHAPITRE X 


PROBLÈME INTERNE DE LA MÉCANIQUE 
DES FLUIDES VISQUEUX 


$ 51. PROBLÈME UNIDIMENSIONNEL DE LA MÉCANIQUE 
DES FLUIDES VISQUEUX 


Les calculs des écoulements d’un fluide visqueux sont nécessités 
par la résolution d'un grand nombre de problèmes techniques impor- 
tants, se rapportant aussi bien au problème interne qu’au problème 
externe de la mécanique des fluides. Cependant, le caractère mathéma- 
tique compliqué des équations de Navier-Stokes ne permet générale- 
ment pas d'utiliser directement ces équations et d'obtenir des solu- 
tions désirées. Des difficultés supplémentaires apparaissent lorsque 
l'écoulement du fluide visqueux devient turbulent. 

Pour surmonter ces difficultés, on utilise différentes méthodes de 
simplification des problèmes examinés. Les simplifications concernant 
un problème interne se ramènent à l'introduction de la notion 
d'écoulements unidimensionnels. 

Dans le problème interne et surtout lorsqu'on étudie les écoule- 
ments dans les conduites, canaux, etc., une grande importance re- 
vient aux écoulements dits graduellement variés. Dans ces écoule- 
ments, les lignes de courant sont des lignes presque parallèles avec des 
courbures insignifiantes et les sections mouillées sont presque nor- 
males aux lignes de courant, la surface de la section mouillée va- 
riant graduellement le long de l'écoulement. 

Examinons quelques propriétés de tels écoulements, dont l'as- 
pect des lignes de courant reprend évidemment la forme de la fron- 
tière et peut être considéré comme connu. Supposons l'axe des zx 
dirigé le long des lignes de courant d’un tel écoulement, alors les 
axes des y et des z seront disposés dans le plan de la section mouillée. 
Dans ce cas les projections v, et v, de la vitesse sont pratiquement 
nulles et en vertu de l'équation de continuité 


de 
07 0, 


c'est-à-dire dans un tel écoulement la vitesse v — v, — f (y, 2). 
dvx 
dt 
— 0, nous trouvons que dans le cas examiné les éguations de Navier- 


En admettant le mouvement du fluide établi, c’est-à-dire 
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Stokes (VIII.12) prendront la forme 


1 op dv, (2 DR | 
XX dx | ( dy? + 52 )==0; | 
1 ôp - 
Fy—s y ’ | (X.1) 
p.120 | 
p dz J 


Les deux dernières équations se confondent complètement avec 
les équations correspondantes ([1.1) de l'équilibre d’un fluide au 
repos. Ceci montre que dans le plan de la section mouillée d'un 
mouvement graduellement varié d'un fluide visqueux les pressions 
sont distribuées suivant la loi de l'hydrostatique. Considérons la 
pression p en un point donné de l’écoulement comme la somme des 
pressions hydrostatique p. et de surcharge p, 


P=Pst+ Ps; 


alors en tenant compte que suivant les équations de la statique des 
fluides 


0x 


la première des équations (X.1) peut être écrite sous la forme sui- 
vante : 


Ô 
F, —— Pst — 0, 


1 dps de CE .. 
p dx =" dy? LT ) ‘ (A2) 

D'après cette équation, tous les écoulements graduellement variés 
du fluide visqueux peuvent être divisés en deux catégories principa- 
les: à surface libre et en charge. Dans les écoulements à surface 
libre 

dPs _ 

0x 
c’est-à-dire la pression de surcharge est constante le long de ceux-ci. 
A cette catégorie d'écoulement se rapportent Îles écoulements du 
fluide dans les rivières, dans les canaux, ainsi que l'écoulement entre 
des parois parallèles, dont l’une est, par exemple, en mouvement et 
l’autre immobile. 

Dans les écoulements en charge 0p./ôr — 0. C'est le cas des 
écoulements dans les conduites dont la section est complètement 
remplie, par exemple, de l’eau ou de l'air. Comme le deuxième mem- 
bre de l'équation (X.2) n’est fonction que de y et de z et ne dépend pas 
de z et que la pression de surcharge dans un écoulement graduelle- 
ment varié n’est fonction que de zx, alors cette égalité peut être 
vérifiée seulement au cas où 


0Ps 


=const. 
0x ons 


16* 
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Ceci montre que dans un écoulement en charge graduellement 
varié, la pression de surcharge est distribuée le long de l'écoulement 
suivant une loi linéaire. 

Dans un écoulement en charge, la source d’énergie qui met le 
courant en mouvement d’après l'équation (X.2) est la chute de 
pression de surcharge. Dans un écoulement libre, le mouvement d’un 
fluide visqueux s'effectue grâce à l’action des forces massiques, 
c'est-à-dire du terme F, dans le premier membre de la première 
équation (X.1). 

Introduisons pour la section mouillée donnée S d’un écoulement 
graduellement varié, d'après (111.50), la notion de la vitesse moyenne 


\ Ux dS 
Umoy = — TS . 

Alors pour décrire un écoulement en charge, il suffit de connaître 
les relations de la vitesse moyenne et de la pression de surcharge en 
fonction de la coordonnée x comptée le long de l'écoulement libre, et 
pourdécrireun écoulement libre, les relationsde v.,, et de la profondeur 
d’eau en fonction de x. Par suite dans les deux cas on peut considérer, 
avec un degré de précision suffisante, le problème comme unidimen- 
sionnel. Dans le cadre du problème unidimensionnel, il est possible 
d'étudier aussi des écoulements graduellement variés non permanents 
dans lesquels la vitesse v, est fonction du temps. Dans ce cas, la 
vitesse moyenne et la pression dans l’écoulement en charge dépen- 
dront également du temps et dans l’écoulement libre, de la profon- 
deur d’eau. 

La méthode permettant de réduire le problème à l’étude d'un 
mouvement unidimensionnel est largement utilisée en hydraulique 
où l'on étudie le mouvement du fluide dans les conduites et les 
canaux découverts. 


$ 52. ÉQUATION DE BERNOULLI POUR L'ÉCOULEMENT 
D'UN FLUIDE VISQUEUX 


Pour résoudre les problèmes des écoulements unidimensionnels 
des fluides visqueux, il est indispensable de déterminer la relation 
qui lie les vitesses moyennes d’un tel écoulement aux pressions. Le 
fait qu'il est impossible d'obtenir les intégrales des équations du 
mouvement de la dynamique des fluides visqueux, analogues à celles 
examinées au $ 45 pour le fluide parfait, complique beaucoup la 
détermination d'une telle relation. Pour parer à ses difficultés, 
servons-nous des méthodes énergétiques d'évaluation des caracté- 
ristiques d’un écoulement. 

En supposant que le mouvement du fluide s'effectue dans le 
champ de pesanteur et gu’il est permanent, on peut écrire pour les 
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particules placées sur une même ligne de courant dans un fluide 
parfait l'équation de Bernoulli, suivant laquelle 


Liu 
2€ Y 2. 


a+ (X.3) 
Cette corrélation exprime la loi de la conservation de l'énergie 
des particules placées en des points quelconques Z et 2 sur la ligne 
de courant dans un fluide parfait. Suivant les notations adoptées, 
l'énergie totale est rapportée à l’unité de poids d’un volume fluide, 
c'est-à-dire l'équation est écrite sous la forme d'une égalité des 
énergies spécifiques. Cependant, lors du mouvement d’un fluide 
visqueux du point Z vers le point 2 le long de la ligne de courant il 
y aura la dissipation de l’énergie. Ce processus est lié à l'apparition 
dans le fluide visqueux des contraintes de viscosité et en particulier 
des forces de frottement; pour surmonter ces dernières, on doit 
dépenser une certaine partie de l’énergie du fluide. Par conséquent, 
dans le cas d’un fluide visqueux l'égalité (X.3) doit être remplacée 
par une inégalité, dans laquelle le deuxième membre est plus petit 
que le premier par suite de la dissipation de l'énergie au cours du 
mouvement de la particule fluide du point 7 vers le point 2 


Pi 4 UE Pa jy Li 
nt g nt ts. 


Mais d'après cette inégalité, on peut écrire que 


ati (st), (X.4) 


où hk, est la perte spécifique d'énergie dans un fluide visqueux entre 
deux points de la ligne de courant. 

Ainsi, suivant (X.4) dans un fluide visqueux en écoulement per- 
manent le long d'une ligne de courant, la relation suivante est 
valable pour les énergies spécifiques: 


P1 ri . Po V5 7 
ga + gs + = LE LE h.. X.5 


Jusqu'à présent il n'existe pas de formules efficaces pour le 
calcul de la grandeur k,. La relation (X.5) peut être étendue au cas 
de l’écoulement d'un fluide visqueux. Pour cela nous allons exami- 
ner les sections Z et 2 de l’écoulement graduellement varié d’un 
fluide visqueux (fig. X.1). 

La vitesse v, dans la section mouillée S, de même que la vitesse 
ve dans la section mouillée S, sont variables et les lois de la distri- 
bution des vitesses dans les deux sections peuvent être différentes. 
Etant donné que dans les sections examinées l'écoulement est gra- 
duellement varié, la pression dans ces écoulements est distribuée sui- 
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vant la loi hydrostatique, c'est-à-dire 
2 +- += const. (X.6) 


En utilisant la relation (X.4), calculons la différence entre les 
flux de l'énergie transportée par le fluide à travers la première et la 
seconde section. Pour calculer le flux d'énergie, on doit multiplier 
l’énergie spécifique en un point donné de la ligne de courant passant 


Fig. X.1 


par cette section par le débit en poids du fluide à travers une aire dS 
par le centre de laquelle passe la ligne de courant correspondante. 
Ce débit est égal à yv dS. 

Le flux total de l'énergie sera obtenu par intégration suivant les 
sections correspondantes. Pour déterminer la perte d'énergie totale, 
nous allons intégrer dans la seconde section les pertes d'énergie 
élémentaire le long de la ligne de courant k,yv dS sur le parcours du 
fluide de la première section jusqu'à la seconde 


| (+215 55) quids — | (22 + P2 . R) vo dS = | hyye: dS. 
S2 


v 


1 2 
En tenant compte de c: que 


| v dS —Q 


S 
et que le long de l'écoulement est observée la condition de continuité 
Qi—=Q2 (X.7) 
ou 
S'iUmoyi = SUmoy2; 
et aussi que dans les sections données la relation (X.6) est valable 
et que les sommes correspondantes peuvent être sorties de sous le 
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signe d'intégration, nous obtenons 


(a+h)o+rr fus (2) | vdS — 


Si 


— | hov2 dS. (X.8) 


S2 


Exprimons les intégrales de la forme | v°dS qui caractérisent le 


flux de l'énergie cinétique du fluide dans la section donnée en fonc- 
tion de la vitesse moyenne, en introduisant à cet effet le coefficient 


[u34S (us 4s 
Qe = — == 5 — S [CX.9) 


moy LhoyQ ’ 
tenant compte de l'influence de la distribution non uniforme de la 
vitesse suivant la section sur la valeur de l'énergie cinétique 
calculée d’après la vitesse moyenne de l'écoulement. Il est évident 
que la valeur de Ge dépend de la loi de la distribution de la vitesse 
dans la section et Si U — Umoy — Const, alors & = 1. : 
En utilisant le théorème de la moyenne, on peut représenter 


l'intégrale figurant dans le deuxième membre de (X.8) sous la forme 
suivante : 


| hou dS = H | ve dS = HQ. (X.10) 


En portant dans (X.8) les relations (X.9) et (X.10), en tenant 
compte de l'équation de la continuité (X.7) et en éliminant Q des 
deux membres de l'équation, on obtient 


9 ve 9 
a+ a (om) (XA1) 


ou 


pen mo 


YZ1 + Pi + es —= Ÿ22 + Pa - cs us —5 À + YA. (X-12) 

La relation (X.12) s'appelle équation de Bernoulli pour l’écou- 
lement d’un fluide visqueux. Elle n’est applicable qu'aux sections où 
le mouvement est considéré comme graduellement varié. 

Entre les sections Z et 2, l'écoulement par sa structure peut être 
autre que graduellement varié (fig. X.1). Ceci n'empêche pas l’em- 
ploi de l'équation (X.12) car le terme y}7 tient compte de toutes les 
pertes d'énergie sur le chemin de l’écoulement de la première section 
à la seconde. Suivant (X. 11) la grandeur FH représente la perte tota- 
le de l'énergie, rapportée à l'unité de poids du fluide traversant la 
seconde section de l'écoulement en unité de temps. 
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Tous les termes de la formule (X.11) ayant la dimension des hau- 
teurs, on peut représenter graphiquement la variation des pertes 
suivant la longueur de l’écoulement (fig. X.2). En portant successi- 
vement sur le diagramme à partir du plan de référence de la section 


initiale donnée la hauteur géométrique z;, la hauteur piézométrique © 


V2 
œ,y ZT 


Fig. X.2 


et la hauteur de la pression dynamique &,Umnoy,/2£8, nous obtiendrons 
la charge hydrodynamique totale dans la section initiale, égale à la 
Gcs moy: 

2g ° 

Pour toute autre section, la somme correspondante des hauteurs, 
comme le montre la formule (X.11), diminuera par suite de l'appari- 
tion des pertes de charge #7 qui sont déterminées au moyen du dia- 
gramme représentant graphiquement l’équation (X.11). Ce diagramme 
est dit diagramme de Bernoulli. Si la pente de la ligne de charge 
hydrodynamique totale sur un tronçon de l'écoulement de lon- 
gueur L est constante, on peut la caractériser par la grandeur 


somme Z, + F + 


Pi GesVmoy: Pa , Ge moyz 
+ = 
— ( Y 2£ ) “| Y 2g ] (X.13) 
ou en suivant (X.11) 
= —+-. (X.14) 


La grandeur 7, s'appelle perte de charge linéique de l’écoule- 
ment sur la longueur L. 
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Si la ligne de charge totale est une courbe, alors on peut faire 
appel à la notion de la perte de charge linéique en un point donné 
de l’écoulement 


a(s+24 her 

= — 2 —. (X.15) 
Examinons maintenant un écoulement non permanent unidimen- 
sionnel. Dans ce cas l'équation du mouvement d’un fluide parfait 
doit être écrite sous la forme ([IV.10). En supposant que l’intégra- 
tion s'effectue le long de la ligne de courant et que les forces massi- 
ques soient potentielles (F — grad ÜU) multiplions scalairement 
l'équation de Groméko (1V.10) par l'élément de la ligne de courant 

dr; en groupant les termes, nous obtenons 


grad (Su +2) d=—2(0x o) dr — À dr. 


Le premier terme du deuxième membre, comme il est montré 
au $ 15, est nul et le premier membre représente la différentielle 
totale. En supposant U = — gz et en intégrant le long de la ligne 
de courant sur le tronçon ZL à partir du point Z jusqu'au point 2, 


nous obtenons 
v2 ._P\____( dœ 
[e(rte+s)- E dL, 
où dL — |dr|. 


En définitive, nous trouvons 
LE Ps _ {5% pi) (2 
L 


Si le fluide est visqueux, alors en partant des mêmes considé- 
rations qui nous ont amenés à l’égalité (X.4), nous aurons 


U? a 
a+ + ns, +R ES ht rare 
Par la méthode utilisée pour la démonstration de la relation 


(X.12), c’est-à-dire en introduisant la vitesse moyenne, il est facile 
d'établir que dans un écoulement graduellement varié 


dmo | 
a+ + Serhon 7, + + ae, ho + 44 À 2  dL. (XA6} 
L 


Cette équation peut être considérée comme une généralisation de 
l'équation (X.12) pour le cas de l'écoulement non permanent du 
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fluide, où la vitesse moyenne de l'écoulement est une fonction du 


temps. Le terme _ | Tmor dL est dit charge due à la vitesse et possè- 


de, comme les autres termes de cette équation, la dimension de la 
longueur. . 

L'équation (X.16) est employée pour les calculs des oscillations 
du fluide dans des vases communicants et pour la résolution d’un 
grand nombre d’autres problèmes internes, quand ïil faut tenir 
compte de l'influence de la non-stationnarité de l’écoulement sur ses 
caractéristiques. 


$ 53. FORMULES GÉNÉRALES POUR LES PERTES 
DE CHARGE 


L'utilisation de l'équation de Bernoulli (X.12) ou (X.16) pour 
la résolutien des problèmes unidimensionnels de la mécanique des 
fluides visqueux n’est possible qu'après l’établissement des formules 
pour le calcul des pertes de charge FH, liant la valeur de ces pertes 
aux caractéristiques principales de l'écoulement. L'apparition des 
pertes de charge est physiquement due à la résistance qui se mani- 
feste au cours du mouvement de l'écoulement entre les sections 
examinées. Cette résistance est parfois appelée résistance hydrauli- 
que. Du point de vue du calcul, il est commode de diviser les résistan- 
ces hydrauliques en deux types: les résistances et les pertes d'énergie 
liées à celles-ci, distribuées tout le long de l’écoulement, et les pertes 
de charge singulières. 

Pour cette raison, la perte de charge spécifique À peut aussi être 
représentée sous la forme 


H= Hz + H.. 


La grandeur , caractérise les résistances suivant la longueur de 
l'écoulement. Elle dépend de la longueur des tronçons sur lesquels 
les conditions d'écoulement sont différentes, par exemple par suite de 
différents diamètres ou de diverse qualité de la surface des tubes. 
Les pertes de charge singulières, caractérisées par la grandeur ;, 
apparaissent aux endroits où il y a les différents obstacles qui pro- 
voquent des variations locales brusques de la structure de l’écoule- 
ment, de la valeur ou de la direction de sa vitesse. 

Pour le calcul des pertes de charge, on utilise largement le prin- 
<ipe de superposition des pertes. Suivant ce principe on admet que 
certains types de résistances se manifestent indépendamment les uns 
des autres et ne sont déterminés que par les caractéristiques moyen- 
nes locales de l’écoulement. En utilisant ce principe, on peut déter- 
miner la grandeur FH pour tout l'écoulement comme une somme des 
pertes sur ses tronçons séparés suivant la longueur et une somme des 
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pertes de charge singulières, c’est-à-dire 


m n 
H= > Hi,+ 2 H,,.- (X.17) 
Ainsi que le montrent les résultats des expériences, cette expres- 
sion peut être considérée comme pratiquement exacte. Elle est donc 
largement utilisée pour la résolution des problèmes internes. 
Les grandeurs H, et H, peuvent être déterminées expérimentale- 
ment. À cet effet, il suffit, d’après l'équation (X.11), de mesurer la 


ñ 


Fig. X.3 


différence des hauteurs 3, et z:, la différence des indications des 
piézomètres 21—P: 


, installés au début et à la fin du tronçon où se 


trouve la résistance étudiée, et la différence des charges dues à la 

e (9 4 r£ 4 — v£ La # o 
vitesse RS -s dans l'écoulement. Lors des expériences 
effectuées dans un tube horizontal de section constante aux points 
initial et final de mesure, quand œilmoy, — ŒcUmoy:, la formule 
(X.11) se simplifie notablement 


H—#H EP, (X.18) 
Y 

Ce procédé est largement utilisé pour l'obtention de données 
expérimentales sur les pertes aussi bien relatives à la longueur que 
singulières. 

Pour le calcul des résistances, il est préférable d'obtenir une 
formule générale permettant de les exprimer en fonction des 
vitesses caractéristiques et des critères de la similitude dynamique 
des écoulements. A cet effet, examinons l'écoulement permanent d’un 
fluide visqueux sur le tronçon horizontal d’un tube de section varia- 
ble et avec résistance locale (fig. X.3). Considérons deux sections de 
tube S, et S2 situées dans la zone du mouvement graduellement 
varié. Appliquons à l'écoulement de fluide limité par ces sections et 
les parois solides la loi de la quantité de mouvement dans la formu- 
lation correspondante à l'expression (1V.30), à savoir: le flux de la 
quantité de mouvement à travers une surface de contrôle immobile 
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est égal au vecteur principal des forces extérieures appliquées au 
fluide délimité par cette surface. Dans le cas donné, sans tenir compte- 
des forces de pesanteur, 


pOur ds — — $ pndS + $ rs ds, 
S S S 


où s est le vecteur unité tangent à la surface S. 

Suivant la fig. X.3, la surface S se compose de la somme S — 
= Si + S2 + S,, où St est la surface des parois du tube sur le- 
tronçon L. 

Ecrivons cette équation en projection sur l'axe des x confondu 
avec l’axe du tube et dirigé dans le sens de l’écoulement. En défini- 
tive, en tenant compte de la direction des normales nr extérieures 
à la surface S, nous obtenons 


—e | vds +p | ve dS = pySs — 
1 S2 


— PoS 2 — | To COS (s, x) dS — | pcos(n, x)dS. 
St St 
Si l’on introduit ici les coefficients qui tiennent compte de l'in- 


fluence de la distribution non uniforme des vitesses dans la section 
du tube sur le carré de la vitesse, c’est-à-dire 


la formule obtenue permettra d'exprimer la perte de charge sous 
la forme suivante 


Pa 1 — PaSa = — P (AE Vinoy1S 1 — a Unoy: 2) + 
+ [ rocos (s, z) dS + | pcos(n, x)dS. (X.19} 
Se Se 


Envisageons maintenant des cas particuliers. 

Supposons que le tronçon L ne possède pas de résistances locales 
et représente un tube à section constante S, — S: — S$S avec un 
périmètre mouillé F. Alors dans la formule (X.19) on aura cos (s, x) — 
= 4, cos (n, x) — 0, Unoy, —Umoy.- En tenant compte de ce que la con- 
trainte tangentielle tx, est constante sur la longueur Z, nous obtenons 


(Pi — p2)S=TLF, 
c'est-à-dire 


F 
Pi — P2=%oL FT: 
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Le rapport de la surface de la section mouillée S de l'écoulement 
À son périmètre mouillé F s'appelle rayon hydraulique 


S 
TH . (X.20) 


Dans le cas donné, en vertu de la formule (X.18) 
Pi — Pr=YA, 


et la grandeur yH représente les pertes d'énergie suivant la longueur 
dépensées pour surmonter la résistance de frottement au mouve- 
ment de l'écoulement dû aux contraintes tangentielles t,, c'est-à- 
dire 
L 
YHL=1T%T TH . (X.21) 
Ainsi que l'on sait de la théorie de la similitude, la contrainte 
tangentielle sur la paroi t, peut être exprimée au moyen du coeffi- 
cient de frottement local sans dimensions c, et de la vitesse caractéris- 
tique qui est dans le cas donné la vitesse moyenne dans la section du 
tube, c’est-à-dire 
__. PEmoy 
En substituant cette expression dans (X.21), nous obtenons la 
formule 


Vice; (X.22) 


qui est une formule générale pour le calcul des pertes d'énergie 
suivant la longueur de l'écoulement du fluide visqueux. 

Dans le cas particulier d’un tube rond, le rayon hydraulique se 
détermine en fonction de son diamètre D d'après la formule (X.20) 


rD° 
ri D 
HT D — 4° 
En désignant le coefficient de frottement du tube rond par À — 
— 4ct, récrivons (X.22) sous la forme de la formule 
L PVhoy 


yHi=\+ 2, (X.23) 


employée dans les calculs des pertes de charge suivant la longueur 
de l'écoulement d’un fluide dans des tubes ronds. 

Comme le coefficient c, d’après la théorie de la similitude dépend 
du nombre de Reynolds, le coefficient de frottement À est également 
fonction de ce nombre : À = f (Re). Dans le cas d’un tube de section 
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circulaire 


Umoy 2 
Re— _ : 


pour les tubes de section non circulaire, en tant que dimension carac- 
téristique, on peut introduire dans le nombre Re le rayon hydrau- 
lique. 

Arrêétons-nous sur la détermination des pertes d'énergie locales. 
Pour cela, examinons le cas le plus simple, celui où en aval et en 
amont d'un obstacle local dans un tube les sections sont identiques 
et la longueur Z du tronçon où est située la résistance locale est peti- 
te. Suivant la formule (X.19) 


(Pi — P2) S — | [To cos (s, x) + pcos(n, x)] ds. 
St 
Introduisons le nombre d’Euler local 


Eu——? 
PUmoy 
—— 


C1 


et utilisons la formule de la théorie de la similitude pour T,; en 
substituant ceci dans le deuxième membre de la relation obtenue 
ci-dessus, nous trouvons 
dS Pr? 
pp | [cr cos (s, x) + Eu cos(n, x)] _. 5 — . 
St 


En désignant l'intégrale sans dimensions 
S 
= | [cr cos (s, x) + Eu cos(n, x)] =, 
St 
nous obtenons la formule pour le calcul de la perte de charge 
pr? 
Pi — Pe=t—5— . 

Mais d'après l'expression (X.18) la perte d'énergie et par con- 
séquent la chute de pression sont provoquées dans le cas donné par 
la résistance locale, c'est-à-dire 

v° _ 
vtr, (X.24) 


2 


La grandeur sans dimensions & s'appelle coefficient de perte de 
charge singulière. Elle dépend de la forme de la singularité. De 
plus, étant donné que Eu et c, sont des fonctions des critères de la 
similitude dynamique, c'est-à-dire du nombre Re, alors il faut 
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s'attendre à ce que 
= f (Re). 


Parfois, vu la faible longueur du tronçon présentant la résistance 
locale, le rôle du premier terme dans l’expression de & n'est pas 
important et on peut négliger l'influence du nombre de Reynolds sur 
la valeur du second terme du coefficient de la résistance locale. Par 
conséquent, on peut supposer que le coefficient & pour une telle forme 
de singularité ne dépend pas des critères de la similitude, c’est-à-dire 
de la vitesse de l’écoulement, et dans le domaine considéré de varia- 
tion des nombres Re il est une valeur constante. On utilise souvent 
cette propriété des coefficients & dans les expériences et les calculs des 
pertes locales suivant la formule (X.24). Si à l’endroit de la tra- 
versée de la singularité le diamètre du tube change, alors les valeurs 
de & obtenues dépendent de ce que si la perte d'énergie locale est 
calculée d’après la vitesse moyenne en aval ou en amont de l’obs- 
tacle. 

Lorsqu'on étudie les écoulements non stationnaires au moyen de 
l'équation (X.16) on utilise également pour le calcul des pertes de 
charge les formules (X.23) et (X.24) ; on suppose la vitesse moyenne 
dépendante du temps et on utilise les valeurs de À et & parfois les 
mêmes qu'en mouvement permanent, c'est-à-dire on fait appel 
à l'hypothèse de la stationnarité. 


$ 54. ÉCOULEMENT LAMINAIRE DANS UN TUBE 
CYLINDRIQUE 


Pour déterminer les pertes d'énergie suivant la longueur de 
l'écoulement, il est indispensable de connaître les valeurs des coeffi- 
cients de résistance À. On les calcule suivant les formules obtenues 
au cours des études théoriques et expérimentales. 

Envisageons le problème de la détermination de la résistance en 
écoulement laminaire du fluide dans les tubes. 

Le problème le plus simple est celui de l'écoulement laminaire du 
fluide dans une conduite cylindrique de section circulaire. 

Admettons que l'écoulement en charge d'un fluide visqueux 
s'effectue dans une conduite cylindrique de rayon ro (fig. X.4). 
Dans ce cas, la loi de la distribution de la vitesse v — v, dans toutes 
les sections suivant la longueur de la conduite est la même et dans la 
section donnée se détermine par l'équation du mouvement (X.2). 


1 ôp GED dv 
p 2 — ( 0y® oz? 

D'après ce qui venait d’être dit au $ 51, la différence de pression 
le long de l'écoulement 0p/ôx représente une grandeur constante et, 
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par conséquent, entre les sections Z et 2 


OP __ _Pi—Ps 
Fr —Z -—consl. 


Comme le long de l'écoulement a lieu une dissipation d'énergie, 
alors 0p/0x < 0. La loi de la distribution de la vitesse dans la section 
donnée est une fonction des coordonnées y et z. Cependant il est 
facile de remarquer que l'écoulement dans une conduite cylindrique 


Fig. X.4 


de section circulaire est symétrique par rapport à l’axe des zx. Donc, 
dans le système de coordonnées cylindriques x, r, 8, la vitesse dans la 
section donnée sera fonction seulement du rayon v — f(r). Pour 
simplifier la solution du problème, introduisons dans le second 
membre de l'équation du mouvement les coordonnées cylindriques. 
Il suffit pour cela de transformer l'expression 


dv d2v 
dy2 + Fi Av. 


D'après les raisonnements énoncés au $ 28, pour cette expression 
on peut déterminer la liaison entre les coordonnées 


Z=Zz; y—=rcos8; z—rsin6 


et déterminer les coefficients de Lameé 
ACER 
4,2 (+ (+ (= esse 1 
Après cela, suivant la relation (V.107), l'expression cherchée 


prend la forme 
7 ôr \' or J: 
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.. Comme v est fonction seulement de r, les dérivées partielles peu- 
vent être alors remplacées par les dérivées totales. Finalement, comp- 
te tenu du signe de la différence de pression, l’équation du mouve- 
ment prend la forme 
Pi—Pe _, 1 d dv 
peut (ré). 


En intégrant cette équation et en tenant compte de ce que le 
premier membre est constant, nous obtenons 


de Pi—Pe 2 
TT — ET r + À, 
où À est la constante d'intégration. 


En séparant les variables et en intégrant une seconde fois, on 
trouve 


— pe r° . 
= — Te + Alnr +8. (X.25) 
Pour déterminer la constante À, nous exigerons que la vitesse en tous 
les points de la section, y compris pour r — O, c'est-à-dire au centre 
de la conduite, ait une valeur finie. Ceci n’est possible que pour 
À = 0. On trouve la constante B de la condition d’adhérence du flui- 
de aux parois du tube, c'est-à-dire v — 0 pour r = r,. Ainsi 


— MT Pa Tr 
B=— Tr Z - 


En introduisant les valeurs trouvées des constantes À et B, nous 
pouvons écrire la loi de la distribution des vitesses sous sa forme 
définitive 


vs TE (ré —r°). (X.26) 


Cette loi représente une parabole de second degré avec une vitesse 
maximale sur l'axe de la conduite 


c'est-à-dire 
v=vm (1—T). (X.27) 


Calculons la vitesse moyenne de l'écoulement dans la section 


ro 
__ Q _ï \ 9 W 2 
Umoy —E — RrË | vonr dr. (X.28) 
0 


17—-064 
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En portant dans cette formule la valeur de la vitesse de (X.27), 
nous trouvons 
ro 


20 r° 2v 
Unoy=—Z \rfÂ—— dr = 
FO à rÿ 


Le résultat obtenu atteste qu’en mouvement laminaire la vitesse 
moyenne dans la section d’une conduite cylindrique est deux fois 
inférieure à la vitesse maximale et est liée à la différence de pression 


par la formule 


Umoy = EL r', (X.29) 
qui a été pour la première fois obtenue expérimentalement par 
Poiseuille et porte son nom. 

Il est aisé d'établir que la solution trouvée décrit un écoulement 
turbulent. Pour cela il suffit d'examiner par exemple la section de 
l'écoulement par le plan xoz; dans ce plan z — r. La vitesse angulai- 
re de rotation des particules w, se détermine par la formule 


1 (Se E)= tn 


Dy— 2 dz GE 2 


suivant laquelle w, = 0 et, par conséquent, l'écoulement considéré 


est turbulent. 
Les lignes tourbillons dans cet écoulement se confondent avec les 


circonférences r — const. 

Déterminons suivant la formule (X.9) le coefficient &. qui tient 
compte de l'influence de la distribution non uniforme de la vitesse 
dans la section de la conduite sur la valeur de l'énergie cinétique 


ro 
Re = — Î v32nr dr. 


0 


En substituant ici la valeur de v, nous trouvons 


moy 
Life _3n,3n 1m _ 
ré | 2 4 ri 6 r$ 8 r$ lo 


Pour déterminer le coefficient de résistance À, il suffit d'exprimer 
la différence de pression au moyen de la formule de Poiseuille et de 
l'égaliser à la perte de charge calculée d’après la formule (X.23) 


ne BuL A + L Prey. 
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d’où nous trouvons 


ou, en introduisant le nombre Re = v,,ÿ;D/v 


64 - 
= - (X.30) 

La valeur donnée du coefficient de résistance, corroborée par les 
expériences, est généralement utilisée pour les calculs techniques. 

Dans les conditions réelles, au début de la conduite il se forme 
une zone où s'effectue la formation graduelle de l’épure parabolique 
de la vitesse de l'écoulement. Pour cette zone initiale, dont la lon- 
gueur Z; d'après les données expérimentales est 


Li & 0,065 D Re, 


la formule (X.30) n’assure pas de résultats exacts. 

Les expériences confirment l'exactitude de la formule (X.30) seule- 
ment jusqu’au moment où le nombre Re n'atteigne une certaine 
valeur critique. Pour Re — Re,. il se produit le rassage du régime 
d'écoulement laminaire au régime turbulent, s'accompagnant de la 
variation de la loi de distribution des vitesses suivant la section; 
ceci amène à la modification de la loi du frottement laminaire avec 
Re>Recr. 

Les valeurs du nombre critique Re.. ne sont pas stables et dépen- 
dent notablement de l'intensité des perturbations extérieures agissant 
sur l'écoulement. Dans les calculs techniques, on peut prendre en 
moyenne pour valeur critique de Re,, dans les conduites cylindri- 
ques 


Recr — 2400 


et considérer que la formule (X.30) est valable si les nombres de 
Reynolds pour la conduite ne dépassent pas cette valeur. 

Au moyen de l'équation (X.2), on a obtenu également des solu- 
tions des problèmes de l'écoulement laminaire du fluide dans les 
conduites cylindriques de sections elliptique et rectangulaire. 


$ 55. ÉCOULEMENT TURBULENT D'UN FLUIDE 
DANS LES CONDUITES 


Le calcul de la perte de charge le long des conduites en régime 
d'écoulement turbulent se heurte à des difficultés encore plus gran- 
des qu’en régime laminaire. Ceci est dû à l’impossibilité de la réso- 
lution du problème par intégration directe des équations du mouve- 
ment des fluides visqueux (1X.15) pour l’écoulement turbulent, ces 
équations contenant des contraintes turbulentes dont la liaison 


17% 
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avec les vitesses moyennes dans le temps est inconnue dans le cas 
général et pour cette raison le système d’équation reste ouvert. Des 
difficultés supplémentaires apparaissent lors du choix des conditions 
aux limites qui, en écoulement turbulent. doivent se vérifier non 
sur la paroi de la conduite, mais sur la frontière extérieure de la sous- 
couche visqueuse. Ainsi, pour la justification et l'élaboration de la 
théorie de l’écoulement turbulent dans les conduites on a besoin ac- 
tuellement de données expérimentales, c'est-à-dire que cette théorie 
est semi-empirique. 

Examinons la liaison entre la différence de pression dans une 
conduite cylindrique et la loi de la distribution des contraintes tangen- 
tielles dans sa section. En isolant une surface cylindrique, comme cela 


Fig. X.5 


est montré sur la fig. X.5, et en utilisant la loi de la quantité de mou- 
vement en projection sur l’axe de la conduite, nous obtenons une 
relation suivante entre les pressions et les contraintes tangentielles : 


(Pi — P2) ur =TènrL. 


Désignons par y = ro — r la distance du point donné de l’écoule- 
ment à la paroi de la conduite. Alors la variation de la grandeur + 
suivant la section de la conduite sera décrite par la relation 


_— P1Pe ro —+) 
T=—— > (1 rm): 


Lei 


La contrainte tangentielle t, sur la paroi de la conduite se déter- 
mine Comme T — t, avec y — 0, c'est-à-dire 


= À. (X.31) 
Etant donné que le long de l'écoulement p; — p:/L = const, 


To également est constant tout le long de la conduite. La formu- 
le (X.31) est commode pour la détermination expérimentale des 
contraintes tangentielles t, d’après la différence de pression mesurée 
dans une conduite cylindrique. 

En vertu de (X.31), la loi de la distribution des contraintes tan- 
gentielles dans la section d’une conduite cylindrique peut être écrite 
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sous la forme suivante : 
=t(1— À). (X.32) 


Ceci montre que les contraintes tangentielles sont distribuées 
suivant une loi linéaire et sont nulles sur l’axe de la conduite. On 
doit remarquer que bien que la formule (X.32) soit déduite sans te- 
nir compte du caractère de l'écoulement dans la conduite, elle reste 
valable aussi bien pour un écoulement turbulent que pour un écoule- 
ment laminaire. On peut s’en assurer en calculant, par exemple, 
d’après la formule de Newton les valeurs de + à l’aide de la rela- 
tion (X.26) qui décrit la loi de la distribution des vitesses en écoule- 
ment laminaire. Suivant la relation (X.32), les régimes d'écoulement 
laminaire et turbulent ne se distinguent que par les valeurs 
de To. 

Le fait que la contrainte tangentielle + dans la section n’est pas 
constante en grandeur rend impossible l'étude de l’écoulement tur- 
bulent dans les conduites directement au moyen de la loi de la 
distribution des vitesses moyennes dans le temps en écoulement 
turbulent, loi obtenue au $ 50 dans l'hypothèse que 7 soit constant 
a travers l'écoulement. Pour cette raison on doit se reporter préa- 
lablement aux données de l'étude expérimentale des écoulements 
turbulents dans les conduites. 

On représente les données des mesures des caractéristiques de 
l'écoulement turbulent, effectuées en différents points de la section 
des conduites, sous la forme d’une relation sans dimensions 


te (=), (X.33) 


qui découle des formules (1X.30) et (XT1.31). Ici v* — A et v, est 


la vitesse moyenne de l'écoulement dans le temps au point distant 
de y de la paroi de la conduite. 

Les résultats des mesures des vitesses des écoulements turbulents 
dans les conduites lisses, effectuées par différents auteurs, sont re- 
présentés sur la fig. X.6, sur laquelle figure également la relation 
(IX.31) transformée en 


Ve __ U*y 
vu + ? 


(X.34) 


qui a dans le réseau logarithmique adopté sur la figure l'aspect 
d’une exponentielle 7, et la relation (1X.30) 
De _ 
Us x 


Int +c (X.35) 
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sous la forine d’une droite inclinée 77. On voit d’après la figure qu'on 
peut isoler plusieurs zones de l’écoulement turbulent dans la section 
de la conduite suivant la valeur du paramètre v*y/v. 

La première zone correspond aux valeurs v*y/v << 30. Au début 
de cette zone, avec v*y/v << 5, les données de l'expérience correspon- 
dent à la relation (X.34) obtenue sous l'hypothèse que les contraintes 
tangentielles se déterminent complètement comme visqueuses, 


COTON TINTIN 
CHIC CHIC 
BRBIBBIIIRRE IR 
OH 
ESRI: (RRIIIR 
BRIE A —— |" 
HIT 
Cul HI 


CLR DIN IT 
SRI HIIBBRIBREIIR 
BRAND BIIIRRIIIR 
CDD DO DIN 

AI DIN OL DAT LIT 


Fig. X.6 


c'est-à-dire d’après la loi de Newton, et les contraintes turbulentes 
T% —= 0. Par conséquent, l’écoulement dans cette zone avec y < ô; 
correspond à la sous-couche visqueuse de l'écoulement turbulent. 

La partie restante de la zone, où 5 << v*y/v << 30, est caracté- 
risée par la déviation graduelle de la vitesse de la loi (X.34); ceci 
est dû à l’accroissement de l’importance des contraintes turbulentes 
et à leur influence sur la structure de l'écoulement. Ainsi, on peut 
conclure que lors de l'étude théorique de la distribution de la vitesse 
dans la zone 5v/v* << y << 30 v/v* il faut tenir compte aussi bien 
des contraintes de viscosité que des contraintes turbulentes, c'est- 
a-dire utiliser la formule (I1X.16). 
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En se servant de cette relation, Rotta a pu obtenir la formule 
suivante de la distribution des vitesses dans la zone de transition: 


_ ë, Va 2 USD 240 | 


942 L* Y— 5 T 


v 


Vv ©? 


où v*ô,/v = 5. Les mesures montrent que les fluctuations de la 
vitesse sont observées dans toute la première zone, y compris la sous- 
couche visqueuse. La présence de telles fluctuations est le trait 
distinctif de la sous-couche visqueuse par rapport à l’écoulement 
laminaire ordinaire avec une distribution linéaire des vitesses. La 
limite extérieure de la zone de transition Ôt se détermine de la con- 
dition 

Ôev* 

Tv. 


—= 30. 


La seconde zone de l’écoulement correspond aux valeurs du 
paramètre 30 << v*y/v << 500 ; on y observe une bonne concordance 
des données expérimentales avec la formule (X.35) obtenue sous 
l'hypothèse que la structure de l'écoulement soit complètement 
déterminée par les contraintes tangentielles turbulentes, c’est-à-dire 
t = 1. Les cxpériences permettent de déterminer les valeurs des 
constantes x et C, qui font partie de cette formule et qui ne sont pas 
déterminées par la théorie de la turbulence. Ces valeurs pour les 
conduites sont: x — 0,40 = 0,41, C — 4,9 = 5,85. Une certaine 
variation des valeurs de ces constantes est probablement due à des 
écarts dans les données initiales expérimentales de différents auteurs. 

La zone de l’écoulement où la loi de la distribution des vitesses 
est logarithmique (X.35) représente une couche limite logarithmi- 
que de la conduite. Avec la zone de transition et la sous-couche vis- 
queuse. cette couche limite forme en écoulement turbulent dans une 
conduite ce qu’on appelle région voisine de la paroi. Suivant les 
données des expériences, la distance de la frontière extérieure de cette 
région à la paroi, indépendamment de la valeur du nombre Re, 
est toujours constante et constitue y = 0,15 ro, tandis que les épais- 
seurs de la sous-couche visqueuse ô, et de la frontiere extérieure de la 
zone de transition Ô. dépendent de Re. 

La propriété caractéristique de la région voisine de la paroi de 
l'écoulement dans une conduite est que dans cette région sont vala- 
bles les lois de la distribution des vitesses obtenues sous l'hypothèse 
que *t soit constant dans la section. Ceci témoigne de ce que la 
variation des contraintes tangentielles, qui suivant la formule (X.31) 
a lieu dans la section de la conduite, influe peu sur la structure du 
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champ des vitesses dans cette région de l’écoulement. Pour cette 
raison les formules théoriques contenant des coefficients expérimen- 
taux peuvent être utilisées avec succès pour les calculs relatifs 
a cette zone. 

Dans la zone y > 0.15 ro, c'est-à-dire v*y/v >> 500, on observe un 
écart de la vitesse de la loi logarithmique. Suivant la proposition 


ne 
CRC : 
à 


GO 005 81 O7 Sy 1 
Fig. X.7 Fig. X.S8 


de Karman dans cette région de l'écoulement turbulent il faut répre- 
senter la loi de la distribution des vitesses sous la forme d’une rela- 
tion générale sans dimensions 


Un — lx y . 
on n(2). 6620 
où L est la vitesse au centre de la conduite. 

Cette relation, caractéristique pour une large gamme d'’écoule- 
ments turbulents, est valable également pour la couche turbulente 
logarithmique de la conduite. Mais la forme de la fonction f (y/ro) 
dans la région de la couche turbulente diffère de celle qu’elle a dans 
la partie restante du noyau turbulent de l'écoulement dans une 
conduite y compris son axe. La fig. X.7 montre, suivant les données 
des expériences, la forme de cette dépendance pour les conduites 
cylindriques. Sur cette même figure est montrée la relation 


Um —V+ … 1 y = 
gs — hr t+s, (X.37) 
où B — 0,8, qui approxime assez bien la loi (X.36) dans la zone de 
la couche logarithmique turbulente. Avec y > 0,15r,, c’est-à-dire 
dans la région du noyau de l’écoulement, on observe des écarts de la 
formule (X.37) et pour cette zone on peut utiliser (X.36) sous la 
forme 


Cm — x 1 y y g 
Bee —-mt+B8—f(#). (X.38) 


La fonction jf; (y/r,) pour les conduites est montrée sur la fig. X.8. 
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La structure compliquée du champ des vitesses de l'écoulement 
turbulent dans une conduite rend difficile la déduction de la formule 
pour le calcul de la perte de charge. Cependant, comme il résulte des 
fig. X.6 et X.7, cette loi compliquée peut être, avec un degré de pré- 
cision suffisant, approximée à l’aide de deux relations simples (X.34) 
et (X.35). La relation (X.34) peut être considérée comme valable 
jusqu’à l’ordonnée correspondant 
au point de son intersection 
avec la ligne correspondant à 
l'équation (X.35); cette ordonnée 
adoptée comme épaisseur con- 
ventionnelle de la sous-couche 
visqueuse Ô, correspond à 


v*ô] ? 
—a@—=const. (X.39) 
+ Ae=32-107 
La loi de la distribution des + / 100 
vitesses dans la zone restante de L À Éoutement 
l'écoulement, jusqu’au centre de Cf laminaire Ke<144@ 


la conduite, est supposée logari- 
thmique, correspondant à l’équa- 
tion (X.35). Un tel moyen de 
représentation du champ des 0 G72 04 6 dy 1 
To 


vitesses a été employé par Niku- 
radse, les valeurs des constantes Fig. X.9 
ayant été prises conformément 
aux résultats des expériences effectuées par lui x — 0,40, C = 5,5. 
La substitution de ces constantes dans l'équation (IX.32) montre 
que dans ce cas a, Æ 12. 
Exprimons à l’aide de l'équation (X.35) la vitesse au centre de 
la conduite v,,, en y posant y — ro, 


mn 1 Le - 
= Int +. (X.40) 


En retranchant de (X.35) l'expression (X.40), nous obtenons 


De Um + In À. (X.41) 


d’où l'on voit que le rapport v.,/v, dépend non seulement de la coor- 
donnée sans dimensions y/r,, mais également de v*, c’est-à-dire pour 
différentes valeurs de Re et des contraintes tangentielles, les épures 
de: la vitesse sans dimensions dans la conduite ne sont pas geométri- 
quement semblables (fig. X.9). Avec l'accroissement du nombre Re, 
leur coefficient de remplissage varie de 0,85 à 0,92. La vitesse moyen- 
ne dans la section de la conduite peut être déterminée à l’aide de la 
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formule (X.28) en y remplaçant les variables r — r, — y et en 
utilisant pour v, l'expression (X.41) 


ro 


Pmoy = (on += in À) (ro — y) dy = 


T5 . 
0 
_ y 1 ÿ : ro 
= Um tell ro int L+ 
c’est-à-dire 
— 4 3 
moy = Üm — = 5 U*. (X.42) 


En portant dans cette formule la valeur de la vitesse au centre 
de la conduite suivant (X.40), nous trouvons 


Vmoy = In 220 + Cut — À Sn, (X.43) 


ce qui permet facilement d'obtenir la relation pour le calcul du 
coefficient de frottement À. On doit cependant tenir compte de ce 
que dans le cas donné 


Foy =} Pnoy = + 42 (X-44) 


Umoy270 
R — 
V 


et 


En introduisant ces paramètres dans la relation (X.43), nous 
pouvons l’écrire sous la forme 


8 _1 y” A Re 3 1 
V'i=tn(y $)+c-ie 
c'est-à-dire nous obtenons une formule générale pour le calcul du 
coefficient de frottement À pour l'écoulement turbulent du fluide 
dans une conduite cylindrique. La valeur de la constante C dans 
cette formule a été corrigée par Nikuradse d’après les données des 


expériences. En passant aux logarithmes décimaux, nous obtenons 
définitivement la formule 


1_—21g(ReV7)—0,8, (X.45) 
VA 
qui assure une bonne concordance avec les valeurs expérimentales des 
coefficients de frottement À dans les conduites cylindriques de sec- 
tion circulaire lisses et peut être utilisée dans les calculs techniques 
pour toute une gamme de Re >> 2400. 

Les épures sans dimensions de la vitesse, montrées sur la fig. X.9, 
peuvent être approximativement remplacées par les dépendances 
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exponentielles de la forme 


UV y \i/n 
= —= ( 2) . (X.46) 

Cependant, comme on le voit de la figure, l’exposant 1/r dans 
cette formule, caractérisant le remplissage de l’épure de la vitesse, 
ne peut être considéré comme constant. Sa valeur diminue avec 
l'augmentation de Re, et pour cette raison, la loi exponentielle de 
la distribution des vitesses ne peut être considérée comme universelle 
pour tout le domaine des écoulements turbulents dans les tubes. 
Dans la gamme de variation de Re — 4:10°% = 3.10% l'exposant 
1/n change de 1/6 à 1/10. En adoptant r — 1/7, on peut obtenir la 
formule du coefficient de frottement proposée par Blasius 


1—0,316 Re-‘/i, (X.47) 


qui cependant n'assure la concordance avec les données des expérien- 
ces que pour 105 > Re > 2,4-10%. La formule (X.46) permet de 
déterminer une relation simple entre la vitesse moyenne et la vitesse 
maximale au centre du tube 


Umoy 2n° 


im  U+mü+2)! 


d'où il résulte qu'avec 1/n — 1/7 la valeur de vnoy = 0,817v,. 
Une faible différence entre les valeurs des vitesses moyenne et 
maximale est déterminée en écoulement turbulent par une distribu- 
tion relativement uniforme des vitesses dans la section du tube. 
Les valeurs des coefficients qui tiennent compte de l'influence de 
la distribution non uniforme des vitesses dans la section du tube sur 
l'énergie cinétique du fluide, calculées d’après la loi exponentielle 
de la distribution des vitesses, sont &. — 1 — 1,1. Pour cette raison 
lors des calculs des écoulements, dans l'équation de Bernoulli (X.12) 
on peut prendre &, — { au lieu de Ge, = 2 pour l'écoulement lami- 


naire. 

Les formules obtenues permettent d'effectuer les calculs de l'écou- 
lement turbulent seulement derrière le tronçon où il se forme après 
l’entrée dans le tube. Suivant les données des expériences, la longueur 
du tronçon de formation de l'écoulement turbulent est de 25 = 40 
diamètres du tube, c’est-à-dire sensiblement plus court qu’en écoule- 
ment laminaire. 

Comme le montrent les expériences, dans le cas des tubes dont la 
section transversale se distingue d’un rectangle, le calcul des pertes 
de charge en écoulement turbulent peut s'effectuer suivant la for- 
mule (X.22). Dans ce cas le coefficient de frottement c;. dans cette 
formule doit être déterminé à l’aide des expressions utilisées pour le 
calcul de À pour les tubes cylindriques en y remplaçant seulement le 
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nombre Re par une grandeur 4Re;; ; Rey = Umoyrx/v, où ru est le 
rayon hydraulique. Par exemple, en employant la formule de Bla- 
sius, nous obtenons la relation 


Ctr—0,316 (4 Rey)‘. 


qui concorde bien avec les données des expériences pour les tubes de: 
section rectangulaire, trapézoïdale et triangulaire. 


$ 56 INFLUENCE DE LA RUGOSITÉ DES TUBES 
SUR LES PERTES DE CHARGE 


La surface intérieure des tubes réels est toujours plus ou moins 
rugueuse, c’est-à-dire présente des rugosités sous la forme de petites 
aspérités. Ces aspérités peuvent être réparties sur la surface du tube 
d’une manière homogène ou hétérogène et avoir différente forme et 
hauteurs k, suivant l'origine de leur formation (technologie d’usina- 
ge, corrosion, érosion, etc.). On distingue une rugosité homogène et 
celle hétérogène ou technique. La rugosité homogène est générale- 
ment créée artificiellement pour l’étude systématique de son influ- 
ence sur la structure de l’écoulement dans le tube. A cette catégorie 
de rugosité se rapporte par exemple la rugosité granuleuse créée au 
moyen des grains de sable de grandeur constante collés sur la surface 
intérieure du tube. La rugosité hétérogène représente un ensemble 
des aspérités de forme irrégulière et de différentes dimensions par 
rapport auxquelles on peut appliquer la notion de hauteur moyenne. 
En plus de la notion de la rugosité absolue, hauteur identique des 
aspérités k,, on utilise la notion de rugosité relative k,/r,. Les expé- 
riences montrent que la rugosité peut influer sensiblement sur la 
loi de la distribution des vitesses et la résistance. 

Examinons l'influence de la rugosité dans le cas de l’écoulement 
turbulent du fluide dans un tube. En tenant compte de la parti- 
cularité de la structure de l'écoulement turbulent, on peut repré- 
senter différents régimes d'écoulement autour des aspérités, si l’on 
prend des aspérités isolées pour des corps miniatures non profilés. 

Le premier régime est observé quand la hauteur des aspérites 
est inférieure à l'épaisseur conventionnelle du film visqueux 6, dans 
l'écoulement turbulent. Dans ce cas, même pour de grands nombres 
Re du courant, l'écoulement autour des aspérités dans le film 
visqueux s'effectue à petite vitesse, graduellement et sans décolle- 
ment, le film visqueux assumant le rôle d’un lubrifiant. Avec ceci, 
on peut S’attendre à ce que les aspérités n'influent point sur la 
structure de la couche logarithmique turbulente, c’est-à-dire que le 
tube rugueux peut être considéré comme hydrodynamiquement lisse. 
Les résultats des expériences montrent que la rugosité granuleuse 
n'influe pas sur la résistance du tube si v*k,/v < 5. Cette condition 
se trouve en bonne concordance avec la relation ôv*/v = 5, détermi- 
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nant l'épaisseur 6, du film visqueux, c'est-à-dire pour le premier 
régime k, << Ôi. 

Le second régime, transitoire, correspond avec une rugosité 
granuleuse à des valeurs 
v*ha 
V 


<< 


«TO. 


Dans ce régime, les aspérités, en commençant par les sommets, 
au fur et à mesure de l’augmentation de Re, s’enfoncent de plus en 
plus dans la zone transitoire de la couche voisine de la paroi du 
fluide. Dans ce cas la structure du film visqueux change et il se 
fait sentir l'influence de la rugosité sur le champ des vitesses de la 
zone turbulente de l’écoulement. Dans ce régime, sur les aspérités 
se produit le décollement des tourbillons. Il est évident que la 
structure de l'écoulement dans ce régime dépend non seulement du 
paramètre v*y/v, caractérisant l’écoulement turbulent dans un 
tube lisse, mais aussi de la relation sans dimensions supplémentaire 
v*k./v liée à la rugosité du tube. 

Le troisième régime apparaissant avec v*k,/v >> 70 est caracté- 
risé par un décollement développé de l'écoulement autour des aspé- 
rités, une destruction de la structure du champ des vitesses du film 
visqueux et de la zone de transition, une influence prononcée de la 
rugosité sur la zone turbulente de l'écoulement. 

Dans ce régime, la résistance du tube représente en fait la somme 
des résistances des aspérités séparées lors de l’écoulement autour 
d'elles avec décollement. Comme le coefficient de résistance d’un 
corps non profilé dans l’écoulement avec décollement ne dépend 
pratiquement pas de Re, on peut s’attendre à ce que le coeffi- 
cient de résistance du tube dépendra non de la vitesse, mais seule- 
ment des paramètres géométriques de la rugosité. Ces considérations 
sont bien corroborées par les données des expériences. 

Examinons la loi de la distribution des vitesses dans une couche 
limite turbulente d'un tube rugueux. Notons avant tout que pour une 
description du processus de mélange turbulent et du champ des 
vitesses dans la région voisine de la paroi de l'écoulement turbulent 
dans un tube, on peut, en posant t — T, = const, faire appel aux 
raisonnements énoncés au chapitre IX lors de la déduction de la 
formule de la loi logarithmique de la distribution des vitesses (X.35). 
La valeur de la constante universelle x caractérisant le processus 
du mélange turbulent et ne dépendant pas des conditions aux limites 
doit cependant rester la même que dans les tubes lisses. En ce 
qui concerne la constante C, déterminée par les conditions aux limi- 
tes, et par conséquent, par les paramètres de la rugosité, sa valeur 
doit changer. Etant donné que les paramètres de la rugosité doivent 
exercer une influence manifeste sur le champ de la vitesse, intro- 
duisons-les dans la formule de la loi logarithmique en ajoutant et en 
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retranchant du deuxième membre de (X.35) une grandeur constante 


Le in Co Lin Lin À 
vŸ OX v x ka #%  %Xa 
En groupant les termes, nous obtenons 
Vx __{ y r 
mme + B1, (X.48) 


»* | vsk e mm Led e Cd Ld 
où B,=C+ in — doit être, de même que C, considéré comme 


une fonction du paramètre de la rugosité v*k,/v. Ce n'est que dans 
les tubes lisses ou rugueux, mais en premier régime la valeur de C 
est constante. La formule (X.48) représente une loi logarithmique de 
la distribution des vitesses dans la zone voisine de la paroi de 
l'écoulement turbulent dans un tube rugueux. 

Dans la zone intérieure du noyau turbulent, la loi logarithmique, 
comme au cas d’un tube lisse, n’est pas exacte. Pour représenter 
sous la forme sans dimensions les épures des vitesses dans un noyau 
turbulent, on peut se servir de la formule (X.36), laquelle est appli- 
cable également à une région turbulente de la couche voisine de la 
paroi. 

D'une façon approximative, comme dans le cas des tubes lisses, 
on peut admettre que la loi logarithmique (X.48) est valable pour 
toute la section du tube et alors il sera facile d'obtenir la valeur de la 
vitesse maximale avec y =r, 


mi In + Bi; (X.49) 


Lv* 


en la retranchant de (X.48), nous trouvons 


ce qui coïncide avec la relation (X.41) pour un tube lisse. On en: 
déduit que la vitesse moyenne est liée à la vitesse maximale par la 
relation (X.42). En y portant la valeur de la vitesse maximale sui- 
vant (X.49), nous trouvons 


LS 


v v 1 1 F 
sen + Bi—=<-. (X.50) 


L* 


Cette relation diffère de la formule (X.43) pour les tubes lisses: 
u*ka 
= ) : elle est valable pour tout 
régime d'écoulement autour des aspérités, c'est-à-dire c'est une 
expression générale de la vitesse moyenne dans les tubes rugueux. 
Les épures de la vitesse dans un tube rugueux pour une valeur- 
constante de Re dépendent de la rugosité relative du tube. Comme on: 


par la présence de la fonction Bi( 
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le voit de la Hg X.10, qui montre la variation de la vitesse relative 
Lx (+. ° 
Um ro ro 
épures de la vitesse diminue avec l'augmentation de la rugosité 
du tube. Il en résulte que pour un débit constant, c'est-à-dire pour 
une vitesse moyenne constante Umoy, la vitesse maximale Um au 


2} pour Re — 1-10%, le coefficient de remplissage des 


To 


Fig. X.10 Fig. X.11 


centre du tube augmente au fur et à mesure de l’augmentation de 
la rugosité relative. Ceci se confirme par la comparaison des épures 
de la vitesse dans les tubes lisse Z et rugueux 2 (fig. X.11). 

Pour analyser les régimes d'écoulement autour d’une rugosité 
dans les tubes, il est commode de représenter la loi sans dimensions 
de la distribution de la vitesse sous la forme 


Lx _ {Le Az - 
(Eu CE use - (51) 
La comparaison de (X.51) avec (X.48) donne 


Me 1h CB, (X.52} 


v* K 


où Av,/v* est une correction à la vitesse sans dimensions dans un 
tube lisse, qui tient compte de l'influence de la rugosité sur la loi 
de la distribution de la vitesse. Cette correction est une fonction du 
paramètre de la rugosité v*k,/v. 


$ 
Les valeurs de —— dre = fe (= Fa 


expériences dans les tubes de différente rugosité, sont montrées sur la 
fig. X. 12. 


} obtenues d'après les données des 


tS 
=] 
tS 
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Les abscisses, c'est-à-dire les valeurs de v*k.,/v pour lesquelles 


Av,/v* — 0, correspondent à la limite du premier régime quand le 
tube fonctionne comme hydromécaniquement lisse; elles dépendent 
de la structure géométrique de la rugosité. Sur cette figure, au troi- 
sième régime d'écoulement autour de la rugosité correspondent des 
tronçons sous la forme de droites inclinées. L’échelle de l’axe des 
abscisses étant logarithmique, cela veut dire que sur ces tronçons 
C et B;, sont des grandeurs constantes. Leurs valeurs dépendent 


A Sable homagene 

+ Æugosité artificielle 
regutière (Hama) 

e Aspéritles rectangulaires 
(Moore) 


Fig. X.12 


également des particularités géométriques de la rugosité. Dans le 
cas d’une rugosité granuleuse B, — 8,48. Au second régime, transi- 
toire, correspond une dépendance de nature compliquée B; (v*k,/v). 

Déterminons maintenant la loi du coefficient de résistance À 
pour le mouvement dans un tube rugueux. A cet effet, servons-nous 


de la relation (X.50) et remplaçons dans celle-ci “ner en vertu de 
la relation (X.44) 


O9 


8 

VA 

Cette expression représente la loi générale de la résistance dans 

les tubes rugueux pour tout régime d'écoulement autour des rugo- 
sités. 

En utilisant la valeur de la constante universelle x — 0,40 et 

en admettant pour le troisième régime d’écoulement dans le cas 


1 1 ; 
=; nr +B— —. (X.53) 


2 
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d'une rugosité granuleuse B;, — 8,48, nous obtenons 


8 r 
——=2,51n © +4,73. 
VA ka T44 

Les coefficients de cette formule ont été ensuite corrigés par 
Nikuradse conformément aux résultats des expériences. Finale- 


ment, après passage aux logarithmes décimaux, la formule est de- 
venue 


1 
Es (X.54) 
(216 22+4,%)" 


La relation (X.54) peut être utilisée dans les calculs pratiques 
des valeurs de À pour les tubes à rugosité granuleuse, si v*k.,/v > 70, 
c'est-à-dire pour les nombres de Reynolds 


218 — 382 le 
Re > ———!? 


ka 
2ro 


Pour les tubes à rugosité granuleuse, d’après les expériences de 
Nikuradse, on peut construire un diagramme général (fig. X.13,a) 
de la relation entre le coefficient de frottement À et le nombre Re 
et la rugosité relative. 

Sur cette figure la droite Z correspond à la formule (X.30) pour 
l'écoulement laminaire dans un tube cylindrique. Les points expé- 
rimentaux se rapportant aux tubes rugueux pour les nombres de 
Reynolds subcritiques correspondent bien à cette dépendance. Ceci 
montre que dans le régime laminaire de l'écoulement, la rugosité 
n’influe pratiquement pas sur la résistance du tube. La ligne J1 
correspond à la formule (X.45) pour l'écoulement turbulent dans les 
tubes lisses. Les points, où les courbes r,/k, — const commencent 
à s'écarter de la ligne Z7, correspondent aux nombres de Reynolds 
pour lesquels commence le second régime d'écoulement autour des 
rugosités. Les segments horizontaux de ces courbes correspondent 
à la formule (X.54), c'est-à-dire au troisième régime d'écoulement 
autour des rugosités dans lequel le coefficient de résistance est 
constant et ne dépend pas de Re. 

En cas d'une rugosité technique toutes les particularités de la 
variation des coefficients de résistance en fonction de Re sont conser- 
vées. Ceci est illustré par la fig. X.13,b où l’on voit une dépendance 
expérimentale À — f (Re) pour un tube avec rugosité technique pour 
une valeur de k,/r,. Par rapport à la relation montrée sur la fig. X.13,a 
ici la courbe ne comporte pas de creux caractéristiques pour le ré- 
gime de transition dans le cas d’une rugosité granuleuse. D'autre 
part, cette courbe commence à s’écarter de la dépendance À = f (Re) 


18—064 
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pour les tubes lisses un peu plus tôt, c’est-à-dire que le tube à rugo- 
sité technique se comporte comme hydrodynamiquement lisse dans 
une gamme de Re plus petite que le tube à rugosité granuleuse. 


a) {g(100À) 
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La détermination des coefficients À des tubes à rugosité technique, 
pour tous les régimes d'écoulement autour des rugosités, peut se 
faire à l’aide de la formule de A. Altschul 


—041 ( FT)". 


où k, est la hauteur moyenne réduite des aspérités de la rugosité ; 
sa grandeur dépend de la nature et du type des tubes. 

Avec k, — 0 cette formule se transforme en une relation (X.47) 
pour les tubes lisses. 
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$ 57. PERTES DE CHARGE SINGULIÈRES 


Les pertes d’énergie locales sont dues au fait que le fluide doit 
surmonter des résistances provoquées surtout par les décollements 
locaux des tourbillons, ainsi que par des transformations notables 
de la forme de l'écoulement et du champ des vitesses dans celui-ci. 
Tous ces processus dépendent en grande partie de la nature des obsta- 
cles locaux. La grande diversité des formes des obstacles engendrant 


= 
LA 


NÈ S 2 
BE IN a Vnoy 
[S Z2g 


Fig. X.14 


les résistances locales et la complexité des processus hydrodynami- 
ques ayant lieu lors de l’écoulement d'un fluide à travers ceux-ci 
n’ont pas permis jusqu'à présent d'élaborer une théorie générale du 
calcul des résistances locales. Pour cette raison dans les calculs 
pratiques on utilise généralement les données sur les coefficients de 
résistance locale £ obtenues au cours des études expérimentales, effec- 
tuées sur des stands spéciaux hydrauliques ou aérodynamiques. Dans 
certains cas, on peut cependant déduire les formules théoriques pour 
le calcul de ces coefficients. 

Examinons le calcul des pertes locales dans un élargissement 
brusque. 

La fig. X.14 montre le schéma des lignes de courant d'un écoule- 
ment de fluide visqueux dans un élargissement brusque. Immédiate- 
ment après l'élargissement brusque, on observe la formation de 
tourbillons annulaires intenses qui, en divergeant, occupent progres- 
sivement la section entière du tube. Le processus de divergence de ces 


18* 
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filets s'effectue sur un tronçon de section large correspondant au 
moins à dix diamètres. Les expériences prouvent que la pression qui 
s'exerce dans la section 7, située immédiatement après l’élargisse- 
ment brusque, ne diffère pratiquement pas de la pression dans la 
section étroite juste avant l'élargissement. 

Les données indiquées permettent de déterminer la différence de 
pression sur le tronçon commençant à partir de l'élargissement brus- 
que jusqu'à la fin de la formation de l'écoulement dans la section 1. 
A cet effet utilisons la formule (X.19) obtenue d’après la loi de la 
quantité de mouvement. En négligeant dans celle-ci l'influence des 
contraintes tangentielles et en tenant compte que sur le tronçon hori- 
zontal entre les sections 7 et 2 le long des parois du tube cos (n. x) 
est égal à zéro, nous obtenons 


(Pi — P2) Sp (a: Umoy, 92 — Gi Umoy,S 1). 


En utilisant maintenant l'équation de la continuité pour les 
sections Z et :2, nous trouvons une relation 


Umoy,9 1 = Umoy,S 2, (X.25) 


suivant laquelle la différence de pression peut s'exprimer sous la 
forme 


o a S 
Pi— Pe=0 (aivhuy, — AfVinoy, =) = 
—= P(&2 Vnoy, — LiUmoy Vmoy,)- (X.56) 
Pour définir les pertes de charge, utilisons l’équation de Bernoul- 


li (X.11) en y posant H = Hyn, z = z2 et en remplaçant la diffé- 
rence de pression suivant (X.56) 


Y Him = PUmoy, (G2Umoy, — Li Vmoy,) +£ (Ge Umoy, — &eUmoy,)-  (X.57) 


Généralement l'écoulement considéré est turbulent et dans ce 
cas, comme cela a été indiqué au $ 56, les coefficients, tenant compte 
de la distribution non uniforme de la vitesse dans la section, sont 
proches de l’unité. De cette façon en admettant &œ, = &, = @œ — 
— a* — 4 et en groupant les termes, nous obtenons 


(moy, —V moy. )? 


Van ——-5——<—, (X.58) 


Rapportons la perte d'énergie à la vitesse um, après l’élargisse- 
ment de l'écoulement. Dans ce cas la formule générale peut être 
écrite sous la forme 


YHn=iu—5—, (X.59) 
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où bei est le coefficient de perte de charge dans un élargissement 
brusque. En égalisant les expressions (X.58) et (X.59) et en tenant 
compte que Umoyi/Umoya — 92/81; nous trouvons 


ta= (1). (X.60) 


La comparaison montre que les résultats des calculs effectués 
d’après cette formule concordent avec les données des expériences. 
I1 est à noter que la valeur du coefficient de perte de charge &a 


V 
7er } Fluide mort 


Fig.X. 15 


Variera si dans la formule (X.59) on prend moy, pour la vitesse carac- 
téristique. Il est facile de s'assurer que dans ce cas 


2 
ta= +) (X-61) 
mais la valeur totale de la perte yH,, ne changera pas. Sur la fig. X.14 
est montré schématiquement le diagramme de Bernoulli pour le 
tronçon de l'écoulement à élargissement brusque entre les sections 1 
et 2, illustrant la variation de certaines formes d'énergie spécifique 
dans cet écoulement. 

Examinons le schéma permettant de calculer le coefficient de 
contraction dans un rétrécissement brusque. 

Les observations montrent (fig. X.15) que dans ce cas la contrac- 
tion de l'écoulement qui commence dans la section Z du tube large 
avant son entrée dans le tube étroit se prolonge également sur un 
certain tronçon dans le tube étroit. Progressivement dans le tube 
étroit la veine de fluide s’élargit, cet élargissement se terminant dans 
une certaine section 2. Immédiatement avant la section contractée, 
entre la veine et les parois du tube large, il se forme une zone de 
« fluide mort ». 

En négligeant les contraintes tangentielles et l'influence de la 
non-uniformité de l’écoulement dans la section, utilisons la formu- 
le (X.19) de la loi de la quantité de mouvement. Tenons compte de 
la dernière intégrale de cette formule en y posant cos (nr, x) = 1 et le 
domaine d’intégration S; — S:. Finalement, on peut écrire 


P191 — P292 — P(S1—S2)—=p (Umoy,S2 — Umoy,S )s; (X.62) 


278 PROBLÈME INTERNE DE LA MÉÊCANIQUE DES FLUIDES [CH. X 


où p est la pression dans la zone de « fluide mort » devant l'entrée 
dans le tube étroit. Pour éliminer cette pression, utilisons, en 
négligeant les pertes de frottement, l'équation de Bernoulli sur Île 
tronçon du tube large à partir de la section Z jusqu’à la zone 
morte, où v — 0, 

pra mors 


P= Pi + 


En introduisant cette valeur de p dans (X.62) après regroupement 
des termes, nous obtenons 


Unoy, lmoy, S4 
pa = (bi, — TT St) 


En utilisant l'équation de Bernoulli (X.11) et en y posant H — 
— Hn et ensuite en portant la différence de pression trouvée, nous 
avons 


H — x Pmoy, Pmoy, S: Pümoy, Pbinoye 
Han (Diners = 5 3e PTT 


En tenant compte de l'équation de continuité, suivant laquelle 


So 
Umoy,— Vmoy, += 5, ? 


nous trouvons 


Se \ PPmoye 
=(1-<) ——. .6 
YA (1 S, ] 2 (X.63) 

En comparant cette expression avec la formule générale (X.24), 
nous obtenons le coefficient de perte de charge &. dans un rétrécisse- 
ment brusque du tube sous la forme 


Cette formule correspond aux résultats des expériences si l'ori- 
fice est à bords vifs. Dans le cas de l’orifice à bords arrondis il faut 
introduire dans la formule un coefficient de correction empirique 
inférieur à l'unité. 

Un élargissement progressif du tube a lieu, par exemple, dans 
les diffuseurs. Dans ce cas, les pertes d'énergie dépendent notable- 
ment de la structure de l'écoulement à l’entrée du diffuseur, ainsi que 
de l’angle de son ouverture et de la variation de pression sur la lon- 
gueur du diffuseur. Suivant la combinaison de ces facteurs, deux 
formes d’écoulements dans les diffuseurs sont possibles : écoulement 
harmonieux sans décollement ou écoulement avec décollement et 
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formation de tourbillons discrets. En utilisant l'équation de Bernoul- 
li (X.11) et l’équation de continuité (X.7) dans la section Z avant 
l'entrée dans le diffuseur et dans la section 2 dans la partie large 
à la sortie de celui-ci et en tenant compte de ce que 


nous obtenons l'expression générale pour le coefficient £a de la 
résistance du diffuseur sous la forme 


ET, (X.64) 


Ce coefficient tient compte des pertes dues au frottement de la 
veine contre la paroi, ainsi qu’à son élargissement dans le diffuseur. 

Pour pouvoir calculer &, d’après cette formule en écoulement sans 
décollement, les diffuseurs sont munis de schémas théoriques et 
expérimentaux ; quant aux écoulements avec décollement, ils sont 
calculés suivant des données empiriques. 

Ainsi, de ce qui a été énoncé il suit que même dans les cas rares où 
les formules des coefficients des pertes de charges peuvent être 
déduites en partant des considérations théoriques on doit souvent 
y introduire des coefficients expérimentaux pour préciser les valeurs 
de & obtenues. Ceci s'explique par la nécessité de se servir dans les 
calculs pratiques des données expérimentales sur les valeurs de €. 
Les valeurs des coefficients & pour différentes pertes de charge sont 
données dans [1], 110]. 


$ 58. ÉCOULEMENT D'UN FLUIDE PAR LES ORIFICES 
ET LES AJUTAGES 


Le calcul des écoulements d’un fluide visqueux par les méthodes 
du problème à une dimension de la mécanique des fluides est basé 
sur l'emploi conjoint de l'équation de Bernoulli tenant compte des 
pertes 


PU Fnoy 
PT VAT Ge, —5 = po + yz2 + 


Pen mors 


Le 2Ly > Hn,+Y S Hi, (X.65) 


ii 


et de l'équation de continuité (X.7). 
Suivant le problème posé, les grandeurs cherchées sont les vites- 
ses et les débits en différents points le long de l'écoulement ou les 
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pertes de charges ou les chutes de pression nécessaires pour assurer les 
débits donnés. 

Suivant les particularités de l'écoulement examiné, lors de la 
détermination des pertes, dans le deuxième membre de l'équation 
de Bernoulli (X.65) le rôle principal revient soit à la somme des 
pertes locales, soit à la somme des pertes réparties. Dans les écoule- 
ments très courts, on peut négliger les pertes réparties et se limiter 
seulement à la prise en compte des pertes locales. Dans les écoule- 
ments de grande longueur, les pertes locales se révèlent souvent 
relativement faibles, et on les né- 
glige dans ce cas. Evidemment des 
cas intermédiaires sont possibles, 
quand il est indispensable de tenir 
compte de toutes les pertes. 

Commençons à examiner les pro- 
blèmes relatifs aux écoulements des 
fluides visqueux par l'étude des 
écoulements de fluide à travers des 
orifices, c’est-à-dire par le problème 
des écoulements courts, où l’on peut 
négliger l'influence des pertes 
réparties. 

Examinons l'écoulement a'un 
fluide par un orifice en mince pa- 
roi d’un réservoir débouchant à l’air 
libre (fig. X.16). 

Les observations montrent que 
le jet sortant d'un tel orifice se 
contracte et la surface S, de sa 
section mouillée située à une petite 
distance du plan de l’orifice devient inférieure à la surface S. La 
contraction est due à l’action des forces d'inertie qui naissent dans le 
jet lors de sa sortie, quand les lignes de courant contournent les bords 
de l’orifice. L'influence du contournement des bords est surtout 
importante pour les particules dont les trajectoires font 90° avec 
l'axe de l’orifice, c’est-à-dire celles qui se déplacent le long des 
parois. L'effet de contraction se détermine par le coefficient de con- 
traction du filet e = S;/S dont la valeur dépend de la forme et des 
dimensions absolues de l’orifice, ainsi que de la vitesse d'écoulement. 
Dans le cas de l’orifice dans une paroi verticale, sa valeur dépend 
notablement, les autres conditions étant égales, de la disposition de 
l'orifice par rapport au fond du réservoir. Grâce à la présence d’une 
surface directrice, parallèle à l’axe de l’orifice, le filet n’est pas con- 
tracté du côté de cette surface ou l’est partiellement. Les parois 
transversales n'influent pas sur le processus de contraction du 
filet, si la distance entre le bord le plus proche de l’orifice et la paroi de 


Fig. X.16 
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guidage constitue plus de trois diamètres de l’orifice. Dans ce cas 
les valeurs du coefficient de contraction pour les orifices ronds et 
carrés sont £ — 0,60 — 0,64. 

En plus de la contraction du jet, il se produit également l’inver- 
sion de la forme de sa section transversale. Ainsi, par exemple, le 
filet sortant d’un orifice carré a une section transversale en forme 
d'étoile. Ce processus est la conséquence de l'influence des forces de 
la tension superficielle. Cependant l’inversion de la section du jet 
n’influe aucunement sur la surface de sa section ni sur le coeffi- 
cient &€. 

Pour le calcul de la vitesse du liquide dans un jet sortant d’un 
orifice, admettons que ce dernier est disposé dans la paroi d’un réser- 
voir, où la pression à la surface du liquide p, n’est pas égale à la 
pression atmosphérique p,. Soit la profondeur d'immersion de l’axe de 
l’orifice du liquide égale à k. L’écoulement dans le jet après sa sortie 
de l’orifice peut être considéré comme graduellement varié. Appli- 
quons l'équation de Bernoulli (X.65) aux sections de l’écoulement 
dont la première coïncide avec la surface libre du liquide dans le 
réservoir et la seconde avec la section du jet située immédiatement. 
après sa sortie de l’orifice. En négligeant les pertes de frottement du 
fluide eur les parois du réservoir, nous obtenons 


pri 


2 


| pus pur 
Vh+ Pre, = Po tac —5 + lo —5 + . 

Le dernier terme de cette expression tient compte de la perte 
d'énergie locale liée à l'écoulement du fluide par l’orifice en mince 
paroi. 

Admettons que la vitesse d’abaissement du niveau dans le réser- 
VOIT Umoy, €St faible. Ceci n’est possible que si la surface de l'orifice 
S est considérablement inférieure à la surface libre du liquide dans 
le réservoir S,. En vertu de l'équation de continuité, la vitesse 
d'écoulement du liquide par l’orifice Umoy et la vitesse Umoy,. SOnt. 
liées par relation 

S 
Umoy_—=Ümoy + - 
OP moÿ S; 
En tenant compte que 2 & 1, on peut négliger le carré de ce 
r 


rapport qui fait partie du troisième terme du premier membre de 
l'équation de Bernoulli. Alors pour la vitesse moyenne d'écoulement. 
du fluide par l’orifice, nous trouvons l'expression suivante 


_— 1 Pr — Po 
ny V 2e (r+ Re | (X.66) 
1 


est dit coefficient de la vitesse. Il tient 


Le facteur 


&c 
compte de l'influence de la résistance locale et de la distribution non 
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uniforme de la vitesse dans la section du jet sur la valeur des vites- 
ses. Comme «&. > 1 et £o >> 0, le coefficient de la vitesse est infé- 
rieur à l'unité. 

Maintenant déterminons le débit Q du liquide lors de l'écoulement 
par. l'orifice 


Q=UmoysS je 


En portant dans cette formule la valeur de la vitesse moyenne 
tirée de (X.66) et en exprimant la surface de la section du jet S, par 
la surface de l'orifice, nous trouvons 


= — SV 2g (n+ te) (X.67) 


La grandeur 


£ 
1 X.68 
F V'ac+ do ( ) 
est appelée coefficient de débit de l'orifice donné. De cette façon, 
la relation pour la détermination du débit de fluide par l’orifice 


dans une paroi peut s’écrire définitivement sous la forme suivante 


O=us V2 (n+ 2e). (x:65) 


Dans le cas particulier, quand la pression sur la surface de l’eau 
dans le réservoir est égale à celle atmosphérique 


Q=uS VA. (X.70) 


Les valeurs des coefficients de débit u se déterminent expérimen- 
talement. Pour des petits orifices circulaires et carrés pu Æ 0,62 et 
le coefficient de la résistance locale 0 Æ 0,06. Si les parois exercent 
une influence directrice, le coefficient de débit augmente par rapport 
à sa valeur donnée ci-dessus et avec l'augmentation de la charge , 
il diminue. 

En cas d’une immersion peu profonde du centre de l’orifice, il se 
forme un mouvement hélicoïdal du fluide approchant l'orifice. Il 
est possible également qu’il se forme un entonnoir aérien prenant son 
origine sur la surface libre. Un tel entonnoir se forme quand la 
profondeur d'immersion de l’orifice est égale environ à trois fois 
le diamètre de l'orifice. 

La formule (X.69) permet d'effectuer le calcul du débit lors de 
l'écoulement par des orifices de grande surface dans la paroi, si l'on 
peut négliger la vitesse d’'abaissement de la surface libre dans le 
réservoir. Dans la formule donnée, on entend par hk la profondeur 
d'immersion du centre de gravité de la surface de l’orifice au-dessous 
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de la surface libre. Les valeurs des coefficients de débit pour de tels 
orifices se révèlent quelque peu supérieures à celles pour les petits 
orifices, u — 0,65--0,70. 

En construction navale, un intérêt particulier revient au cas de 

l'écoulement du fluide par un orifice noyé, c'est-à-dire de l’écoule- 
ment d'un réservoir dans l’autre qui est 
partiellement rempli (fig. X.17). 
__ Analogiquement au cas précédent, l'écou- 
lement par un orifice s'accompagne de la 
contraction du jet avec son élargissement 
ultérieur. Par conséquent, outre la perte 
d'énergie due à la résistance locale lors du 
passage du fluide à travers l’orifice, il faut 
tenir également compte des pertes dues à 
l'élargissement brusque du jet. 

En traçant le plan de référence par l’axe 
de l'orifice et en admettant petites les 
vitesses de variation des hauteurs du niveau 
à gauche et à droite de l’orifice et ensuite 
en négligeant leurs carrés, écrivons l'équa- Fig. X.17 
tion de Bernoulli (X.65) pour les sections 
situées sur les surfaces libres. En tenant compte des pertes d'énergie 
locales dans la région de l’orifice et en les rapportant à la vitesse 
moyenne du fluide dans celui-ci, nous trouvons 


pv: , pr? . 
PHVA= Po+V22+ Lo —5 + ba LE | 


_— 1 ‘9 = P — Po 
Umoy — Vao+ta V 26 (2124 Y } ° 


La valeur du coefficient de résistance £x peut être obtenue de la 
formule (X.61) en y posant S — oo, c'est-à-dire &x — 1. Détermi- 
nons le débit de fluide par l’orifice en tenant compte de la contrac- 
tion du jet 


es P— Po 
QE ES Vmoy = 7 V’ 2e (2—2+ 12) . 
Le facteur 
— + 

Vhrt 
représente le coefficient de débit de l’orifice noyé, par sa grandeur il 
est proche du coefficient de l’orifice non noyé. Ceci résulte de la 


comparaison avec la formule (X.68) dans laquelle on peut pratique- 
ment admettre & = 1. 


LL 
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Ainsi, la formule du débit de fluide par l’orifice noyé peut être 
écrite sous la forme 


Q=us V2 (1-24 2—R) (X.74) 
Pour augmenter le débit de fluide lors de son écoulement par un 


orifice et obtenir un jet sous pression, on adjoint à l’orifice un tube 
court appelé ajutage. Les ajutages peuvent être de différentes formes 


RSS 
ISSU 


SSSILIS.) ASSIS. | 


N 
ù 
NS 
N 
N 
N 


SSSISIIISL 


Fig. X.18 


(fig. X.18): cylindriques J et ZI ; coniques, convergents et divergents, 
III et IV; conoïdaux, V. De plus, on les classe en ajutages inté- 
rieurs (21 et IIT) et extérieurs (7, IV, V). 

En régime de fonctionnement correcte de l’ajutage, la section 
mouillée du jet sortant de celui-ci est égale à l'aire de la section de 
sortie de l’ajutage. Ainsi on arrive à éviter la contraction du jet à la 
sortie de l’ajutage et le coefficient de rétrécissement du jet à la sor- 
tie e — 1. Ceci constitue la propriété essentielle de l’ajutage. 

Examinons le principe de fonctionnement d’un ajutage cylindri- 
que extérieur (fig. X.19). La veine liquide entrant dans l’ajutage 
subit d’abord un rétrécissement, analogue à celui qui a lieu à la 
sortie d’un orifice. Le jet diverge ensuite et à une certaine distance 
de l’entrée dans l’ajutage, il occupe toute sa section. 

L'air contenu dans l’espace entre le jet rétréci et les parois de 
l’ajutage est emporté par le courant d’eau, et dans cette portion de 
l'écoulement, c'est-à-dire dans la section rétrécie, il se forme une 
dépression à la surface du fluide. Par suite de cette dépression, la 
différence entre la pression à la surface libre du fluide et la pression 
du jet rétréci augmente par rapport à l'écoulement par un simple 
orifice. Ceci contribue, suivant l'équation de Bernoulli, à l’augmen- 
tation de la vitesse d'écoulement du jet dans la section rétrécie de 
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l'ajutage, ce qui conduit à l’apparition de l'effet de succion. Néan- 
moins, les pertes d'énergie augmentent dans l’ajutage. Elles sont 
dues à l’élargissement du jet dans l’ajutage ainsi qu’au frottement 
du fluide sur ses parois. Lorsque la construction de l’ajutage est 
correcte, l'influence de ces pertes augmentées est compensée par 
l'effet de succion, et de ce fait le débit de l’ajutage devient supérieur 
à celui de l'orifice. 

Pour évaluer l'influence de ces facteurs, nous allons déduire la 
formule pour le calcul du débit d’un ajutage cylindrique. Ecrivons 


LLRARLRRARAULLALAGALAUAULLIALLALALEURT 


CARLA RRRRRLARLAULRRALLRLSLRRSS 


LL LRU RNULSAURSSRLSUR SR 


Fig. X.19 


Cd 


l'équation de Bernoulli pour la section qui se confond avec la surface 
libre du liquide et pour la section du jet à la sortie de l’ajutage. 
Posons la pression p, à la surface du liquide dans les deux sections 
égales à celle atmosphérique et négligeons la vitesse d’abaissement 
du niveau du fluide. Le plan de référence est considéré comme étant 
confondu avec l’axe de l’ajutage 


pur OY L pri Y 
Po+Yh=@e — + Loy+ba+A Tr) —5—+ Po- 


. L pr moy 
Ici le terme À m7 T9 — 
sur sa longueur L, et les pertes locales sont rapportées à la vitesse 


Umoy à la sortie de l’ajutage ; la vitesse dans la section de sortie est 
1 


rene 
Da + bar À + &c 


tient compte des pertes dans l’ajutage 


V 2gh. (X.72) 
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Le débit d’eau dans l’ajutage compte tenu de ce que & = 1 sera 


——— S V 2gh. 
V' ta Ga tTAT +@c 
Le coefficient de débit de l’ajutage 

1 = 


mms (X.73} 
_ _ L 
/ toa-+ ta FAR + a 


c'est-à-dire il est égal au coefficient de vitesse de l’ajutage. Compte 
tenu de ce fait, nous obtenons finalement 


Q= pas V 28H. 


En comparant cette formule avec (X.70). établie pour le calcul 
du débit de liquide en écoulement par l’orifice, nous voyons que 
pour une même charge À l’ajutage assure un plus grand débit, si 


H>H. (X.74)} 

Cette condition permet de déterminer les dimensions relatives 
optimales de l’ajutage. 

Remarquons que le rapport de l’aire du jet S, dans la section 


contractée de l’ajutage à la section de sortie est égal au coefficient 
de contraction du jet e. Alors en vertu de la formule (X.60) 


Gel —= (21) J 


Le coefficient de résistance de l’orifice £5, rapporté à la vitesse 
à la sortie de l’ajutage est lié au coefficient de résistance &, rapporté 
à la vitesse dans la section contractée S; par une relation 


- S \=__ Lo 
at (5) =. 


Par suite, la condition (X.74) peut s’écrire sous la forme dévelop- 
pée 


Q = UmoyS —= 


Ua — 


1 € 
< VOo+ Gc ° 


y &+(i-1) a Lac 
Après les transformations simples de cette inégalité, nous éta- 
blissons qu’au point de vue du débit de fluide l’ajutage est plus effec- 
tif qu'un orifice, le coefficient de contraction du jet g étant le 

même, Si 
L 2(1—E€) 


D'< x — (X.75) 
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En vertu de cette condition, la longueur limite de l'ajutage sui- 
vant la valeur du coefficient de perte de charge répartie À est 


L=(40 = 50) D. 


Pour une longueur des ajutages L — (3 = 4) D, u & 0,87. Dans 
les ajutages plus courts il n’est pas exclu que l'air extérieur pénètre 
dans la zone de la dépression et de ce fait le jet dans l’ajutage ne 
peut pas diverger d’où la diminution brusque du coefficient de 
débit. 

Trouvons la pression p, dans la section contractée du jet dans 
l’ajutage. A cet effet utilisons l'équation de Bernoulli, écrite pour 
la surface libre et la section contractée, 


Pros Pen ons 


Po+Yh= p;+@e + Lo 


En tenant compte que Unoy, — ut £, nous trouvons 


rF OY © 
py= Po+vh— + 5 (ae bo). 


En exprimant Umoy en concordance avec la formule (X.72), nous 
obtenons 


Din Ferere ses _— 1" (X.76) 


- + a L, 
Loa Fa TA rt Ge 


Ainsi, la pression dans la section contractée p, tombe proportion- 
nellement à l’augmentation de la charge h. Si la pression p, diminue 
jusqu’à atteindre la pression p, de la vapeur d’eau saturée, alors à la 
température donnée le liquide dans la section contractée se mettra 
à bouillir. Dans ce cas il se produit l’effet de cavitation, qui entraï- 
ne la rupture du jet, la pénétration de l'air dans l’ajutage et la 
perturbation de son fonctionnement. Avec p, — 1 atm. la charge 
limite après laquelle commence la perturbation du fonctionnement 
de l’ajutage, d’après la formule (X.76), est k = 9,5 m. 

Dans les ajutages cylindriques intérieurs, les valeurs des coeffi- 
cients de débit sont un peu plus petites que dans les ajutages exté- 
rieurs, c’est-à-dire u Æ 0,71. Le coefficient de debit des ajutages co- 
niques convergents dépend de l’angle du cône et a une valeur maxi- 
male u — 0,95, pour un angle de 13°. Dans les ajutages divergents, 
la dépression dans la section contractée est supérieure par rapport 
aux ajutages cylindriques ; un tel ajutage suce de façon effective le 
liquide. On emploie les ajutages divergents lorsqu'il est désirable 
d'obtenir un grand débit de fluide avec une faible vitesse d’écoule- 
ment à la sortie de l’ajutage. 
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$ 59. CALCUL DU TEMPS DE VIDANGE 
D'UN RÉCIPIENT 


L'’'abaissement du niveau de fluide dans un réservoir jusqu'à un 
niveau donné lors de son écoulement s’effectuant pendant un certain 
temps représente un exemple d'écoulement unidimensionnel varié. 
La détermination de ce temps est liée à la nécessité de résoudre le 
problème sur la durée de vidange d’un récipient, ou sur l’égalisation 
des niveaux de fluide dans des réservoirs communiquants. Stricte- 
ment parlant, la résolution de ce problème requiert l’application de 
l'équation de Bernoulli pour 
l'écoulement varié de fluide 
visqueux (X.16). Cependant, si 
l’on admet que les vitesses de 
variation du niveau de fluide 
et, par conséquent, les accélé- 
rations locales des particules 
OUmoy/0t sont faibles, on peut 
négliger l'influence de ces accélé- 
rations sur le processus de l’écou- 
lement. Dans ce cas, pour résou- 
dre le problème on peut utili- 
ser l'équation de Bernoulli (X.12) 
pour le mouvement établiet, com- 
me un corollaire, déterminer les 
valeurs instantanées des débits Q suivant les formules obtenues dans 
le paragraphe précédent. Cette méthode se réduit en somme à l'uti- 
lisation du principe de la stationnarité, c'est-à-dire de l'hypothèse 
que les valeurs instantanées du débit se déterminent en fonction 
des valeurs instantanées de la charge et des coefficients de débit 
suivant les formules déduites pour l'écoulement permanent. 

Commençons l’étude du problème posé par le cas où il faut déter- 
miner le temps au cours duquel le liquide s’abaissera dans un 
réservoir de forme quelconque depuis son niveau initial hk; jusqu’au 
niveau donné h, (fig. X.20). L’écoulement peut s'effectuer par un 
orifice ou par un ajutage. On suppose que les pressions p, sur la sur- 
face du fluide dans le réservoir et p, sur la surface du jet s'écoulant 
ne sont pas égales. Pour la détermination de la valeur instantanée 
du débit de liquide s’écoulant par un orifice, utilisons la formu- 


le (X.69) 
— o Pa Po 
Q=uS y 2e(n+ An), 


en admettant dans celle-ci k égal à la hauteur instantanée du niveau 
de liquide au-dessus du centre de l’orifice. 

D'après cette formule, le volume élémentaire de débit de liquide 
pendant le temps dt par un orifice est Q dt. La diminution du volume 


Fig. X.20 
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de fluide dans le réservoir, due à ce débit, est égale au produit de la 
surface libre S, par la variation de la charge — dh, c’est-à-dire 


Q dt= —S,dh. 


En substituant ici la valeur du débit Q, nous trouvons 
Pi Po _ 


d’où le temps d’abaissement du niveau de h, jusqu'à h, se détermine 
par l'intégration 

h 
1 Se dh 


= — — nn, 
Pa Po 
0 V g\r+ y 


On doit tenir compte que dans le cas général d’un réservoir de 
forme quelconque l’aire de sa surface libre S, est une fonction de »; 
le coefficient de débit u dépend également de la valeur de la charge 
instantanée k. Cependant pratiquement u peut être considérée comme 
une grandeur constante. Cela permet d'écrire la formule de calcul du 
temps sous la forme 


1— 1 \ SP(h) dh 
= uS V2 P1 — Po | 
AE 


L'intégrale figurant dans cette formule peut être calculée, dans 
le cas d’un récipient de forme quelconque, d’après les règles de 
l'intégration approchée (par exemple, d’après la règle des trapèzes). 
Pour les formes simple de la dépendance S, (h), elle se calcule en 
quadratures. Par exemple, si S,(h) — S,. — const, alors 

h 


[ M _—92 (y ho + AP BP h, + Pie AR | 


(X.77) 


h: 


c’est-à-dire 


CE EI (V/ho+ ne V1 +22 ) . 78) 


En admettant dans cette formule h, — 0, nous trouvons le temps 
de vidange total du réservoir. Comme il est facile de voir, les formu- 
les (X.77) et (X.78) donnent également la solution du problème sur 
le temps d’élévation du niveau de hk, jusqu’à h, dans un récipient 
communiquant avec un autre réservoir, où la hauteur du niveau de 
liquide, par rapport auquel on mesure h, et h;, est supposée constan- 
to. Ceci correspond à un problème de noyage des compartiments sur 
un navire. 


19—0684 
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$ 60. ÉCOULEMENT DU FLUIDE DANS 
LES CONDUITES 


Un type important du problème à une dimension en mécanique 
des fluides est l'étude des écoulements de fluide de grande longueur 


Pg 


Fig. X.21 


dans lesquels les pertes d'énergie essentielles sont des pertes répar- 
ties. À ce type de problèmes se rapporte l'étude des écoulements de 
fluide dans les conduites. 

Les conduites peuvent être divisées en deux catégories principa- 
les: simples et multiples. Une conduite simple est ordinairement 
un Système de tronçons de tubes réunis en série, avec un débit constant 
suivant la longueur et n'ayant pas de ramifications. Une conduite 
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multiple est un système de tubes ramifiés, branchés en parallele ou 
avec différentes sources d'alimentation. 

Examinons les principales relations caractérisant l'écoulement du 
fluide dans une conduite simple. Supposons que l'écoulement du 
fluide dans celle-ci s'effectue sous l'effet d'une charge h créée par un 
réservoir de charge dans lequel on maintient un niveau de liquide 
constant. Dans une conduite simple, l’eau est soit amenée dans un 
autre réservoir de plus grandes dimensions J, soit s’écoule librement 
de son extrémité 27, comme il est montré sur la fig. X.21. Dans le 
cas Z, la charge h est complètement dépensée pour surmonter les 
résistances réparties et les résistances locales entre les deux réser- 
voirs. Dans le cas 71, la perte de charge est due aussi bien à l’affranchis- 
sement des résistances qu’à la création de l'énergie cinétique de 
la veine liquide s’écoulant de la conduite. 

Utilisons l'équation de Bernoulli (X.12) et écrivons celle-ci 
pour l'écoulement dans une conduite simple, correspondant au sché- 
ma /7. Admettons que le plan de référence est situé au niveau de la 
sortie du jet de la conduite et considérons la conduite comme se 
composant d’une série de tronçons L; avec des tubes de différents 
diamètres D;. Pour calculer les pertes de charge Æ nous utilisons la 
relation (X.17). En partant de ces hypothèses nous pouvons écrire 


Pur por 
vh = Por LS EE mor: LS Cr ok .. (X.79) 
i=1{ k—1 
En faisant appel à ré ation de continuité, nous pouvons expri- 
mer les vitesses dans les différents tronçons de la conduite figurant 
dans cette expression en fonction de la vitesse moyenne v%, à la 
sortie de la conduite 
S'Umoys = S'Umoys — .. :S iUmoy, — SUmoy- 
La valeur du coefficient de la non-uniformité &. en écoulement 
turbulent peut être admise égale à l'unité. 
Finalement, suivant l'équation (X.79) 
D. — V2gh _ 
Moy — _ ° 


a+ Dug(s) +30 


Alors le débit sera … 
Q= HiconaS V 28h, (X.80) 

SP 
D LS V < S 12 

Var M 5e (=) +D En (=) 


représente le coefficient de aà$bit de la conduite. 


cond — 


(X.81) 


19* 
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En comparant les expressions (X.80) et (X.70), nous nous assu- 
rons de leur identité extérieure pour les valeurs évidemment diffé- 
rentes des coefficients de débit. Les valeurs de licona dépendent des 
valeurs des coefficients de perte de charge répartie À dont le calcul 
doit s'effectuer en partant des nombres de Reynolds, compte tenu de 
l'influence de la rugosité des parois du tube. Pour une conduite 
de diamètre constant suivant la longueur, la formule (X.81) prendra 


la forme 
1 


Rond = . 
L 
Vas. > Ch 


Rk—1 


(X.82) 


Parfois, pour tenir compte de l'influence des pertes locales dont 
la part dans la valeur totale des résistances d’une conduite de grande 
longueur n'est généralement pas grande, on simplifie cette formule 
en remplaçant la longueur réelle Z de la conduite par sa longueur 
équivalente 


nr 
D 
Lrea= L ++ D, La 
Rk—!{ 
c'est-à-dire en ramenant la formule à la forme 
| 
Ucond — 


L 
réd 


Si la conduite simple correspond au schéma 7, alors il n’y a pas 
lieu de tenir compte du premier terme du deuxième membre de 
l'équation (X.79). Alors, en négligeant les pertes locales, le coeffi- 
cient de débit pour une conduite de section constante suivant la 
longueur peut s’écrire ainsi 


| 
TA . 
MT 


Dans les calculs pratiques des conduites, il est parfois commode 
de représenter les relations obtenues ci-dessus sous une forme qui 
simplifie les calculs. D’après (X.80) et (X.83), le calcul d'une condui- 
te simple de section constante est 


(X.83) 


O=SV <E—, (X.84) 


où le rapport h/L suivant la formule (X.13) représente la pente hydrau- 
lique de la conduite 


=: 
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Ainsi, la formule pour le calcul du débit s’écrira sous la forme 


Q=KV In, (X.85) 


K=Sy XD HD, (X.86) 


La grandeur Æ, représentant suivant la formule (X.85) le débit 
d’une conduite à pente hydraulique égale à l'unité 7, — 1, s'appelle 
caractéristique de débit ou module de débit du tube. 

Les valeurs de X dépendent des coefficients de perte de charge 
répartie À. Ordinairement dans les conduites les nombres Re de 
l'écoulement correspondent au troisième régime de l'écoulement 
autour des aspérités de la rugosité, lorsque À dépend seulement de 
la rugosité relative et ne dépend pas du nombre Re du tube. Pour 
cette raison le coefficient X peut être calculé à l'avance pour les tubes 
avec différentes rugosités et de différents diamètres et être représenté 
sous la forme d’abaques facilitant les calculs. 

Suivant la formule (X.85), la charge indispensable pour 
assurer le débit donné Q se détermine par la relation 


= L. (X.87) 


Les formules (X.85) et (X.87) permettent de déterminer facile- 
ment le débit Q pour une charge donnée h et un diamètre D des tubes 
ou bien la charge nécessaire k pour Q et D donnés, c’est-à-dire de 
résoudre les deux principaux problèmes pour une conduite simple. 
Le troisième problème, la détermination du diamètre requis du tu- 
be D pour Q et h donnés, vu que À dépend d’une façon complexe de D 
[voir formule (X.54)], peut être résolu seulement par la méthode des 
approximations successives. Si le long d’une conduite simple il 
y a des tronçons de tubes de différents diamètres, alors la charge 
disponible totale sera dépensée pour surmonter la somme des pertes 
réparties suivant la longueur des différents tronçons, c’est-à-dire 


n 
h= > Hi. 
{ t 


En tenant compte que sur chaque tronçon de longueur L,; et de 
diamètre D;,, suivant la formule (X.87) 


et que par suite de la condition de continuité 


Qi =Q2= ... —=Qi=Q, 


294 PROBLÈME INTERNE DE LA MÉCANIQUE DES FLUIDES (CH. X 


nous trouvons la formule 
ñn 
h —Q" >» FH (X.88) 


qui est commode pour le calcul des conduites simples de section 
variable. 

Si la conduite est dotée d’une pompe, alors la charge h, créée 
par celle-ci peut être considérée équivalente à une certaine énergie 
supplémentaire communiquée à l'écoulement du fluide. La valeur 


Fig.. X.22 


spécifique de cette énergie correspond à la charge L, créée par la 
pompe et peut être prise en compte dans les formules indiquées comme 
un terme supplémentaire à la charge h disponible. Dans le cas donné 
la pente hydraulique doit être déterminée suivant la formule 


h+Lh 
= (X.89) 


Le calcul ultérieur peut s'effectuer toujours suivant la formu- 
le (X.85). La pompe rend possible l’amenée du liquide par la condui- 
te d’un réservoir à bas niveau dans un réservoir à niveau plus élevé. 
Dans la relation (X.89), la valeur À sera inférieure à zéro et égale 
à la différence des niveaux entre les points d’alimentation et de 
consommation du fluide. L'analyse détaillée du fonctionnement de la 
pompe, compte tenu des caractéristiques de la conduite donnée, 
s'effectue, par exemple, pour le calcul des systèmes de navires. 

Une conduite sur la longueur de laquelle il y a un tronçon de 
tubes disposé au-dessus de la surface libre du réservoir 7, d'où le 
fluide est pompé dans le réservoir Z7, est dite siphon (fig. X.22). 
Le calcul de l’écoulement dans celui-ci s'effectue suivant les formu- 
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les ordinaires (X.80) et (X.85). Cependant dans un tel écoulement 
est possible l’apparition d’une dépression notable dans la partie 
élevée de la conduite, où une grande chute de pression peut provo- 
quer la cavitation. Cela conduira à la discontinuité de l'écoulement 
et à la cessation de l'écoulement de l’eau dans la conduite. Le plus 
probable est l'apparition de la pression minimale au point 4, le 


Fig. X.23 


plus élevé et le plus éloigné du réservoir J (fig. X.22). En désignant 
la longueur de la conduite avant cet endroit par L, et sa hauteur 
au-dessus du niveau du réservoir supérieur par 1, d’après l'équation 
de Bernoulli, nous trouvons 


pri La Po 
Po—= PA + haY +&e ——— Fer + À Lu “moy 


i=1 


où PA est la pression au point À. 
D'où il vient 


Ra + (aa + D à t) nr 
OÙ Po — PA est la dépression au point À. 

La valeur de ps — p4/y, admissible du point de vue du fonction- 
nement normal de la conduite, ne dépasse ordinairement pas 6- 
7 m d’eau. 

Examinons quelques particularités des écoulements dans des 
conduites multiples. La fig. X.23 montre une conduite sur le tron- 
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çon AB de laquelle sont branchés en parallèle des tubes de différents 
diamètres et longueurs. La particularité caractéristique de ce tron- 
çon est la présence de ramification des tubes aux points À et B. 
Pour composer les équations décrivant le mouvement d’un fluide, 
on part de ce que les pertes de charge entre les points de ramification 
A et B dans toutes les branches sont identiques, c’est-à-dire que 
l'écoulement dans n’importe quelle de ces branches s'effectue sous 
l’action d’une perte de charge identique. Ceci permet d'établir un 
système fermé d'équations pour une conduite ramifiée. 

Etablissons un tel système pour la conduite représentée sur la 
fig. X.23 avec trois ramifications parallèles de tubes. Désignons par 
H 18 la perte de charge inconnue entre les points À et B. Alors pour 
chaque branche, de même que pour une conduite simple, on peut 
écrire suivant (X.87) 


2 2 Qi - 
+ Le Hans KE La H 45; < La= 1 48: (X-90) 


Choisissons maintenant sur le tronçon ramifié une branche quel- 
conque de longueur L>. Alors dans la conduite composée des tron- 
çons CÀ de longueur ZL,, AB de longueur Z2 et BD de longueur Z;, 
l'écoulement s'effectuera sous l’action d’une même charge h. mais 
avec des débits Pr c'est-à-dire suivant la formule (X.88) 


__ — Li + SE SE Le + Ki=h, (X.91) 


où il est admis que sur les tronçons ayant et après la ramification 
les débits sont identiques, c’est-à-dire Q, — Q, = Q. 
Enfin, aux points de ramification doit être observée la condition 


de continuité 
Q—=Q2 + Q3 + Qi. (X.92) 


Le système de cinq équations obtenu (X.90)-(X.92) permet de 
déterminer cinq inconnues : Q, Q;, Q:, Q,et H\18R; après quoi on peut 
également calculer les pertes de charge sur les tronçons CA et BD, 
c'est-à-dire déterminer toutes les caractéristiques de la conduite 
examinée. 

Une conduite multiple, où la prise de liquide de la conduite 
principale s'effectue au moyen d’un grand nombre de ramifications, 
disposées sur sa longueur plus ou moins régulièrement, peut être 
schématisée sous la forme d’une conduite avec un débit continu sur 
sa longueur. A cet effet, supposons que le débit de fluide aux consom- 
mateurs s'effectue régulièrement sur toute la longueur de la conduite 
avec une intensité g rapportée à l'unité de sa longueur (fig. X.24). 
En outre, nous admettrons que seule une partie de fluide est débitée 
sur la longueur de la conduite et qu’à son extrémité la valeur de son 
débit est Qcona- Par suite le débit total de liquide au début de la 
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conduite est 
Q — OQcond + qL. 


Le premier terme Qcona est dit débit transité et le second débit 
réparti. 

Considérons la section de la conduite située à une distance x de 
son commencement. Le débit dans cette section sera évidemment 


Qx— Qcona + gL — gx. 
Toutefois, d’après la formule (&- ss). 


Cette relation permet de déterminer la dépendance de la charge 
en fonction des débits de différente nature pour le schéma de conduite 


Fig. X.24 


donné. En effet, comme 7, + const, alors suivant (X.15) 


I — dH — (Qcond -- qL— ms 22 
h— 4z K? 


En intégrant cette équation sur la longueur de la conduite, 
nous trouvons 
L 
Î a . + 4 9 
H=7z | I(Qcond + 9L)*— 2 (Qcona-+ 9L) 97 + gr] dz. 
Ü 
Après le calcul de l'intégrale nous obtenons une équation qui 


fournit la charge nécessaire assurant le fonctionnement de la conduite 
avec les débits réparti et transité donnés 


L 0 2L2 
= ( Qéona + 2qQcondL +4) - (X.93) 
Si la conduite n’a qu’un débit réparti et Qcona = 0, alors 
___ L  g2L? 
H=—S—., 


c'est-à-dire une telle conduite est équivalente à une simple conduite 
de débit Q = qgL, mais demande une charge trois fois moindre. 
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L'analyse des systèmes de conduites ramifiées plus complexes 
s'appuie sur le même principe que celle des schémas simples exami- 
nés ci-dessus. Cependant dans ce cas la majorité des problèmes est 
résolue à l’aide de différentes méthodes approchées ou grapho-analy- 
tiques, examinées dans les manuels d’hydraulique [1] et autres parties 
spécialisées de la mécanique des fluides appliquée. 


$ 61. COUP DE BÉLIER 


Parmi les problèmes des mouvements unidimensionnels variés 
du fluide l'étude du coup de bélier est d’un intérêt particulier. La 
particularité de ce problème consiste en la nécessité de tenir compte 
des phénomènes de compressibilité qui permettent d'expliquer la 
propagation des ondes élastiques dans les milieux matériels. 

Le coup de bélier apparaît lorsqu'on arrête brusquement l’écou- 
lement dans une conduite. Il s'accompagne d’un arrêt soudain de la 
masse de fluide et d’une augmentation brusque de la pression, qui 
se propage le long de la conduite, provoquant des bruits et la vibration 
de la conduite et dans les cas sérieux, sa destruction, l'endommage- 
ment de la robinetterie et des pompes. Dans l'élaboration de la théo- 
rie de ce processus complexe non stationnaire un grand rôle incombe 
aux recherches de N. Joukovski réalisées à la fin du XIX® siècle. 

Décrivons le phénomène de l'apparition du coup de bélier dans 
une conduite simple alimentée par un grand réservoir avec un 
niveau constant (fig. X.25). Pour simplifier, nous admettrons indé- 
formables les parois du tube par lequel s'écoule le fluide. 

Au moment de la fermeture instantanée de la vanne disposée dans 
la section AB à la sortie du tube, il se produit l'arrêt du fluide qui 
se déplaçait auparavant avec une vitesse constante wr0%. Si le 
fluide était incompressible, le processus d'arrêt se passerait instan- 
tanément dans toute la masse de fluide se trouvant au moment donné 
dans le tube. Cependant, étant donné que le fluide est compressible, 
le processus d'arrêt du fluide se déroule dans le temps de la manière 
suivante. D'abord s'arrêtent les couches transversales par rapport 
à l’axe du tube, situées à l'approche immédiate de la vanne, ensuite 
s'arrêtent successivement toutes les autres couches depuis la vanne 
vers le réservoir. La perte d'énergie cinétique du fluide ayant lieu 
dans les couches arrêtées provoque l'élévation de la pression Ap dont 
la zone se met à se propager dans le tube pour embrasser tout le volu- 
me occupé par le fluide arrêté. Par conséquent, le processus d'arrêt 
du fluide pendant le coup de bélier remonte le tube avec la même 
vitesse cha avec laquelle dans un fluide s'effectue le processus de la 
transmission de la pression. Dans le cas où l’élasticité des parois des 
tubes n'influe pas sur ce processus, la vitesse cua est égale à la vites- 
se de la propagation du son dans le fluide. Comme dans un fluide 
incompressible cette vitesse est infinie, le processus d’élévation de 
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la pression sur toute la longueur du tube, sans tenir compte de la 
compressibilité, devrait être considéré comme instantané. Ainsi, après 
un intervalle de temps t — L/cpa, le fluide dans tout le tube 
s'arrêtera à l’état comprimé sous l'action de la pression qui sera 
supérieure de Ap à la pression statique D. 


| S +8 
AS 


Pression 
———— Vitesse 


Il est facile de voir qu’un tel état de repos du fluide ne peut se 
conserver. À la sortie du réservoir dans lequel, en cas de son grand 
volume et de la présence de la surface libre, la pression peut être 
considérée constante, l'équilibre du fluide sera perturbé par suite de 
la variation de pression Ap. Sous l'influence de cette variation de 
pression, le fluide se mettra à se déplacer dans le tube avec une vites- 
se correspondante Umoy, mais cette fois en sens inverse, c’est-à-dire 
vers le réservoir. Ce processus s’accompagnera du rétablissement de 
la pression initiale p qui existait aux points correspondants du tube 
avant la fermeture de la vanne. Après un intervalle de temps t — 
— 2L/cya la pression statique se rétablira dans toute la conduite et 
toute la masse de fluide y prendra son volume initial en se déplaçant 
vers l'entrée du tube. Le déplacement des particules vers le réservoir 
fera couler le fluide depuis la vanne, c'est-à-dire provoquera la 
baisse de la pression de la valeur Ap. Cette onde de dépression se 
mettra à se propager vers le réservoir et après l'avoir atteint à l'ins- 
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tant £ — 2L/cpu subira une réflexion avec changement de signe. 
Quand le fluide atteindra la vanne fermée, dans cette zone la pres- 
sion augmentera à nouveau de Ap et tout le processus se répétera 
périodiquement dans le temps. La loi de la distribution de la sur- 
pression et de la vitesse le long du tube pour trois moments de temps 
est montrée schématiquement sur la fig. X.25 et la loi de la varia- 
tion de la surpression dans le temps à l'extrémité du tube z— L et 
dans la section au milieu du tube x — L/2, sur la fig. X.26. 

En effet, si l’on tient compte de la viscosité du fluide, de la 
déformation des parois du tube et de la dissipation de l’énergie qui 


4p 
+ 


Fig. X.26 


y est liée, il faudra considérer le processus de la variation de la 
pression dans le temps comme amorti. D'autre part, son allure et la 
grandeur Ap dépendent notablement du caractère fini du temps de 
fermeture de la vanne. 

Déduisons la formule pour le calcul de la grandeur Ap lors d'un 
coup de bélier. A cet effet utilisons la loi de la quantité de mouvement 
dQr _5 
a —h; 


en l'appliquant à un volume élémentaire d’une longueur dL dans 
lequel pendant le temps dt s'est effectué l'arrêt du fluide (fig.X.25). 
Ici Of est le vecteur quantité de mouvement du fluide dans le volume 
considéré. En utilisant cette loi sous la forme d’une projection sur 
l’axe du tube, dont l'aire de la section transversale est S et en négli- 
geant la déformation du tube, nous trouvons 


Alors la loi de la quantité de mouvement s’écrit sous la forme 


dLpSv 
—7#— =(p—p—Ap)s. 
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En tenant compte que 
dL 


TH — — Chél 


représente la vitesse de propagation des perturbations élastiques dans 
un liquide dans le sens inverse de la vitesse de l'écoulement principal, 
nous obtenons 


AP = PChélVmoy- (X.94) 


Il résulte de cette formule que la valeur Ap au commencement du 
coup de bélier pour {<< 2L/crc est positive et à l'instant £ > 2L/cpa 
elle est négative, car la vitesse v 07 change de signe en concordance 
avec le déroulement du phénomène décrit ci-dessus. 

Pour la détermination de la vitesse de propagation de la défor- 
mation élastique cpe, on doit tenir compte de l’élasticité du maté- 
riau du tube et de la compressibilité du fluide. 

Déterminons la variation de la masse du fluide dans le volume 
de fluide arrêté ABCD (fig. X.25) pendant le temps dt, en tenant 
compte de la variation de sa masse volumique p et de l’aire de la 
section du tube S due à l'augmentation de la pression. Elle est égale 
à la différence des masses de fluide initiale et finale, calculées en 
tenant compte de la compressibilité et de la déformation, 


(p + dp) (S + dS)dL —pS dL & (p dS +-S dp) dL. 


Suivant la condition de continuité, la variation de la masse est 
égale à la masse de fluide entrant à travers la partie encore non 
déformée de la section S 


En tenant compte que dL = cpadt, nous trouvons 


Gé = (X.95) 


La grandeur dS/S pour une section circulaire du tube peut être 
exprimée en fonction de l’accroissement de son rayon dr lors de la 
déformation 

dS 2sr dr dr 
DT 9 T 
S Tr? r 
ayant lieu sous l’action de la charge intérieure Ap. 

En vertu des données connues du cours de la résistance des maté- 

riaux 

dr _r 
“r — tE 
où # est l'épaisseur des parois du tube et E le module d'’élasticité 
du matériau des parois. 


Ap, 
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La grandeur dp/p est liée au module d'’élasticité E, du fluide par 
la relation 
dp 


Er=p dp 


= p 2P 
RP 


En portant ces relations dans (X.95), nous trouvons 
Umoy 
1 2r ° 
ap (gr +7) 
Si l’on exprime dans cette formule Ap suivant la relation (X.94) 
et on résout l’équation trouvée par rapport à chu, en définitive, on 


obtiendra l'expression qui fournit la vitesse de propagation des 
déformations élastiques sous la forme 


Chél — 


Et 
p 
Chi = 
él d Et èr 
V it 


qui a été, comme (X.94), établie par N. Joukovski. Pour des parois 
non élastiques du tube Æ — © et la vitesse de propagation des 


déformations élastiques 
Et 
C y À. 
bé] p 


Cette expression représente la formule de Newton pour la déter- 
mination de la vitesse de propagation du son dans un milieu fluide 
illimité. Pour l'eau, à la température de 10 °C, E, = 2,07 -108 kgf/m°. 
L'élasticité des parois du tube diminue sensiblement la vitesse 
Chéri, Surtout si les tubes sont fabriqués en matériau peu élastique. 


CHAPITRE XI 


THÉORIE DE LA COUCHE LIMITE 


$ 62. PARTICULARITÉS DU MOUVEMENT 
DE FLUIDE POUR DE GRANDS NOMBRES DE REYNOLDS 


L'étude théorique des mouvements d’un fluide visqueux permet 
d'obtenir les résultats définitifs des calculs de la résistance, soit en 
cas des mouvements lents pour de faibles nombres Re ($ 44), soit 
pour de grands nombres Re. Pour les grandes valeurs des nombres Re. 
on pourrait à première vue négliger les forces de viscosité par rapport 
aux forces d'inertie et chercher la solution du problème au moyen de 
la théorie des écoulements potentiels d’un fluide parfait ; cependant, 
de tels mouvements, satisfaisant aux équations de Navier-Stokes, ne 
permettent pas de satisfaire à la condition aux limites de l’adhérence 
d’un fluide aux parois solides. Ceci montre que la condition d’adhé- 
rence conduit à la perturbation de la potentialité de l'écoulement et 
ceci surtout au voisinage de la surface des corps. Par conséquent, 
dans ce cas les équations de Navier-Stokes décrivent non pas un 
écoulement potentiel, mais un écoulement turbulent. 

Un intérêt particulier revient aux mouvements dans lesquels 
les effets d'inertie dans le fluide l'emportent sur l'influence des for- 
ces de viscosité. Comme on le sait, l'influence relative de chacune 
de ces deux classes principales de forces est caractérisée par le nom- 
bre Re de l'écoulement. Le cas examiné représente le mouvement 
avec de grandes valeurs de Re. Lors de tels mouvements tout le 
courant fluide peut être approximativement divisé en deux zones: 
1) zone de très faible épaisseur dite couche limite, où l'influence des 
forces de viscosité est aussi importante que l'influence de toutes les 
autres forces et 2) zone d'influence négligeable de la viscosité appelée 
fluide libre. Pour la zone de la couche limite, grâce à sa faible épais- 
seur relative, les équations du mouvement peuvent être simplifiées, 
à la suite de quoi leur résolution devient plus facile que celle des 
équations générales de Navier-Stokes. Dans le fluide libre on peut 
considérer les fluide comme parfait et étudier son mouvement en se 
servant des méthodes de calcul connues de la théorie des écoulements 
potentiels. 

Le problème se ramène à examiner séparément les équations 
simplifiées du mouvement de fluide dans ces deux zones et à raccor- 
der ensuite les solutions obtenues. Suivant l'influence relative des 
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forces d'inertie et de viscosité ou, ce qui revient au même, suivant 
la valeur du nombre Re de l'écoulement, l'épaisseur relative de la 
couche limite et du fluide libre varie. Plus le nombre Re est grand, 
c'est-à-dire plus importante est la valeur relative des forces d'inertie, 
moins épaisse est la couche limite et, par conséquent, plus grande 
est l’étendue du fluide libre et inversement, avec la croissance de 
l'importance de la viscosité la couche limite s'épaissit et la zone de 
courant extérieure à la couche limite diminue. 

Ce rôle déterminant du nombre Re, de l’ordre de grandeur duquel 
dépend si telle ou telle partie du courant fluide se rapporte à la zone 
de la couche limite ou du fluide libre, constitue la particularité prin- 
cipale des méthodes approchées de la solution des problèmes de la 
dynamique des fluides visqueux, portant le nom de théorie de la 
couche limite. 

Les mouvements du fluide dans la couche limite et dans le fluide 
libre sont indissolublement liés entre eux. Dans la position du 
problème initiale de Prandtl, cette liaison a été considérée comme 
unilatérale ; on considérait que le fluide libre existe indépendamment 
de la couche limite et on l’admettait à l’avance connu; quant au 
mouvement dans la couche limite, il est déterminé suivant le flui- 
de libre donné. Le développement ultérieur de la théorie de la couche 
limite a montré que cela n’était pas ainsi et c’est seulement avec 
une certaine approximation, pas toujours satisfaisante, qu'on peut 
effectuer le calcul suivant un tel schéma. 

Remarquons tout d’abord qu'à la suite du freinage du fluide 
dans la couche limite, les lignes de courant se déplacent et refoulent 
le liquide libre. La variation des vitesses longitudinales aux fron- 
tières de la couche due à ce refoulement s’avère dans la majorité des 
cas négligeable. L'influence opposée notable exercée par la couche 
limite sur le fluide libre a pour cause l’apparition de vitesses trans- 
versales qui se conservent dans le fluide libre et dans un certain 
nombre de cas constituent l’objet principal du phénomène étudié 
(injection du fluide dans le filet). Dans certains cas plus rares 
(décollement et état précédant le décollement) l'influence inverse 
de la couche limite sur les vitesses longitudinales dans le fluide 
libre a aussi de l’importance. Dans ce cas, on ne peut considérer 
l’écoulement du fluide libre comme connu à l’avance ; pour le déter- 
miner il faut tenir compte du mouvement dans la couche limite, qui 
à son tour dépend de l'écoulement du fluide libre. L'étude, même 
très approchée, des problèmes de ce type représente jusqu'ici de 
grandes difficultés. Enumérons, selon L. Loïtsianski [16], les clas- 
ses de mouvements les plus souvent étudiées au moyen de la théorie 
de la couche limite. Le trait typique de ces classes est la présence 
de deux zones: du fluide libre et de la couche limite. 

Dans l'écoulement d’un fluide autour d’un corps immobile 
(fig. X[I.1), le passage de la vitesse nulle des particules fluides adhé- 
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rant à la surface du corps à la vitesse voisine de la vitesse à l'infini 
s'effectue de façon brusque dans la région située au voisinage immé- 
diat de la surface du corps. Dans cette région, couche limite le 
long de la surface du corps, se développent des forces de viscosité 
importantes, comparables aux forces d'inertie. Loin du corps, où 
les vitesses sont devenues presque uniformes et ont atteint des valeurs 
voisines de la vitesse à l’infini amont, les forces de viscosité devien- 
nent insignifiantes, de façon qu’on peut les négliger, en considérant 
ce fluide libre comme une région de mouvement de fluide non vis- 
queux. En aval de ce corps, à une certaine distance, il se conserve 
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Fig. XI.1 


encore la région de fluide freiné par le corps, où les vitesses tendent 
à s'égaliser à la suite de l'interaction avec le fluide libre pour 
atteindre à nouveau la valeur de la vitesse à l'infini amont. Une telle 
région d'écoulement de fluide est dite sillage hydrodynamique du 
corps; parfois on l'appelle encore ombre hydrodynamique. Le sillage 
hydrodynamique représente un autre exemple typique de la couche 
limite, où se manifeste également d’une façon nette l'interaction de la 
couche limite avec le fluide libre. 

Le filet fluide pénétrant dans l’espace rempli par le fluide immo- 
bile de propriétés physiques identiques ou proches nous fournit 
encore un exemple de la couche limite (fig. XI.2). Au commence- 
ment, à l'entrée dans le fluide au repos, l'effet de l'influence de la 
viscosité se manifeste dans la couche limite surtout à la périphérie 
du filet, ensuite progressivement d’autres particules se trouvant 
dans les régions voisinant l’axe du filet sont entraînées dans le 
processus de freinage visqueux, enfin l'effet de freinage produit par 
le fluide libre se répand sur tout le filet qui devient entièrement 
couche limite. C’est dans cette couche limite que se dérouleront les 
processus de brassage du filet avec le fluide au repos. 

Si un filet s'écoule dans un fluide en mouvement, par exemple le 
déplacement d’un filet dans un écoulement de même direction, alors 
ici également nous avons affaire à la couche limite (le filet lui- 
même) et au fluide libre de même direction. 
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Examinons le tronçon initial d’une buse quelconque dans laquelle 
entre un fluide visqueux (fig. XI.3). Sur ses parois intérieures, com- 
me sur toute surface solide, apparaît une couche limite se dévelop- 
pant progressivement en aval de l'écoulement. A l’intérieur de la 
buse, en dehors de cette couche limite, il existe un fluide libre qui 
ne disparaît qu'après la jonction des couches limites qui se sont 
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formées sur les parois. En aval de cette section, il n'y aura ni fluide 
libre, ni couche limite ; c'est la région du mouvement permanent de 
fluide visqueux pour le calcul duquel on doit utiliser les méthodes 
générales de la dynamique du fluide visqueux. Les méthodes de la 
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théorie de la couche limite ne sont évidemment applicables qu'aux 
tronçons initiaux. Et de plus, comme il est facile de s’en assurer, 
au fur et à mesure de l'élargissement de la couche limite, le mouve- 
ment dans le fluide libre doit changer. Ainsi. le tronçon initial nous 
sert d’un exemple simple de l'interaction notable de la couche limite 
et du fluide libre. 

Pour les grandes valeurs du nombre de Reynolds de l’écoule- 
ment, l’épaisseur de la couche limite est très petite par rapport à la 
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dimension longitudinale caractéristique de l’écoulement. Ainsi, par 
exemple, l'épaisseur maximale de la couche limite sur le bord ar- 
rière d’une aile d’avion ne dépasse pas quelques centimètres. Des 
couches limites relativement épaisses se forment autour des carènes 
de navires dont la longueur atteint cent mètres et plus; l’épaisseur 
de la couche limite près de la poupe peut atteindre 50 centimètres et 
même plus. 

La notion de la couche limite impose l'introduction de l’évalua- 
tion quantitative de son épaisseur. A cet effet on utilise trois gran- 
deurs : épaisseur de la couche limite 6 ; épaisseur de refoulement Ô* ; 
épaisseur de la perte d’impulsion ô**. 


La notion d'épaisseur de la couche limite est conventionnelle et 
malgré son évidence physique est au fond indéterminée. Pour l’épais- 
seur de la couche limite on prend la distance de la surface du corps 
pour laquelle la vitesse d'écoulement dans la couche limite atteint 
99,5 % de la vitesse d'écoulement potentiel du fluide libre. Comme 
la zone réelle de l'influence de la viscosité se propage de la surface 
du corps asymptotiquement, alors, si l’on prend au moins 99.0 % 
au lieu de 99,5 %, la valeur absolue de l'épaisseur de la couche limite 
diminuera sensiblement. Dans les études expérimentales, la préci- 
sion adoptée pour la détermination de l'épaisseur Ô correspond aux 
limites de la précision de la mesure des vitesses dans l'écoulement. 
On doit remarquer que la frontière extérieure de la couche limite, 
suivant la définition adoptée de l'épaisseur 6. n’est pas une ligne de 
courant de l’écoulement et sert seulement de limite conventionnelle 
de la zone d'influence de la viscosité. 

La notion d'épaisseur de refoulement est liée au calcul de la 
déviation de la ligne de courant du fluide libre sous l'action de la 
couche limite. Comparons les débits de fluide à travers les sections 
AB et 4,B, dans un écoulement de fluide visqueux le long d’une 
plaque plane. 

Sur la fig. XI.4 on voit que Qu > Qu. c’est-à-dire que la 
droite BB;, à la différence d’un fluide non visqueux, n’est pas une 
ligne de courant; pour trouver la déviation de la ligne de courant ô* 
sous l’influence de la couche limite, exigeons l'égalité des débits, 
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c'est-à-dire écrivons que 
Qas—Q41B; + VooO° - (XI.1) 
Il est évident que 


Ô 
Q AB —= V0 — Vo \ dy, 
0 
et 


Ô 
Qi: — | Ux dy. 
0 


En substituant les expressions de ces débits dans la formule (XI.1) 
nous obtenons 


Ôô 
vô= | v, dy + vb, 
0 


d’où 
Ô, 
0 (se ») 


Il est facile de voir que dans la limite supérieure de cette inté- 
grale on peut à la place de 6 écrire l'infini, puisque pratiquement cela 
ne se répercute pas sur sa valeur, car en dehors de la couche limite 
la fonction sous le signe somme est égale à zéro. De cette façon, en 
déterminant l'épaisseur de refoulement, on peut ne pas utiliser la 
notion d'épaisseur de la couche limite. D'après ce qui a été exposé, 
on voit que ô* caractérise la déviation des lignes de courant du 
fluide libre par rapport aux lignes de courant dans un fluide 
parfait, provoqué par l’action de la couche limite. Notons que la 
valeur totale de cette déviation n’est atteinte que pour les lignes 
de courant disposées au voisinage de la frontière extérieure de la 
couche limite; la ligne de courant nulle, confondue avec la surface 
du corps, ne change pas sa position. 

L'épaisseur de la perte d’impulsion ô** définie par la relation 


ue ee (1— 2) dy, (XL.3) 
0 


Vo 


comme il sera montré plus loin, caractérise la perte de la quantité 
de mouvement nécessaire pour surmonter les forces de frottement 
à l’intérieur de la couche limite. Lors de son calcul, on peut prendre 
pour la limite supérieure, comme dans le cas précédent, soit 6, soit 
l'infini. Si la pression le long de la couche limite n’est pas constan- 
te, alors la vitesse v dans (XI.2) et (XI.3) doit être remplacée par 


$ 62] PARTICULARITÉS DU MOUVEMENT DE FLUIDE 209 


la valeur de v sur sa frontière extérieure dans la section correspon- 
dante. 

La couche limite, dans l’étude de laquelle l'influence de la vis- 
cosité est considérée comme asymptotiquement propagée depuis 
la surface du corps dans le fluide, sera dite couche limite asymptoti- 
que ; ses caractéristiques sont ô* et 6**. La couche limite, en dehors 
de laquelle on suppose conventionnellement l'absence totale des 
forces de la viscosité, est caractérisée par l'épaisseur 6 et s'appelle 
couche limite d'épaisseur finie ; pour lier entre elles les deux notions 
de la couche limite, il faut établir la liaison entre les grandeurs 
ô, Ô* et Ô**. 

A l'intérieur de la couche limite, indépendamment de la struc- 
ture du fluide libre, peut exister un régime d'écoulement laminaire 
ou turbulent. Le passage de l’écoulement laminaire à l’écoulement 
turbulent dans la couche limite a lieu quand le nombre Re atteint 
sa valeur critique, celui s'accompagne de la perte de stabilité de 
l'écoulement laminaire. Le nombre Re dans le cas de la couche 
limite peut se calculer sous la forme Res — vô/v, Re* — vô*/v ou 
Re** — vô**#/y, où v est la vitesse sur la frontière extérieure de la 
couche limite. 

Par suite, on distingue les couches limites laminaire et turbulen- 
te; à chaque régime d'écoulement dans la couche correspondent ses 
lois de la distribution des vitesses. Comme l'épaisseur de la couche 
limite augmente de l’extrémité avant vers la poupe du corps, même 
pour une valeur constante de la vitesse d'écoulement sur sa fron- 
tière extérieure le nombre Re le long de la couche a une valeur 
variable. Plus compliquée est la couche limite mixte, quand dans 
la partie avant du corps par suite de la petitesse du nombre Re 
elle est laminaire et à partir de la fin d’une certaine région le long 
de la surface du corps, qui s’appelle région transitoire, elle devient 
turbulente. 

Comme la valeur de la pression dans la couche limite est déter- 
minée par le mouvement du fluide libre, dans le cas de l’écou- 
lement autour d'une surface curviligne la pression le long de la 
couche limite ne sera pas constante et ce n’est que dans le cas parti- 
culier de la plaque plane disposée le long de l'écoulement que la 
chute de pression longitudinale sera nulle. L'existence de la chute 
de pression longitudinale, surtout si sa valeur est grande. peut 
provoquer le décollement de la couche limite. 

Lors du mouvement dans la couche limite de l'extrémité avant 
du corps vers son maître couple, le fluide se déplace de la zone de 
haute pression vers la zone de pression plus basse, c’est-à-dire avec 
une accélération positive. Au-delà du point de minimum de l’épure 
de la pression le mouvement des particules de fluide s'effectue avec 
une accélération négative vers le côté de la pression croissante, 
leur énergie cinétique se transformant partiellement en énergie 
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potentielle de pression; en même temps les particules dépensent 
une partie de leur énergie cinétique pour surmonter les forces de 
frottement. Par suite, à une certaine distance de l’extrémité avant, 
derrière le point de minimum de la pression l'énergie cinétique des 
particules de fluide au voisinage de la paroi, c'est-à-dire dans la 
zone d'action des plus grandes forces de viscosité, sera nulle et l’épu- 
re de la vitesse dans cette section de la couche limite sera tangente 
à la normale à la surface du corps et en ce point ôv,/On = 0. 

À l'arrière de ce point, sous l’influence de la chute de pression 
dans la partie aval du corps, il se forme un écoulement inverse du 


_ 6 RE 7 — = 
Fig. X1.5 


fluide, qui repousse la couche limite de la paroi, comme il est montré 
sur la fig. XI.5. La surface de séparation des écoulements avec diffe- 
rentes directions des vitesses est instable et se détruit après forma- 
tion de tourbillons. 

Le point o où &./0n — 0, c'est-à-dire to — 0, est le point de 
décollement de la couche limite, c’est-à-dire le point visible du 
détachement des tourbillons. La position du point de décollement 
dépend du régime d'écoulement du fluide au sein de la couche limite. 

Dans l'écoulement longitudinal autour d'une plaque plane mince 
le long de laquelle la pression dans l'écoulement est constante, le 
décollement de la couche limite n’a pas lieu. Le phénomène de décol- 
lement de la couche limite ne s’observe pas également sur les corps 
avec un faible rapport de l'épaisseur à la longueur; de tels corps 
sont dits bien profilés. 


$ 63. ÉQUATIONS DU MOUVEMENT D'UN FLUIDE 
VISQUEUX DANS LA COUCHE LIMITE 


Les particularités énoncées de la couche limite et en particulier 
la petitesse de son épaisseur pour les grands nombres Re permettent 
d'indiquer le moyen de simplifier les équations de Navier-Stokes 
(VII1.12) pour la zone de la couche limite. On doit noter que pour 
les grands nombres Re, le rapport des forces de viscosité aux forces 
d'inertie dans un écoulement est extrêmement petit. Pour cette 
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raison. en première approximation. on pourrait. paraît-il, dans les 
équations de Navier-Stokes rejeter les termes qui tiennent compte 
des forces de viscosité. 

Cependant. du point de vue mathématique, une telle opération 
est inadmissible, car les termes qui tiennent compte des forces de 
viscosité renferment les dérivées secondes des vitesses de l'écoule- 
ment par rapport aux coordonnées. L'élimination de ces dérivées 
change l’ordre de l'équation différentielle et par conséquent exclut 
la possibilité de satisfaire à un nombre indispensable de conditions 
aux limites. en particulier à la condition d’adhérence du fluide aux 
parois solides. Par suite, lors des simplifications ultérieures des 
équations du mouvement. il faut évaluer l’ordre de leurs termes 
séparés et ne rejeter que ceux d’entre eux qui peuvent être considé- 
rés comme suffisamment petits. 

Etudions les équations d’un écoulement plan permanent de 
fluide visqueux établies pour des surpressions hydrodynamiques 


da, x 1 Op, Ur dx \ . 
ee to ee pee 6 (me te): 
(ee À Gus 
X 9x ‘ Ÿ dy  p dy dx Ù og J° EXI-4) 
0x + dy —0. ) 


Nous admettrons la courbure de la surface du corps petite et 
donc l'axe des x coïncidant avec la surface du corps et l’axe des y 
normal à la surface. 

Passons maintenant à l'évaluation de l’ordre de grandeur de 
différents termes dans les équations (XI.4) en se guidant par l'énon- 
cé adopté par N. Fabricant. Comptons que les abscisses x sont des 
grandeurs de même ordre que la dimension caractéristique L (par 
exemple la longueur) du corps; les ordonnées y des grandeurs de 
même ordre que l'épaisseur de la couche limite 6 parce qu’elles va- 
rient de 0 à 6 ; les composantes de la vitesse le long du contour baigné 
v., des grandeurs du même ordre que la vitesse de l'écoulement à l’in- 
fini v. Les autres grandeurs dans les équations (XI.4) peuvent être 
exprimées au moyen des grandeurs mentionnées. 

Examinons d’abord la première des équations (XI.4): la dérivée 
ôv,/0x représente une grandeur de l’ordre de v,./L et, par consé- 
quent. le premier terme du premier membre est du même ordre de 
grandeur que v*./L. Pour pouvoir juger de la valeur de la composan- 
te de la vitesse v,, reportons-nous à l'équation de continuité du 
mouvement. Le premier terme de son premier membre est une gran- 
deur de l’ordre de v../L; par conséquent, le second terme doit être 
aussi du même ordre, car autrement la somme de ces termes ne sera 
pas nulle ; ainsi dv4/0y — v./L. La grandeur v, peut maintenant être 
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exprimée en fonction de dv,/0y à l’aide de la relation 


£ dy 
= | dv 
0 


Suivant le théorème de la moyenne, nous obtenons 
l 
dv dv , 
— (+ — (1 2.6 
vy= ( dy }nos dy 0y }nos Ÿ L 


Etant donné que 


le second terme dans le premier membre de la première des équa- 
tions (XI.4) est aussi une grandeur de l'ordre de v4/L. Ainsi, dans le 
premier membre de l'égalité examinée, les deux termes sont des 
grandeurs du même ordre. 

Passons maintenant au deuxième membre de la première équation 
du système (XI.4) et examinons l'expression entre parenthèses. 
Ici le premier terme peut être représenté sous la forme 


2vx _ ( dx 
dr? 0x \ ôx J° 
Mais comme ôv,/ôr = v./L, alors 0°v,/0x° — ve/L?. Analogi- 
quement, nous trouvons l’ordre de grandeur du second terme 


Maintenant on voit que les termes entre parenthèses sont des 
grandeurs d'ordre différent : le premier terme est une grandeur finie 
et le second terme une grandeur importante de l'ordre de 1/6*. De 
ce fait, le premier terme peut être négligé par rapport au second, et 
donc les forces de viscosité seront caractérisées par un seul terme 
v (d°v./0y*) qui est proportionnel à vu /6:. 

Remarquons que bien que le coefficient cinématique de la visco- 
sité du fluide donné soit une grandeur petite. le terme qui caractérise 
les forces de viscosité doit tout de même être dans la couche limite 
une grandeur de même ordre que l'accélération convective. 

En partant de ce fait, on peut faire une conclusion sur l'épais- 
seur de la couche limite. Etant donné que l'accélération convective, 
proportionnelle à z£/L, et le terme caractérisant les forces de viscosi- 
té, proportionnel à vu./ô?, sont des grandeurs de même ordre, on 
peut écrire 

oo l'oo 
T'Y 
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8-1 Y£. (XL.5) 


Voo 
Parfois, au lieu de l’épaisseur de la couche limite 6, on considère 
la grandeur sans dimensions + qui s’appelle épaisseur relative de la 
couche limite. De (XI.5), il suit que 


ô V v __ 
LV vol VRe: 


où le nombre Re est calculé suivant la longueur L. 

Ainsi, l'épaisseur de la couche limite sera d'autant plus grande 
que le coefficient cinématique de la viscosité du fluide et les dimen- 
sions du corps seront plus grands et d'autant plus petite que la 
vitesse à l'infini sera plus grande ; l'épaisseur relative de la couche 
limite sera d’autant plus petite que le nombre Re sera plus grand. 

Quant au terme — + , il ne contient ni le coefficient cinémati- 
que de la viscosité v, ni l'épaisseur de la couche limite à et est une 
grandeur finie. 

Ainsi, dans la première des équations (XI.4) on ne peut négliger 
qu'un seul terme, après quoi elle prend la forme suivante 

(1128 Ovx ____ 1 OP , ., dvx 
Ve Gr VU y — por op 


Examinons maintenant la seconde équation du système (XI.4)- 
Etant donné que 


2 y Lo y Lo 
Py TL Os Vale Gr Lt y — L'! 
alors 
dv L° dv r° 
y Va . 7 no 
Ver LES Vu LE 


De cette façon, le premier membre de cette équation représente 
une grandeur proportionnelle à ô. Adressons-nous au deuxième mem- 
bre et examinons l'expression entre parenthèses. Il est facile de 
voir que 


Ôxr° oz ox 
dy =+ ( dy ) n L'oo 
0y2 y \ dy Lô 


et pour cela on peut négliger le premier de ces termes par rapport au 
second. L'action des forces de viscosité s'exprime donc par l’expres- 
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sion vd*v,/0y*. Pour évaluer l’ordre de sa grandeur, remarquons que, 
comme cela découle de la relation (XI.5), 


V 1 
Ré 
c'est pourquoi 
9 a 
y Vo 
VE Leo 


c'est-à-dire représente une grandeur de mème ordre que l'expression 
du premier membre de l'équation. 

L'équation examinée permet de faire une conclusion sur l’ordre 
de la grandeur de dp/üy. Comme les accélérations des forces d'inertie 
et de la force de viscosité sont proportionnelles à v46/L°, il résulte 
de l'équation que 
ELEC) 

dy 

Si l’on trace en un point quelconque du contour d'un corps 
baigné une normale à sa surface et on choisit sur celle-ci deux points: 
l'un sur la surface du corps et l’autre à une distance y de la surface, 


alors en vertu de la relation précédente on peut obtenir la différence 
de pressions entre ces points 


V y 
nn fa-(4) fan 


Ainsi, la variation de la pression suivant une normale au contour 
du corps à l’intérieur de la couche limite représente une grandeur 
petite de l'ordre de (ô/L)*. Dans la plupart des cas pratiquement 
importants, on peut négliger cette grandeur par suite de la petitesse 
de Ô par rapport à L et, par conséquent, considérer que p2 — p; = 0 
c'est-à-dire que 


a ge 
Li © 


(= 


L 


Op 
dy 


Ceci montre que dans la couche limite p ne dépend pas de y. 
La conclusion faite est une des plus remarquables conclusions éta- 
blies dans la théorie de la couche limite. C’est justement cette propriété 
de la couche limite qui permet d'expliquer la cause d'une concordan- 
ce assez exacte des données expérimentales sur la mesure de la distri- 
bution des vitesses avec les calculs effectués sur la base de la théorie 
de l'écoulement potentiel. Le fait est que, en calculant le champ des 
vitesses d’un écoulement potentiel, on peut obtenir seulement la 
distribution des vitesses en dehors de la couche limite, parce qu'au 
sein de la couche le mouvement est turbulent. Cependant, on sait que 
pour les corps bien profilés, sur presque toute l'étendue de la surface 
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du corps, la distribution de pressions calculée théoriquement cor- 
respond parfaitement à la distribution de pressions trouvée expéri- 
mentalement. Ce fait ne peut être expliqué que si l’on tient compte 
de ce que dans la couche limite la pression ne varie pas suivant la 
normale à la surface du corps. 

La seconde des équations du système (XI.4) peut donc être 
intégrée pour la couche limite sous sa forme générale. L'égalité 
p = const en tous les points d’une même normale à la surface du corps 
peut être considérée comme l'intégrale générale de cette équation, 
déterminant l’une des inconnues, à savoir, la pression p. Il est vrai 
que la pression p comme fonction de x n’est pas déterminée par cette 
intégrale. Elle doit être obtenue par le calcul de l'écoulement exté- 
rieur du fluide libre parfait. 

Des deux équations du mouvement de fluide (XI.4) il ne reste, 
plus que la première, dans laquelle on peut effectuer, outre les 
simplifications déjà examinées, le remplacement de 0p/ôzx par dp/dzx, 
<ar dans la couche limite p ne dépend pas de y. En y ajoutant l’équa- 
tion de continuité, nous obtenons un système de deux équations 
différentielles pour deux inconnues v, et v, 


dx dx 1 dp dx 
Ux De TV y — Dat dy? ? 
de dy … - 
DE +0. (XI.6) 


Ce système d'équations du mouvement de fluide dans une couche 
limite laminaire plane a été proposé par Prandtl en 1904. En diffé- 
rentiant l'intégrale d'Euler (1V.22), nous obtenons pour le fluide 
libre dans l'écoulement permanent 


dp dv 
Ep, (XL.7) 


où v est la vitesse de l’écoulement sur la frontière extérieure de la 
couche limite. 


En substituant dp/dx dans l'équation (XI.6), nous écrivons la 
première équation du système sous la forme 
dx dvx __.. dv 02% 
VUx + Uy y Va VR : (XI.8) 
Pour l'intégration du système d'équations (XI.6), il est indispen- 
sable d'observer les conditions aux limites suivantes: 


1) la condition d’adhérence du fluide sur la surface du corps, 
c'est-à-dire pour y = 0, 


l’e —= Vy—=Ù , 
2) la condition à un grand éloignement du corps, pour y —+ oo 


Ux =. 
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Les simplifications analogues des équations du mouvement pour 
des grands nombres Re sont possibles également dans le cas de 
l'étude des écoulements à trois dimensions. 

Si la courbure de la surface du corps est très grande, c’est-à-dire 
le rayon de courbure est petit par rapport aux dimensions du corps, 
alors on ne peut pas considérer comme constante la pression en tra- 
vers de la couche limite; par conséquent, au voisinage des sommets 
des angles aigus les équations (XI.6) deviennent inutilisables. Les 
équations obtenues, dont la première est toujours non linéaire, sont 
plus simples que les équations ordinaires de Navier-Stokes et leur 
solution est possible dans de nombreux cas. 

L'intégration du système d'équations (XI.6) peut être ramenée 
à l'intégration d’une seule équation, si l’on tient compte de ce que 
pour les écoulements plans il existe une fonction de courant de 
l'écoulement w (x; y). Les projections de la vitesse de l'écoulement 
s'obtiennent des relations (111.60) 


la prise en compte de ces relations permettant de réduire le système 
d'équations (X1.6) à une seule équation 


Op 9 db 924 de 93h | 
—— —— — >= HN —— VIS 
Ooy 0x 0y Oz ôy? U dx : Ÿ Ay3 , (XL.9) 


et les conditions aux limites seront alors : 
1) sur la surface du corps, pour y — Ü 
op _dÿ _hà. 
De = gÿ —V; 
2) pour y —+0o 
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PARALLÉLE À LA VITESSE À L'INFINI 

A titre d'exemple de l’empoi des équations de Prandtl, examinons 
le problème de la couche limite laminaire le long d’une plaque mince 
d'envergure infinie, dont l’axe est parallèle à v, et la longueur est 
infinie. 

Etant donné que la résistance d’une telle plaque n’est due qu'aux 
contraintes tangentielles, elle peut être considérée comme un corps 
parfaitement profilé. Pour cette raison les résultats du calcul de la 
résitance d’une telle plaque peuvent en première approximation 
être utilisés pour l'évaluation de la résistance d’autres corps bien 
profilés, par exemple des ailes de grande envergure avec de faibles 
angles d'attaque. 
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Dans le cas examiné, la vitesse de l’écoulement potentiel du flui- 
de libre est partout constante, la chute de pression n’a pas lieu et, 
par conséquent, du/dx — 0. Pour résoudre le problème, il faut 
intégrer les équations du mouvement dans la couche limite (XI.6) 
en tenant compte des conditions aux limites 


Ve—=Usx POUT y —+ w; 
Uy=tvy=0 pour y—=0 et r>0. 


Nous allons résoudre le problème par rapport à la fonction de 
courant , c'est-à-dire nous examinerons l'équation (XI.9) 


D dp  dp 24 _. dv 


Suivant la relation (XI.5) s-y . De plus, tenant compte de 
ce que z — Let y — Ô. on peut écrire que 


y= VV  —. (XI.11) 
Introduisons dans l'expression (XI.11) le coefficient de propor- 


e e # e. . VT LI e 
tionnalité sans dimensions entre y et VE, en le désignant par n. 
CO 


Leo 
ny &. 


En prenant n pour une nouvelle variable indépendante, nous 
chercherons la solution de v, sous la forme de la fonction d’une 
seule variable n 


Dans ce cas 


Ux —= Vo (n); (XI.12) 


où par le signe « prime » est désignée la dérivée par rapport à n. 
Trouvons l'expression pour la fonction de courant en tenant comp- 
te que 


0. 
X_ dy ? y 0x 
Dans le cas donné 
Hp, pin 2% 00 __ 2 3 Lo 
y LP y on V 7: (XT-18) 


OÙ na 
Zn = V Vevz (n)- 
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De cette façon, à une constante arbitraire près 


D= V vVz (1). (XI.14) 
Exprimons maintenant en fonction de œ (n) toutes les grandeurs 
qui font partie de l’équation (XI.10). 
De ce (XI.14) on trouve 
1 ToY Lo V_ ne ) 
—oy= eg) Lt ç(n)+ Von q'(n) À — 


T2 y [g(n)— ne" (n)l, (KI-15} 


étant donné que 


92 Lo orpo. 
re pm PE p"(n): 
Voo 


—— 1g" (n)- 


(XI1.46} 


He 1 
dy 2 

Après substitution des expressions (XI.13), (XI.15) et (XI.16} 
dans l'équation (XI.10), nous obtenons 


n 
> 


_ np’ (n)p’(n) E<2 p"(n) (np (n)—p(n)] Si p” (n)- 


En effectuant la simplification, nous obtenons une équation 
différentielle ordinaire non linéaire 


2p° + pp” —0. (XL.17) 


Ainsi, on s'assure de la validité de l'hypothèse suivant laquelle pour 
la vitesse longitudinale v, il existe une solution sous la forme 
de la fonction d’une seule variable n. 

L'équation (XI.17), établie par Blasius. doit étre intégrée avec 
les conditions aux limites suivantes: 


p—0; œ'—0 pour n—0; | 
p— 1 pour n—+ co. 


(XI.18) 


Blasius a intégré l'équation (XI.17) au moyen des séries entières 
pour de faibles valeurs de n et d'une expression asymptotique pour 
de grands n. Ultérieurement. cette équation a été intégrée avec une 
meilleure précision par des méthodes numériques. Dans le tableau 1 
sont données les valeurs de la fonction œ (n) et de ses deux 
dérivées. 
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Tableau 1 
LA ? 

n (à q = TE | qg” L ç g= + | q” 

0 0 0 0,33206 | 4,4 | 2,69238 | 0,97587 0,038597 
0,2 | 0,00664 | 0,06641 0,33199 | 4,6 | 2,88826 | 0,98269 | 0,02948 
0,4 | 0,02656 | 0,13277 | 0,33147 | 4,8 | 3,08534 | 0,98779 | 0,02187 
0,6 | 0,05974 0,19894 | 0,33008 | 5,0 | 3,28329 0,99155 | 0,01591 
0,8 | 0,10611 0,26471 0,32739 | 5,2 | 3,48189 | 0,99425 | 0,01134 
1,0 | 0,16557 0,32979 0,32301 | 5,4 | 3,68094 0,99616 | 0,00793 
1,21 0,23795 | 0,39378 | 0,31659 | 5,6 | 3,88031 0,99748 | 0,00543 
1,4 | 0,32298 | 0,45627 0,30787 | 5,8 | 4,07990 | 0,99838 | 0,00365 
1,6 | 0,42032 0,51676 0,29667 | 6,0 | 4,27964 | 0,99898 | 0,00240 
1,8 | 0,52952 | 0,57477 0,28293 | 6,2 | 4,47948 | 0,99937 | 0,00155 
2,0 | 0,65003 | 0,62977 | 0,26675 | 6,4 | 4,67938 |  0,99961 0,00098 
2,2 | 0,78120 | 0,68132 | 0,24835 | 6,6 | 4,87931 0,99977 0,00061 
2,4 | 0,92230 0,712899 0,22809 | 6,8 | 5,07928 0,99987 0,00037 
2,6 | 1,07252 0,77246 0,20646 | 7,0 | 5,27926 0 ,99992 0,00022 
2,8 | 1,23099 0,81152 0,18401 | 7,2 | 5,47925 0,99996 | 0,00013 
3,0 | 1,39682 | 0),84605 0,16136 | 7,4 | 5.67924 0,99998 | 0,00007 
3,2 | 1,56911 U,87609 | 0,13913 | 7,6 | 5,57924 | 0,99999 | 0,00004 
3,4 | 1,74696 | 0,90177 0,11788 | 7,8 | 6,07923 1,00000 | 0,00002 
3,6 | 1,92954 | 0,92333 | 0,09809 | 8,0 | 6,27923 | 1,00000 | 0,00001 
3,8 | 2,11605 | 0,94112 0,08013 | 8,2 | 6,47923 1,00000 | 0,00001 
4,0 | 2,30576 0,95552 0,06424 | 8,4 | 6,67923 1,00000 | 0,00000 
4,2 | 2,49806 | 0,96696 | 0,05052 | 8,6 | 6,87923 1,00000 | 0,00000 
4,4 | 2,69238 | 0,97587 | 0,03897 | 8,8 | 7,07923 | 1,00000 | 0,00000 


En utilisant les données de ce tableau et en employant les formu- 
les (XI.2) et (XI.3), il est facile de déterminer les relations suivan- 
tes pour l’épaisseur de refoulement et l'épaisseur de perte d’impulsion 
de la couche laminaire le long de la plaque: 


S—173)/ À; 


Ô**— 0,664 T_ , 
Voo 


(XI.19) 


En utilisant la valeur @” (0) — 0,332, indiquée dans le tableau 1, 
nous obtiendrons la formule de Blasius pour la contrainte de frot- 
tement 


dx f Vo _» pv, 
To—H (SE), ,=we = p (0) —0,332 AE , (XI.20) 
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suivant laquelle la contrainte de frottement sur la surface de la 
plaque diminue de façon inversement proportionnelle à la racine 
carrée de la distance de l’extrémité avant de la plaque (fig. XI.6). 
En introduisant le coefficient de frottement local 
T 
Cr — TE : 


9 


nous trouverons sa dépendance du nombre de Reynolds local Re, — 
— VOT/V 


0,664 


"1.2 
RE (XI.21) 
On peut calculer la résistance de frottement du tronçon d’un 
côté de la plaque dont la longueur est L et la largeur égale à l'unité, 
en intégrant les contraintes tangentielles suivant la formule 
L L 


C1 — 


Rr= | twydz=|0,332.2 J/ prog | 0.647 pus. 
0 
Le coefficient général de frottement sera déterminé par la relation 
R 1.328 
Ci = = —— , XI.22 
17 puë | VRe 
— Li 
2 
où 
Re— "2 


Les valeurs de C, calculées d’après la formule (XI.22) concordent 
bien avec les résultats des essais sur les plaques planes minces pour 
les nombres Re << 2,5 -105. Cette formule est utilisée dans les cal- 
culs techniques de la couche limite 
laminaire. Les valeurs de T, sur 
l'extrémité avant de la plaque ten- 
dent, suivant (XI.20), à l'infini, 
car au point donné, en vertu de la 
solution, la vitesse subit un saut de 
la valeur v., jusqu'à zéro ; ceci con- 
duit à une discontinuité dans la 
valeur de la contrainte %o. 

Fig. XI.6 A l'arrière du bord de la plaque B 

(fig. XI.6), la vitesse le long de 

l'axe dans la solution donnée est nulle. Ce n’est pas exact et lorsque 

la longueur de la plaque est insuffisante, cela influe sur la précision 

de calcul des contraintes tangentielles, car dans un écoulement réel 

les vitesses en aval de la plaque ne sont pas nulles et augmentent au 
fur et à mesure qu'on s'éloigne de son bord arrière. 

La fig. XI.7 montre le graphique de la distribution des vitesses 
longitudinales dans les sections de la couche limite de la plaque en 
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coordonnées sans dimensions v./v.; n. Sur ce graphique sont portés 
les points expérimentaux qui concordent bien avec la théorie. 

Si l’on entend par l'épaisseur de la couche limite une telle valeur 
de y pour laquelle la vitesse longitudinale v, diffère de la vitesse 
du fluide libre v. d'une petite valeur choisie, alors on peut repré- 


senter approximativement la distribution des vitesses sous la torme 
exprimant la propriété de similitude 


e=f(+). (XI.23) 


En utilisant les données de la troisième colonne du tableau 1, on 
peut, en se donnant par exemple la valeur de la vitesse v. qui diffé- 
rera de v. de 0,5 %, déterminer l’épaisseur de la couche limite sui- 
vant la formule approchée 


852 ©, (XI.24) 


d'où il résulte que l'épaisseur de la couche limite croît le long de la 
plaque en aval de l'écoulement comme la racine carrée de l’abscisse x 
(fig. XI.6). 


Nous obtenons la dépendance de l’épaisseur de la couche Ô du 
nombre Re — tel en écrivant (XI.24) sous la forme 


Ô z À 

— = 5,2 — —— . XI.25 

L L VRe ( ) 

Cette égalité confirme la propriété de la couche limite laminaire : 

son épaisseur relative dans n'importe quelle section est inversement 
proportionnelle à la racine carrée du nombre de Reynolds. 


21—06% 
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$ 65. INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DE LA COUCHE 
LIMITE LAMINAIRE POUR LES SURFACES AVEC 
DES CHUTES DE PRESSION LONGITUDINALES 


Le principal problème de l'étude de la couche limite en présence 
d'une chute de pressions longitudinale est le calcul des contraintes 
tangentielles t, agissant le long de la paroi, ainsi que la détermina- 
tion du point de décollement de la couche limite. 

Il est plus commode de comparer les résultats des calculs avec les 
résultats des expériences en confrontant la position du point de 
décollement établie expérimentalement et calculée théoriquement, car 
la détermination de la position du point de décollement au cours 
des expériences s’avère plus simple que la mesure des autres caracté- 
ristiques de la couche limite. 

La distribution des pressions le long de la surface du corps lors 
de ces calculs doit être connue à l’avance. Elle se détermine soit par 
des mesures expérimentales au cours des essais sur les modèles, soit 
par le calcul théorique de l'écoulement autour d’un corps d’un flui- 
de non visqueux. Le second moyen de se donner la distribution de la 
pression est valable pour les calculs de la couche limite des corps 
allongés bien profilés pour lesquels l'influence de la viscosité sur 
l’épure des pressions est moins importante. Dans ces calculs, on 
entend par l’abscisse x une coordonnée curviligne comptée à partir 
du point avant critique le long de la surface du corps; le calcul des 
contours asymétriques par rapport à la vitesse à l'infini doit être 
effectué séparément pour les côtés supérieur et inférieur. 

Etant donné que l'expression analytique de l’épure de la distri- 
bution de la pression le long de la surface d’un corps n’est générale- 
ment pas connue et l’épure est donnée graphiquement, on est amené 
à déterminer la grandeur = — pv E par différentiation graphique, 
et les valeurs de la fonction dp/dx sont données sous la forme d'un 
tableau. Tout cela rend difficile l'intégration des équations diffé- 
rentielles du mouvement de fluide dans la couche limite et diminue 
la précision des résultats obtenus. Pour parer dans une certaine 
mesure à ces difficultés, on fait recours à la représentation approchée 
de la fonction v. A cet effet, il est commode d'employer une série 
entière 

U—=@ix + dr + ...—+anz" (XI.26) 
dont les coefficients sont choisis d’après les conditions de coïncidence 
des ordonnées de la courbe v — f (x) avec les valeurs calculées sui- 
vant la formule approchée mentionnée. 

Cependant, dans ce cas aussi, l'intégration de l'équation (XI.9) 
est liée à des calculs difficiles et volumineux. De nos jours, ces 
calculs s'effectuent au moyen des calculatrices électroniques numé- 
riques. 
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De façon approchée la solution cherchée peut être représentée 
sous la forme d’une série 


D Wir + Part + WsrŸ + (XI.27) 


où les coefficients 1, sont des fonctions de y. La substitution de + 
et de v dans l’équation (XI.9) et la comparaison des coefficients aux 
exposants identiques de z donnent un système d'équations différen- 
tielles ordinaires par rapport aux fonctions inconnues 1,. En soumet- 
tant la solution aux conditions aux limites v, = v, = 0 avec y = 0 
et U, —= v avec y —+oo, on peut obtenir les fonctions cherchées. 
On doit remarquer que dans ce cas la similitude des épures sans 
dimensions de la vitesse dans les différentes sections suivant la 
longueur de la couche limite ne se conserve pas. Cette méthode 
exige un grand nombre de calculs, maïs en revanche leurs résultats 
concordent bien avec les données des expériences. Ainsi, par exemple, 
en utilisant cette méthode pour le calcul de la couche limite le 
long de la surface d'un cylindre circulaire, on détermine Ja 
position du point de décollement pour un angle polaire 6, compté 
à partir du point avant critique et égal à 82°, ce qui correspond aux 
données expérimentales. 

Le problème plus simple est celui sur la couche limite avec une 
chute de pression longitudinale, quand la vitesse du fluide libre le 
long de la surface est donnée sous la forme d’une simple fonction 
puissance 

V—=Cr", (XI.28) 


où cet m sont des constantes. Pour m > 0 il y a un écoulement 
accéléré le long de la paroi et pour m << 0 ralenti. La loi indiquée 
de la distribution des vitesses du fluide libre correspond à un écoule- 
ment potentiel le long du côté de l’angle égal au sommet à 21m/1 + m. 

Cet exemple est un cas particulier parce qu'on ne peut pas ad- 
mettre m constant le long de la surface curviligne du corps, mais 
néanmoins son étude présente de l'intérêt, car cela permet d’avoir 
une représentation des caractéristiques des couches limites pour les 
différents écoulements de fluide libre. 

Les recherches théoriques ont montré que la loi (XI.28) de 
variation de la vitesse de l'écoulement potentiel du fluide libre est 
la seule possible qui garantit la conservation de la similitude des 
épures sans dimensions de la distribution des vitesses dans les dif- 
férentes sections suivant la longueur de la couche; l'équation (XI.9) 
avec cette loi se réduit à une équation différentielle ordinaire. 

La résolution s'effectue de façon analogue à celle du problème 
de l'écoulement autour d’une plaque plane. 

Introduisons l’ordonnée transversale sans dimensions 


(1 - 
ny 2m. (XI.29) 


21° 
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qui diffère de l’ordonnée de construction analogue introduite lors de 
l’étude de l'écoulement autour d’une plaque plane par la présence 


m 
2 


d’un multiplicateur constant V{ u 


Tin °n peut montrer que n = y TT où le 
prime désigne la différentiation suivant x. 
Par analogie avec le cas d'écoulement autour d'une plaque 


, Si l'on désigne B — 


2m , 
alors 
Ux = UV, . (XI.31) 


Après le calcul des dérivées et la simplification, l'équation 
(XI.9) prend la forme 


Ps + pipi = B(p;" —1), (XI.32) 


les conditions aux limites étant les suivantes: p; (0) = œ; (0) = 0; 
p, (oo) = 1. 

| L'équation (XI.32) pour le cas m = 0 devient l'équation pour la 
plaque plane (XI1.17) déjà étudiée ; la différence entre les coefficients 
de æ; s'explique par l'introduction du facteur constant dans la 
variable n. 

L'intégration de cette équation différentielle non linéaire ordi- 
naire en quadratures est impossible ; elle a été effectuée par Faulk- 
ner et Skan par des méthodes numériques au moyen des calculatrices. 
Finalement, on obtient [16] les valeurs de la fonction œ, ainsi que 
les valeurs des intégrales et de la dérivée œ; (0), nécessaires au 
calcul des grandeurs ô*, Ô** et to: 


Es A [A4 v)én: se) À ET — p;) dn 
0 0 


To — UÙ V 5% (0). 


Etant donné que v’ = cmx"-!, il résulte de ces expressions qu'avec 
m —= À les grandeurs ô* et Ô** ne dépendent pas de l’abscisse zx, 
c'est-à-dire qu’elles sont constantes le long de l'écoulement et, com- 
me l'ont montré les calculs, 


8° —0,648 J/ + et. 8e —0,292 J/ co | 


et 
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Le cas particulier de m — 1 correspond à l'écoulement au voisi- 
nage du point critique z = 0 où v = 0. Pour m << 1, c'est-à-dire 
dans les écoulements ralentis et modérément accélérés m — 1 << 0 
et les grandeurs ô* et ô** augmentent suivant l'écoulement, sur- 
tout très intensivement dans les écoulements ralentis, quand m < (0. 
Dans les écoulements fortement accélérés (m > 1) la couche limite 
le long de l’écoulement diminue en épaisseur. 


$ 66. ÉQUATION INTÉGRALE DE LA COUCHE 
LIMITE 


Les méthodes d'étude de la couche limite examinées ci-dessus, 
étant basées sur l’intégration des équations simplifiées du mouve- 
ment de fluide, sont liées à de grandes difficultés mathématiques, 
ce qui les rend peu pratiques pour les calculs techniques. Pour cette 
raison, il est tout naturel de chercher à créer des méthodes de calcul 
telles qui étant moins difficiles pourraient assurer la précision requise 
des résultats finals. La création de telles méthodes se trouve possible 
si l’on applique à un écoulement à l’intérieur de la couche limite 
des lois générales de la mécanique du fluide: de la quantité de mou- 
vement, des moments de la quantité de mouvement et le théorème 
de forces vives. En utilisant ces lois, on peut obtenir la liaison entre 
les caractéristiques de l'écoulement dans la couche limite et les 
forces agissantes. Si l’on choisit ensuite de façon approximative la 
loi de la distribution des vitesses dans la couche limite, alors les 
équations de liaison, obtenues grâce à l’utilisation des lois citées, 
permettront d'effectuer le calcul approché des caractéristiques de 
la couche limite. Une telle méthode est beaucoup plus commode pour 
l'étude de la couche limite d'épaisseur finie car dans ce cas les cal- 
culs initiaux, liés à la déduction des relations correspondantes, sont 
les plus simples. Cependant, les résultats finals, c'est-à-dire la liai- 
son entre les vitesses et les forces dans la couche limite, peuvent 
être facilement généralisés de façon que lors de leur utilisation il 
sera inutile d'introduire la notion de l'épaisseur de la couche 
limite. 

Les plus fréquemment utilisées sont les méthodes approchées de 
calcul de la couche limite basées sur une équation intégrale obtenue 
d’après la loi de la quantité de mouvement. 

Examinons une couche limite plane d'épaisseur finie le long 
d’une surface curviligne. Appliquons la loi de la quantité de mouve- 
ment à un volume de fluide ABCD (fig. XI.8) contenu entre les deux 
sections infiniment proches de la couche limite AB et CD avec les 
abscisses x et x + dx, la paroi solide AD et la frontière extérieure de 
la couche BC. Désignons par m et ] respectivement la masse et la 
projection sur l’axe des x de la quantité de mouvement du fluide 
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traversant la section AB de la couche 
ô 


ô 
m= | PU, dy ; 1= | ovf dy. 
Û 0 
Dans la section CD ces grandeurs seront 
dm di , 
m + TT dx et 1] + pr dx. 


Alors de la condition de continuité il suit que la masse traversant 
le tronçon BC de la frontière de la couche par seconde est égale 
à dm/dx dr. En tenant compte 
de ce que sur tout le tronçon 
BC de la frontière extérieure 
de la couche on peut admettre, 
à une erreur de l’ordre supérieur 
de petitesse, la vitesse égale à v, 
nous trouvons que la projection 
sur l’axe des x de la quantité 
de mouvement à travers la sec- 
tion BC est égale à v dm'drdr. 
Les projections sur l'axe des x 
des forces extérieures appli- 
quées aux frontières AB, BC, CD 
et AD de l'élément choisi de volume seront respectivement pô; 


dù . dp dô L 
PH dt; — (p+<dz) (5+ 7 47) ° — Tout. 
En écrivant que le flux de la quantité de mouvement à travers 


la surface À BCD est égal à la somme des forces extérieures s'exer- 
çant sur celle-ci, nous obtenons en projection sur l’axe des x 
dm 


(1+ dr) —1-v dr 


= pô+ pPdr—(p+Æar) (5+-À dr) —vodx 


ou, en rejetant les petites grandeurs de second ordre et en divisant 
après cela les deux membres par dx, 


En y substituant les expressions des grandeurs m et 7, nous trou- 
vons 


ô 
2 d d 
7) pui dy—v— | PUx dy= — 2 Ô — To. (XL.33) 
0 
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Cette égalité s'appelle équation des impulsions ou équation inté- 
grale de Kärmän pour un écoulement plan dans la couche limite. 
Etant donné que lors de sa déduction il n’a été fait aucune hypothè- 
se sur la nature de la contrainte tangentielle, on peut utiliser cette 
égalité pour n'importe quel régime d'écoulement dans la couche 
limite, laminaire ou turbulent; la valeur dp/dr dans la relation 
(XI.33) est supposée connue à l'avance et s'exprime en fonction de la 
vitesse v de l'écoulement potentiel en dehors de la couche limite par 
la formule (XI.7) 

L'inconvénient de cette forme d'expression de l'équation intégra- 
le réside en ce qu’elle contient comme paramètre inconnu l'épaisseur 
de la couche limite 6. En introduisant les caractéristiques générali- 
sées Ô* et ô**, on peut écrire l'équation intégrale de la couche limite 
asymptotique. 

Transformons l'équation intégrale (XI.33) en y remplaçant 
la quantité dp/dx suivant (XI.7). 


ô ô 
d d de & 
—2| pur dy +v = pux dy + pu ô— 
0 


ô ô 
= (| PUx dy) dr L | pux dy — æ | EUx dy + 2 pv dy — 


ô ô 
— 4 _ do 
| OUx (U — UV) dy - re æ ) p(v—v,) dy —T- 


Introduisons ici l'épaisseur de la perte d’impulsion ô** et l’épais- 
seur de refoulement ô* qui, suivant (XI.3) et (XI.2), sont liées avec 
les intégrales du premier membre de l'équation par les relations 


ô 
L'O** — | Ux(U—U;) dy; 
8 | (XL.34) 
— | (0 — v+) dy. 
0 
En définitive, nous avons 


© (pv°8**) + = To, (X1.35) 


d'où, après calcul de la dérivée et réduction de cette équation à la 
forme sans dimensions, nous aurons 


dô** du ô** ô* ï | | 
dx Ü dr v (2 5) =. (XI.36) 
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Sous cette forme sans dimensions, l’équation intégrale peut être 
utilisée pour l'étude de la couche limite asymptotique, car le calcul 
des termes qu'elle renferme n’exige plus l’introduction de la notion 
de la couche d'épaisseur finie. 

En calculant la couche limite d'après l'équation intégrale 
(XI1.33) ou (XI.36), on doit connaître à l’avance la loi de la distribu- 
tion des vitesses en travers de la couche limite; en particulier. elle 
peut être donnée approximativement sous la forme de la fonction 
d'un paramètre caractéristique quelconque qui lie l’influence de la 
forme du corps à une certaine caractéristique de la couche limite. 
Alors la relation intégrale permettra d'obtenir l'équation pour la 
détermination de ce paramètre en des différents points le long de la 
surface du corps. Les lois de la distribution des vitesses, exprimées 
au moyen d'un paramètre approprié, sont dites paramétriques. 

Pour définir la loi de la distribution des vitesses en travers de la 
couche, on doit utiliser les conditions aux limites, auxquelles cette 
loi doit satisfaire sur la paroi et sur la frontière extérieure de la 
couche. 

En particulier, pour y = 0 sur la paroi est remplie la condition 
d’adhérence du fluide, où v, — v, — 0; de plus, au moyen de l’équa- 
tion du mouvement de fluide dans la couche limite (XI.8) nous trou- 
vons qu'avec y — 0 a lieu la relation 

Ov dv . 
VE — VTT: (X1.37) 

Sur la frontière extérieure de la couche, où y = 6, v, = v; 
en outre, étant donné que t = 0, dv./0y — 0 et alors suivant l’équa- 
tion (XI.8) 

do 
TE —0. 


En cas de nécessité on peut exiger que les dérivées d'ordres supé- 
rieurs de la vitesse par rapport à la coordonnée y soient également 
nulles sur la frontière extérieure. 

L'équation intégrale a la forme la plus simple dans le cas de la 
plaque plane placée parallèlement à la vitesse à l'infini. Dans ce 
cas v — v, de façon constante et la relation (XI.36) s'écrit ainsi: 

dô** …. To 
PTS (XI.38) 

En calculant la résistance de frottement d’un côté de la plaque 

suivant la formule 


k=| To dT 
0 
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et en y substituant T, suivant (XI.38), nous obtenons 
R=pv5ô?, (X1.39; 


où ôL est l’épaisseur de la perte d’impulsion calculée sur le bord 
arrière de la plaque. 

Cette formule explique l'origine du terme de l'épaisseur de la 
perte d’impulsion; en effet, ô** est l'épaisseur à laquelle est pro- 
portionnelle la perte de la quantité de mouvement au deuxième 
membre de l'égalité (XI.39) dépensée pour surmonter les forces de 
frottement du fluide le long de la surface de la plaque. 

En comparant la relation (XI1.39) avec la formule générale de la 
théorie de similitude 


R=CT LE L, 


nous trouvons que le coefficient de la résistance de frottement de la 
plaque peut être calculé au moyen de la formule simple 


(XI.40) 


Le calcul de la résistance de frottement des corps à surface curvi- 
ligne d’après cette formule est impossible. 

Des calculs, analogues aux précédents, permettent d’obtenir 
l'équation intégrale sous la forme sans dimensions également pour le 
cas de l’écoulement longitudinal autour d’un corps de révolution. 
Si pour les coordonnées on prend l’abscisse de la section méridienne 
et l'ordonnée y comptée suivant la normale à la surface du corps 
dont l’équation du contour est donnée sous la forme r, (x), alors on 
peut écrire 


Ô 


Ôô Ô 
d a d 
pr | vérdy— pv | verdy= — 2 (ra YU — Tor; (XI.41) 
0 0 0 


où r = ro + y cos 0 et 6 est l’angle formé par la tangente au con- 
tour du corps et son axe. 

Pour les corps allongés, pour lesquels l’épaisseur de la couche 
limite est faible par rapport à ro, c'est-à-dire y € r, nous obtenons 


dô*s ns go" Po 


+ (24 Se) + 8e — (XI.42) 


me: 


où Ô* et Ô** se déterminent toujours par les formules (XI.2) et 
(XI.3) et r; — dro/dz. 
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$ 67. MÉTHODE DE CALCUL APPROCHÉ DE LA COUCHE 
LIMITE LAMINAIRE DANS LE CAS DE LA LOI PARAMÉTRIQUE 
DE LA DISTRIBUTION DES VITESSES 


Parmi les méthodes de calcul approché des caractéristiques de la 
couche limite le long des surfaces curvilignes, les plus commodes 
sont celles qui utilisent pour dimension caractéristique non 
pas l'épaisseur de la couche limite, mais les caractéristiques intégra- 
les 6* et 6**. Pour le calcul de la couche, il faut dans ce cas déter- 
miner les grandeurs ô* et ô** le long de la surface du corps, ainsi que 
les contraintes tangentielles t,; ces grandeurs étant trouvées, le 
calcul est considéré achevé. La position du point de décollement se 
détermine dans ce cas comme une abscisse pour laquelle t, = (0. 

Imaginons qu’on puisse approximer la loi de la distribution des 
vitesses dans la couche limite sous la forme d’une fonction telle que 


VU (5%: f} , (XI.43) 


où le rapport y/ô** — 1, joue le rôle d’une coordonnée transversale 
sans dimensions et le paramètre f (fonction inconnue de x) dépend 
de la forme du corps et s’appelle facteur de forme. 

Déterminons le facteur de forme comme une dérivée seconde prise 
avec le signe opposé de la vitesse sans dimensions suivant la coor- 
donnée n, calculée directement près de la paroi. Ainsi, en tenant 
compte de (XI.8), nous obtenons 


= (ST = (55) = 
dn? /n1=0 v y? ]y--0 
5v*2 vu’ v'Ô*»*2 : 
= —— (——)= — ; (XI.44) 


où v” est la dérivée de la vitesse v par rapport à x. 

Montrons que les grandeurs À — 6*/6** et t,/pr*°, figurant dans 
l'équation des impulsions (XI.36), sont des fonctions du facteur de 
forme. 

En effet, en utilisant (XI.2) et (XI.3) et en tenant compte de 
(XI.43), nous obtenons 


Les) 


Ÿ11—@ (ns, f)] dns 

H = = = —_—_—_—_—_—_—_—————— — ff). (X1.45) 
 pns f)11—@ (ms, fl dns 

0 


En calculant —t, d’après la formule de Newton, compte tenu de 
(XI.43), nous trouvons 
Ux 
, [°() 


w M far) \vl) 7 . 
pu pr ( dy ) 0% 2 ( y | TT vO** S(), (X1.46) 
y 0 
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7) 0 est la dérivée première de la vitesse sans dimen- 
{ /n1— 


sions suivant la coordonnée n;, calculée directement près de la paroi. 
En substituant (XI.45) et (XI.46) dans (XI.36), nous aurons 


dô*s … v'ôve v 
a tu CT)=Gg 


En multipliant les deux membres de cette équation par 2vô**/v 
transformons-la sous la forme 
d ôv*2u" À ‘ 
(+) +2 


Après l'introduction du facteur de forme f = v'ô***/v cette 
équation prend la forme monoparamétrique 


v’ ôv+2 


(2+ H)— 24. 


V 


di f\ 
En calculant la dérivée dans le premier membre de (XI.47) 
et en groupant les termes, nous obtenons l'expression 


df _v 
dr vw 


F+f. (XL.48) 


dans laquelle la fonction F (f) se détermine par la relation 
F=2{16—f(2+4H)]. (XI.49) 


L'égalité (XI.48) représente l'équation différentielle par rapport 
au facteur de forme que l’on peut utiliser pour le calcul de f le long 
de la couche limite. Si la forme de la fonction œ (n1, f) est connue, 
alors au moyen des formules (X1I1.45) et (XI.46) il est facile de déter- 
miner la relation entre les grandeurs H et & et par conséquent la 
dépendance de F du facteur de forme. Si lors de l'intégration de 
l'équation (XI.48) on détermine f en des différents points du corps, 
alors les formules (XI1.45) et (XI.46) permettront de calculer les 
caractéristiques de la couche limite ô*, ô** et t, le long de tous les 
points de sa surface. 

Cependant, vu la complexité de la fonction F, on ne parvient 
pas à écrire l’intégrale générale pour l'équation (XI.48). C'est pour- 
quoi pour chaque cas particulier de la loi de distribution des vitesses 
transversalement à la couche limite on est obligé d'intégrer cette 
équation par des méthodes approchées. 

Une méthode approchée originale de la définition de la forme 
explicite des fonctions &, H et F a été proposée par N. Kotchine 
et L. Loitsianski. Elle est basée sur l’utilisation des résultats de la 
solution, examinée au $ 65, des équations de la couche limite où le 
fluide libre est donné sous la forme v — cz” et la constante m a des 
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valeurs différentes. Cette solution est commode parce qu'elle repro- 
duit avec un grand degré de précision les lois de la distribution des 
vitesses et les autres caractéristiques de la couche limite aussi bien 
dans la zone des écoulements accélérés que ralentis. 


D'après les données de cette solution, pour un certain nombre de 
valeurs du paramètre B — ET déterminant différentes lois de la 
distribution des vitesses transversalement à la couche limite v, — 
— vp (n:, f), on peut tabuler les fonctions f, H, & et F. Par la suite 
on peut rejeter le paramètre $ et considérer le tableau comme une 
liaison entre le facteur de forme f et les grandeurs £, 1 et F dans 
les différents écoulements accélérés et ralentis. 

En partant des considérations analogues, L. Loïtsianski a obtenu 
la relation entre les grandeurs &, H et F et le facteur de forme f, 
qui est consignée dans le tableau 2. 


Tableau 2 


0,089 | 0,000 | 3,85 | 1,04 | 0,01 0,236 | 2,55 0,38 
0,085 | 0,019 | 3,66 | 1,00 | 0,02 0,253 | 2,50 0,33 
0,08 | 0,039 | 3,50 | 0,9 | 0.03 0,270 | 2,46 0,275 
0,07 | 0,071 3,28 | 0,88 | 0,04 0,286 | 2,41 0,22 
0,06 | 0,097 | 3,12 | 0,81 0,05 0,302 | 2,36 0,17 
0,05 | 0,120 | 3,00 | 0,74 | 0,06 0,318 | 2,32 0,12 
0,04 | 0,142 | 2,9 | 0,68 | 0,07 0,335 | 2,28 0,07 
0,03 | 0,162 | 2,82 | 0,615 | 0,08 0,350 | 2,24 0,02 
0,02 | 0,181 2,74 | 0,55 | 0,084 | 0,357 | 2,22 0,003 
0,01 | 0,200 | 2,67 | 0,495 | 0,085 | 0,357 | 2,22 |—0,002 
0,00 | 0,219 | 2,61 0,44 


L'analyse du tableau montre que les valeurs de la fonction F 
pour les lois de la distribution des vitesses envisagées s’approxi- 
ment bien par la dépendance linéaire 


F—a—bf, (XI.50) 


où a et b sont des constantes. 

L'analyse des autres approximations approchées des lois mono- 
paramétriques de la distribution des vitesses dans la couche limite 
confirme l'aspect général de la dépendance linéaire indiquée; la 
différence consiste seulement dans la valeur absolue des constantes a 
et b qui change de façon insignifiante pour les différentes vitesses 
admises dans la couche limite. 


$ 68) INTÉGRATION DE L'ÉQUATION DU FACTEUR DE FORME 333 


Cette expression heureuse de la fonction F' permet d'éviter une 
intégration numérique compliquée de l'équation (XI.48) qui est 
indispensable dans le cas de la détermination du facteur de forme 
avec F (f) donné sous la forme tabulée et réduit le problème à l’in- 
tégration de cette équation en quadratures. 


$ 68. INTÉGRATION DE L'ÉQUATION DU FACTEUR 
DE FORME ET CALCUL DES CARACTÉRISTIQUES 
DE LA COUCHE LIMITE LAMINAIRE 


En tenant compte de l’approximation (XI.50) de la fonction F 
l'équation (XI.48) peut être ramenée à une équation différentielle 
linéaire du 1-er ordre 


a+ (—)f, (XL.51) 
dont l'intégrale est 
f=a | vo—1 (x)dr + C2 . 


Etant donné qu’au point critique avant, c'est-à-dire pour z = 0, 
la vitesse à la fronticre extérieure de la couche limite v = O0, il 
résulte de la condition du caractère fini du facteur de forme en ce 
point que € = 0 et la solution de l'équation (XI.49) prend la forme 
définitive 


fa | w-1(xr)dr. (XI.52) 
vb d 


Pour la détermination de la valeur du facteur de forme au point 
critique avant (x = 0), récrivons l'équation (XI.47) sous la forme 
d (=) F 


4 \ v )]— 


U 
ne contenant pas la dérivée seconde v”. De cette équation, commode 
pour l'intégration numérique, il suit qu’en tenant compte du carac- 
« e . #” ? d el e . . 
tère fini de la dérivée re (=) avec z = 0 la fonction F doit s'annu- 
ler. D'après le tableau 2 on voit que F s’annule dans l'intervalle 
entre les valeurs du facteur de forme f — 0,084-0,085. 

Ayant déterminé d’après la formule (XI.52) la valeur de f, on 


peut calculer pour n'importe quelle abscisse x le long de la surface 
du corps l'épaisseur de la perte d’impulsion selon la formule 


sy "I =V = e | vdi (x) dr. (XI.53) 
0 
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En connaissant les valeurs de f, on peut d'après le tableau 2 ou 
suivant le graphique qui lui correspond (fig. XI.9) déterminer H (f} 
et & (f) pour n'importe quel point et ensuite d’après ces grandeurs 
trouver 

Ô*— H(f}ô** 
et 


To 353 L (f). 
Le point, où to — 0, représente le point de décollement de la 


couche limite et au-delà de ce point le calcul n’est plus effectué, 
car pour cette région l’équation (XI.47) n’est pas valable. 


-4/0-008-QŒ-004-G02 0 GOZ G04 G06 408 F 
Fig. X1.9 


Désignons par fo le facteur de forme pour lequel &£ = 0, c'est-à- 
dire a lieu le décollement de la couche limite ; sa valeur numérique 
f — —0,089. Ceci montre que le point de décollement de la couche 
est situé dans la région où la dérivée v” possède le signe négatif, 
c'est-à-dire au-delà du point de la pression minimale. 

La comparaison des calculs, effectuée par L. Loïtsianski, pour 
les différentes valeurs des constantes a et b et pour les différentes 
valeurs de & (f) avec une solution exacte, a montré que les meilleurs 
résultats quant à la position du point de décollement s'obtiennent si 
l’on prend a = 0,44, b — 5,75 et les valeurs de & (f) prises du ta- 
bleau 2. 
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Pour le calcul de la couche limite laminaire le long de la surface 
d’un corps de révolution placé parallèlement à la vitesse à l'infini, 
on peut également utiliser la formulation paramétrique de la loi de la 
distribution des vitesses transversalement à la couche limite. 

Si l'on part de l'hypothèse que la courbure transversale de la 
surface influe de façon insignifiante sur la loi de la distribution des 
vitesses dans la couche limite et que cette influence est de façon 
suffisante prise en compte par le multiplicateur r;/r, dans l’équation 
intégrale (XI.42) où r, (x) est le rayon du contour du corps de révo- 
lution, alors en vertu de (XI.42) pour le calcul du facteur de forme 
on peut obtenir l'équation différentielle 

= r+(-2 2), (X1.54) 


dr ro 
qui diffère de l'équation (XI.48) seulement par le terme 22 f- 
0 
Sous l’hypothèse admise, la dépendance des fonctions &, H et F 
"AE 
de f = - Ÿ reste la même que dans le cas du problème plan avec 


les mêmes valeurs des constantes a et b. 

En tenant compte de ce fait nous obtenons, après intégration de 
l'équation (XI.54), la formule suivante pour le calcul du facteur de 
forme : 


= Üub—1(x)r°(x)dr. (XL.55) 
0 


et ô**+, to et Ô* le long de la surface du corps de révolution s’obtien- 
nent d’après les formules du problème plan (XI.53), (XI.46) et 
(XI.45). 

Les méthodes simples de calcul approché de la couche limite lami- 
naire plane en présence du gradient longitudinal de la pression ont 
été proposées par M. Chvetz et S. Targ. En utilisant la notion de la 
couche d'épaisseur finie et en éliminant au moyen de l’équation de 
continuité la vitesse transversale v,, ces auteurs présentent l'équa- 
tion de Prandtl sous la forme suivante 


dv dv dv de y À ù , 
VU, — TE (= T'ES (X1.56) 
ù 

Le deuxième membre de cette équation est remplacé par sa valeur 
approchée obtenue en substituant à la vitesse v, son approximation 
polynomiale. Ensuite les deux membres de l’équation sont deux fois 
intégrés par rapport à y après observation des conditions aux limites 
ordinaires. La linéarisation des équations différentielles ordinaires 
obtenues par cette méthode conduit aux résultats qui coïincident avec 
la méthode linéarisée monoparamétrique exposée ci-dessus. La métho- 
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de de Targ-Chvetz est utilisée également dans les calculs des écoule- 
ments à filets turbulents, en particulier pour résoudre des problèmes 
sur les tronçons initial et principal d’un filet dans un sillage. 


$ 69 PASSAGE DE L'ÉCOULEMENT LAMINAIRE 
À L'ÉCOULEMENT TURBULENT DANS LA COUCHE 
LIMITE 


Dans le $ 54 il a été indiqué que le passage du régime laminaire au 
régime turbulent de l'écoulement de fluide dans les tubes est condi- 
tionné par la valeur critique du nombre Re.., au-dessus de laquelle 
l'écoulement dans le tube devient instable par rapport aux faibles 
perturbations. Etant donné qu'ordinairement on n'arrive pas à éviter 
ces perturbations, les valeurs critiques du nombre de Reynolds Re,, 
s’accompagnent d'un écoulement turbulent. La valeur critique du 
nombre Re,, dans les tubes dépend de la forme de leur section trans- 
versale ; la rugosité des tubes influe peu sur la valeur de Re... Ces 
observations donnent lieu à supposer que dans le cas du problème 
extérieur également la stabilité d'écoulement à l’intérieur de la 
couche limite dépend du nombre Re de la couche limite, ainsi que de 
la forme de la surface du corps baigné par le fluide et de l'intensité 
des perturbations arrivant dans la couche limite. 

L'influence de l'intensité des perturbations dans le cas du proble- 
me extérieur présente une grande importance, et dans les souffleries 
aérodynamiques pour les différentes valeurs de turbulence e du cou- 
rant fluide, les conditions de la turbulence de la couche limite des 
corps de forme identique sont différentes. En réduisant les pertur- 
bations extérieures au minimum, on peut retarder le passage de 
l'écoulement laminaire à l'écoulement turbulent dans la couche 
limite jusqu'à de très grandes valeurs de Re. 

En son temps, Reynolds a émis une hypothèse suivant laquelle 
la cause du passage de la forme laminaire à la forme turbulente 
réside dans l'instabilité de l'écoulement laminaire. 

Actuellement les conditions sous lesquelles a lieu la perte de sta- 
bilité de l’écoulement laminaire dans la couche limite peuvent être 
étudiées théoriquement. A cet effet, il suffit d'étudier la stabilité 
du mouvement par rapport à de faibles perturbations locales du 
champ des vitesses, et par conséquent, des pressions aussi, l'appari- 
tion desquelles dans l'écoulement est toujours possible. Les recherches 
de la stabilité se réduisent à l'étude du comportement de faibles 
perturbations indiquées ; si avec le temps elles s’amortissent, alors 
l'écoulement est stable par rapport à celles-ci; si leur valeur aug- 
mente avec le temps, il se produira alors la perte de stabilité du 
mouvement. 

Examinons le cas d’un écoulement plan laminaire avec une 
chute de pression donnée le long de l'écoulement et une loi connue 


$ 69] PASSAGE DE L'ÉCOULEMENT LAMINAIRE 337 


de la distribution des vitesses. En se donnant les diverses chutes 
de pression et les épures respectives de la distribution des 
vitesses, on peut reproduire les conditions correspondant aux écou- 
lements dans les différentes sections de la couche limite plane. 
Supposons l’axe des zx dirigé le long de la paroi solide et l’axe des 
y perpendiculairement à celle-ci. 

Ecrivons les équations de Navier-Stokes (VIII.12) et l'équation 
de continuité pour un écoulement plan non stationnaire de fluide 
incompressible 


dy dx , dx 1 dd, dEUx dx 
D TV gr V'oy nr iv (Se +) : 
dy dy , dy 1 9p ., dy 0%y Lee 
me time pt (ta): [(X57) 
dx , y 
0x y } 


Limitons-nous à l'examen d’un cas simple où la composante de la 
vitesse du mouvement permanent non perturbé v, dépend seulement 
de la coordonnée y, c'est-à-dire Uox — Vo (y) et les deux autres compo- 
santes sont nulles voy = Vox = 0. Un tel écoulement a lieu préci- 
sément dans un canal ou un tube de section transversale constante 
à une distance suffisamment grande de la section d'entrée. 

De façon approximative, on peut considérer l'écoulement dans la 
couche limite comme identique, étant donné que le mouvement de 
base dépend de la coordonnée longitudinale beaucoup moins que 
de celle transversale. Dans ce cas, on doit compter que la pression p 
de l'écoulement de base dépend également de la coordonnée longitu- 
dinale zx, c'est-à-dire compter que po = po (x, y). Ainsi, l'écoulement 
de base se détermine par les grandeurs suivantes: 


Vox (Y); Loy—=Voz—=0; Po(r;, y). (XI.58) 


Superposons sur l'écoulement plan examiné un mouvement de 
perturbation à deux dimensions, qui dépend non seulement des 
coordonnées zx et y mais aussi du temps t. En désignant les vitesses 
et les pressions dans cet écoulement par 


Vie (Ts Yrt); viy(rs y) pi(z, y, t), (XI.59) 
nous obtiendrons les composantes de la vitesse et la pression du 
mouvement résultant 

Ur = Vox + Vtz ; Uy = Viy; V; = 0 ; P= Po + Pi- (XI.60) 


Le mouvement de base déterminé suivant l'hypothèse par les 
grandeurs (X1.58) est la solution des équations de Navier-Stokes. 
Le mouvement résultant avec les paramètres (XI.60) doit également 
satisfaire aux équations de Navier-Stokes. Le mouvement de pertur- 
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bation superposé, déterminé par les grandeurs (X1.59), sera supposé 
petit, de façon qu'on puisse négliger tous les membres quadratiques 
par rapport à ceux linéaires. 

En substituant les valeurs de (XI.60) dans l'équation (XI.57), 
en rejetant les membres quadratiques des composantes de la vitesse 
du mouvement de perturbation et leurs dérivées et en tenant compte 
de ce que l’écoulement principal de par lui-même satisfait aux équa- 
tions de Des on peut écrire 


dv4 O9 9p1 \ 
DE + 0x PE ns EL viy Tr = — ++ va; 
dy dViy 1 ôp: 
7 + Vox = — 5 5 + VAS :  (XI.61) 
Ôz 0 


Ainsi, nous avons trois équations pour déterminer trois grandeurs 
inconnues L'ix» Viy» P1- Des deux premières équations du système 
(XI.61) on peut exclure la pression piet alors pour la détermination 
de v1, et 1, il n’en restera que deux équations (y compris l'équation 
de continuité). 

En introduisant pour le mouvement de perturbation la fonction 
de courant 1 (x, y, t), supposons que pour une oscillation particulière 
du mouvement de perturbation on puisse la représenter sous la forme 


dir, y, 1) —=q"(y)eïtcr-B9, (XT.62) 


où p* — p? + ip est l'amplitude complexe. 

La fonction représentant tout mouvement de perturbation 
à deux dimensions peut être développée en série de Fourier et repré- 
sentée sous la forme de perturbations séparées avec des fonctions de 
courant (XI.62). Dans l'égalité (XI.62) & est une grandeur réelle, 
liée à la longueur de l’onde de perturbation À par le rapport À = 2x/a« ; 
B est une grandeur complexe qui peut être représentée sous la forme 
B — 6, + iB;, où B,; est la fréquence circulaire d'une oscillation 
séparée et B, coefficient permettant de juger de l'accroissement ou 
de l’amortissement des oscillations. Si B; << O0, l’oscillation s’amor- 
tit et l'écoulement laminaire est stable: si 8, > 0, alors l’écoule- 
ment n'est pas stable. 

Outre les valeurs & et B, il est avantageux d'introduire égale- 
ment leur rapport 


c—=+ Pc tici. (XI.63) 
où c- est la célérité de propagation des ondes dans la direction de 


l’axe des zx (vitesse de phase) et c; est la grandeur permettant de juger 
de l’amortissement ou de l’accroissement des oscillations. Ainsi, si 
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c; < 0. il y a l'amortissement, si c; > 0, il y a l'accroissement des 
oscillations. 

L'amplitude ®* du mouvement de perturbation est admise dépen- 
dante seulement de y, car l'écoulement de base dépend également 
seulement de y. De l'égalité (XI.62) nous trouvons pour les compo- 
santes de la vitesse du mouvement de perturbation les expressions 
suivantes : 

hp: 


Die q*" (y)eitzx- BD : (KE.64) 


= — = xt (y) cites Bo, (XL.65) 


En les substituant dans les équations (XI.61) et en éliminant la 
pression, nous obtiendrons pour la détermination de l'amplitude 
p*(y) une équation différentielle ordinaire du quatrième ordre 


L 
« Re 


(box — c)(p°"— ape) — via = — 2 (p°°"— 2o2p*" + aip*). (XI.GG) 

Cette équation appelée équation différentielle du mouvement de 
perturbation ou équation d'Orr-Sommerfeld constitue le point de 
départ de la théorie linéaire de la stabilité de l'écoulement laminaire. 
Elle est ramenée à la forme sans dimensions et pour cette raison 
toutes les dimensions linéaires sont divisées par une grandeur carac- 
téristique respectivement choisie, par exemple par l'épaisseur 6 
de la couche limite, et toutes les vitesses par la vitesse maximale vo 
de l'écoulement de base. 

Les signes prime indiquent la dérivation par rapport à la coor- 
donnée sans dimensions y/ô et le nombre Re — &,0/v caractérise 
l'écoulement de base laminaire étudié. Les termes du premier 
membre de l'équation (XI1.66) s’obtiennent à partir des termes iner- 
tiaux des équations du mouvement et les termes du deuxième membre. 
des termes qui tiennent compte de la viscosité. La condition aux 
limites pour l'écoulement dans la couche limite consiste en la nullité 
des deux composantes de la vitesse du mouvement de perturbation 
sur la paroi (y — 0) et à une grande distance de la paroi (fluide 
libre). Par conséquent, 

avec y—0 wizx—=vi;—=0, ie. œp*—0, p*’—0: 


? 


avec y — © Vix = Vip —=0, 1.6. p*—=0, p*’—0. | (XT.67) 


L'étude de la stabilité du mouvement pour une fonction co, 
donnée, c'est-à-dire du champ des vitesses de l'écoulement laminaire, 
se réduit à l'étude des valeurs propres de cette équation. En particu- 
lier, il suffit de se limiter à l'étude de la question relative aux valeurs 
du paramètre « et du nombre Re* = v,6*/v pour lesquelles l’équa- 
tion donnée possède des solutions indépendantes différentes de zéro, 
à condition que c; = 0. Il est évident que cette condition détermine 
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la frontière de la zone de stabilité de l'écoulement laminaire core 
respondant, car dans ce cas le multiplicateur d'amplitude œ* (y) 
dans la fonction de courant n’augmente pas avec le temps. L'étude de 
l'équation de faibles perturbations (XI.66) se heurte à de grandes 
difficultés mathématiques et conduit à la représentation de ses 
solutions sous la forme de séries suivant le petit paramètre 1/a&Re [25]. 

Le résultat de calcul à la stabilité d’un écoulement laminaire le 
long d'une plaque plane peut être représenté graphiquement en 
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Fig. X1.10 


réunissant par des courbes dans le plan des variables Re* et aô** 
tous les points auxquels correspondent les valeurs identiques de c:;. 
Un intérêt particulier revient à la courbe c; = O0 (fig. XI.10) qui 
sépare la zone des valeurs stables de &«ô** et Re* de la zone de leurs 
valeurs instables et appelée pour cette raison courbe neutre. Sur cette 
courbe, le point le plus intéressant est le point du nombre minimal 
de Reynolds Re, qui est situé sur la tangente parallèle à l’axe aô**. 
AUX valeurs les plus petites de Re, toutes les oscillations séparées 
s'amortissent et aux valeurs plus grandes, certaines oscillations au 
moins s’accroissent. Le plus petit nombre Re déterminé par la 
courbe neutre représente le nombre critique théorique Re, de l'écou- 
lement laminaire étudié ; il caractérise la perte de stabilité de l’écou- 
lement donné. 

Les points situés dans la zone intérieure, limitée par la courbe 
neutre, déterminent les états qui correspondent à des oscillations 
instables, et les points situés dans les zones en dehors de la courbe 
neutre, les états qui correspondent à des oscillations stables. Pour 
les très grands nombres Re, les deux branches de chaque courbe neutre 
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se rapprochent de façon illimitée de l’axe des abscisses, c'est-à-dire 
des valeurs nulles des ordonnées correspondantes. 

Suivant les calculs de Tollmien relatifs aux profils de la vitesse 
de Blasius, le plus petit nombre de Reynolds pour lequel est encore 


+ 
possible une perturbation neutre est Res — (=) > — 420. Le point 


sur la plaque en lequel s'obtient ce nombre de Reynolds est juste- 
ment le point de la perte de stabilité de la couche limite. 
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Le caractère du mouvement du fluide pour les oscillations neutres 
correspondant au point À (fig. XI.10) est montré sur la fig. XI.11. 
Cette figure donne l'image des lignes de courant et de la distribution 
instantanée des vitesses sur le segment de l'axe des x égal à la lon- 
gueur de l’onde de perturbation. Pour la comparaison, on a égale- 
ment indiqué par des lignes en pointillés les profils de la vitesse du 
mouvement non perturbé. Il est intéressant de noter, qu'avec 
x — 1/2 sur le profil instantané des vitesses apparaît un point d’in- 


. . 14 . ’ . 
flexion et ensuite entre x == et x — x a lieu un décollement instan- 


tané de la couche limite. 

Les résultats des calculs de la stabilité de la couche limite lami- 
naire contournant une plaque, représentés graphiquement sur la 
fig. XI1.10, ont été confirmés par les expériences de Schuhbauer et 
Skramstad. Dans ces expériences, les oscillations artificielles ont été 
créées au moyen d'un ruban métallique d’une épaisseur de 0,05 mm 
et de 2,5 mm de largeur, placé à une distance de 0,15 mm de la paroi. 
Les oscillations étaient excitées à l’aide du courant électrique alter- 
natif et d'un champ magnétique. De cette manière on est parvenu 
à créer des perturbations bidimesionnelles d’une fréquence donnée 
prévue par la théorie. Par conséquent, il a été possible d'obtenir des 
oscillations croissantes, amorties et neutres. Les mesures étaient 
effectuées avec un anémomètre à fil chaud. Les résultats des mesures 
des oscillations neutres se sont avérés en bonne concordance avec 
la théorie. 
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Evidemment on ne peut pas espérer que le nombre théorique 
Re; pour lequel a lieu la perte de la stabilité, obtenu au cours des 
essais sur la stabilité, corresponde au nombre critique Re déterminé 
expérimentalement pour lequel a lieu le passage de la forme lami- 
paire de l'écoulement à la forme turbulente. 

En effet, le nombre théorique Re’ obtenu au cours des essais sur 
la stabilité, par exemple de la couche limite sur la paroi, détermine 

sur la paroi le point tel au-delà duquel en 


c'enal b) Laral / aval de l'écoulement a lieu l'accroisse- 
"3 ‘rergen ment de certaines oscillations séparées. 
Li Cependant, il est évident qu'il doit pas- 


ser un certain temps avant que l’ac- 
croissement de ces perturbations provoque 
la naissance de la turbulence. Avant que 
ce moment arrive, la perturbation pourra 
se propager en aval à une certaine distan- 
ce. Par suite, on doit s'attendre à ce que 
le point de transition de la forme lami- 
naire de l'écoulement à celle turbulente 
doit se trouver plus en aval de l’écoule- 
ment que le point correspondant à la 
limite de stabilité calculée théoriquement. 
Fig. X1.12 Une conclusion très importante ré- 
sultant de la théorie de la stabilité 
est celle qui consiste en ce que les profils de la vitesse qui possèdent 
le point d’inflexion sont instables. 

L'existence du point d’inflexion sur les profils des vitesses est 
directement liée au gradient de la pression. Lors de l'écoulement 
dans un canal convergent (fig. XI.12,a) où le gradient de pression 
est négatif, le profil des vitesses s'obtient sans points d’inflexion. 
Au contraire, dans le cas de l'écoulement dans un canal divergent, 
où le gradient de pression est positif, le profil des vitesses est aigu 
et comporte des points d’inflexion w. La même différence quant 
à la forme du profil des vitesses s’observe également dans la couche 
limite laminaire sur un corps contourné par un fluide (fig. XI.5): 
dans la région de la chute de pression les profils de la vitesse n’ont 
pas de points d’inflexion et dans la région de l'augmentation de la 
pression, ils ont toujours un point d'inflexion. Par conséquent, la 
déduction sur le rôle du point d'inflexion permet de juger de l'in- 
fluence du gradient de la pression sur la stabilité, à savoir : la chute 
de pression favorise la stabilisation et l'augmentation de la pres- 
sion, l'instabilité. 

Ainsi, lors de l'écoulement autour d'un corps, la couche limite 
dans la région de l'augmentation de la pression (écoulement ralenti) 
tend dans une plus grande mesure à devenir turbulente que celle 
qui se trouve dans la région de la chute de la pression (écoulement 
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accéléré). Il en résulte que dans l'écoulement autour d’un corps la 
position du point de pression minimale exerce une influence décisive 
sur la position du point de transition. En première approximation, 
on peut considérer que le point de transition est situé un peu plus 
loin en aval de l'écoulement que ne l’est le point de la pression 
minimale. 

Ceci sert de base physique à l’établissement des projets de profils 
d'ailes laminaires. Dans le cas de tels profils, l'épaisseur maximale 
est reportée autant que possible vers le bord de fuite de l’aile; et 
donc le point de pression minimale se trouve également reporté 
vers l’arrière. Grâce à ce fait, la couche limite peut être maintenue 
laminaire sur une longueur sensiblement plus grande que dans le cas 
des profils ordinaires, ce qui conduit à la diminution de la résistance 
d'environ deux fois. Cependant, le déplacement du point de pres- 
sion minimale loin vers l'arrière n’est possible que dans une gamme 
assez restreinte des angles d'attaque. On doit remarquer qu'avec 
Re &æ5-10° (calculés suivant la corde), l'effet de laminarisation 
« naturelle » envisagée disparaît, ce qui se trouve en concordance 
avec la théorie de la stabilité. 

Un autre moyen de la laminarisation de la couche limite consiste 
en son aspiration partielle à travers une surface poreuse ou par des 
fentes disposées de manière appropriée. L’essence de ce moyen con- 
siste en ceci: premièrement, par suite de l'aspiration, l'épaisseur 
de la couche limite diminue, ce qui fait à son tour diminuer sa 
tendance vers le passage à l’état turbulent. Deuxièmement, les pro- 
fils des vitesses de la couche limite laminaire avec aspiration par 
rapport aux profils des vitesses sans aspiration ont une forme telle 
qui les fait plus stables aux perturbations extérieures, même pour 
une épaisseur identique de la couche limite. 

Une question importante se pose sur la quantité de fluide qu’on 
doit aspirer. En augmentant cette quantité on peut rendre l'épaisseur 
de la couche limite aussi petite que l’on veut en diminuant par là 
le nombre Re pour la couche limite autant qu’il sera toujours infé- 
rieur à la limite de la stabilité. Cependant, à une augmentation trop 
grande de la quantité de fluide aspiré, une partie importante de la 
puissance, économisée grâce à la diminution de la résistance, sera 
dépensée pour une aspiration excessive (puissance de la pompe 
d'aspiration). Pour cette raison, il est très important de déterminer 
la quantité minimale de fluide qu'il est indispensable d'aspirer 
pour conserver la couche limite laminaire ; cela déterminera simul- 
tanément la diminution maximale de la résistance, obtenue par 
l'aspiration. En effet, toute quantité plus grande de fluide aspiré 
assurera une couche limite plus fine et par conséquent, une plus 
grande contrainte tangentielle sur la paroi. 

Les calculs ont montré qu'en écoulement autour d'une plaque 
plane le coefficient minimal de débit du fluide régulièrement aspiré 
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où Lo, est la vitesse d'aspiration régulière (négative suivant le signe). 
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Les résultats des calculs des coefficients de résistance au frotte- 
ment de la plaque avec une telle aspiration la « plus avantageuse » 
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sont montrés sur la fig. XI.13. 
Comme on le voit de la figu- 
re, avec Re > 5:107, la valeur 
de la diminution de la résistan- 
ce due à l'aspiration atteint 
80 % de la résistance avec une 
couche limite turbulente. 

Si la loi de la distribution des 
vitesses dans la section transver- 
sale de la couche limite diffère de 
la loi de la distribution dans le cas 
d’une plaque plane, les courbes 
neutres déterminant les frontières 
des zones de stabilité changent de 
forme. Sur la fig. XI.14 est mon- 
trée une famille de courbes neutres 
pour les épures des vitesses avec 
différentes valeurs du facteur de 
forme À = v'Ô?/v : ici les valeurs de 
À >> O0 correspondent aux épures 
des vitesses dans la zone des chu- 


tes de pression négatives, tandis que À<<0, aux tronçons de la couche 
limite avec une chute de pression positive, c’est-à-dire dans la par- 
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tie arrière. L'examen de ces courbes montre que la chute de pression 
longitudinale influe sensiblement sur les conditions de la stabilité 
du mouvement dans la couche limite. Dans la zone des chutes de 
pression négatives, la couche limite est beaucoup plus stable et les 
nombres Re? sensiblement supérieurs que dans la région des chutes de 
pression positives. Dans la zone des chutes de pression positives, 
la région instable à l’intérieur de la courbe neutre est sensible- 
ment plus grande que dans la zone des chutes de pression néga- 
tives. 

La détermination des valeurs théoriques des nombres Re;* au 
moyen des diagrammes, analogues à ceux montrés sur la fig. XI.14, 
a permis de construire sur la fig. XI.15 la 
courbe de la dépendance Res — F;(f), où /g#e; 
f — v'ô**?/v est le facteur de forme de la 
couche limite laminaire. D’après cette courbe, 
on peut déterminer sur le profil le point où 
commence la perte de la stabilité de la 
couche limite laminaire. Pour cela, il faut 
porter sur la fig. XI.15 la courbe Re** (f) 
obtenue après le calcul de la couche limite F 
laminaire pour une vitesse donnée d'écoule- 75 2 5 7010 
ment autour du profil; le point de son inter- Fig. X1.15 
section avec la courbe Re” (f) détermine la 
valeur du facteur de forme f, et par conséquent, l’abscisse x, pour 
laquelle on peut s'attendre à la perte de la stabilité. 

Comme il a été indiqué plus baut, le point de transition est situé 
un peu plus bas en aval par rapport au point de stabilité. 

Il faut s'attendre à ce que la distance qui sépare les points men- 
tionnés sera plus grande dans la région de la diminution de pression 
que dans celle de l’augmentation de pression, où l'accroissement 
des perturbations instables s'effectue beaucoup plus active- 
ment. 

La valeur du nombre critique Ref caractérisant l'abscisse zx, 
du point de transition à l'écoulement turbulent dans la couche 
limite dépend du degré de turbulence € du fluide libre et peut être 
déterminée en fonction de celle-ci ainsi que du facteur de forme dela 
couche limite laminaire au moyen du graphique XI.16. Ce graphique 
est construit sur la base du dépouillement des données obtenues par 
Van Driest et Bloomer. 

Pour la détermination de la position du point de transition à la 
couche limite turbulente, on doit porter sur cette figure Ja relation 
calculée de Re** (f) pour la vitesse donnée en écoulement laminaire 
autour du profil. Si le degré de turbulence du fluide libre est connu, 
alors le point d’intersection de la courbe de Re** (f) du profil donné 
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avec la ligne correspondante & — const permettra de déterminer la 
valeur du facteur de forme f, et, par conséquent, l’abscisse x, égale- 
ment du point de transition. 


$ 70. COUCHE LIMITE TURBULENTE 


L'étude et le calcul de la couche limite turbulente sont basés 
sur les représentations générales des propriétés de la couche limite 
énoncées au $ 62. Suivant ces représentations et en cas de la couche 
limite turbulente, on peut considérer comme valable l'évaluation, 
donnée auparavant, du rôle des termes séparés figurant dans les 
équations du mouvement de fluide établies pour l'écoulement à l’in- 
térieur de la couche limite. Cependant, il faut seulement tenir compte 
de ce que pour la couche limite turbulente on entend par vitesses 
et contraintes des forces hydrodynamiques leurs valeurs moyennes 
par rapport au temps. Dans ce cas, les forces intérieures hydrodyna- 
miques comportent les valeurs totales des contraintes de viscosité 
et de turbulence. 


$ 70] COUCHE LIMITE TURBULENTE 347 


En partant de ce fait, on peut compter que pour une couche 
limite turbulente plane seront valables les équations de Prandti, 
si l’on y effectue l’opération de médiation des vitesses instantanées 
et des contraintes par rapport au temps. Après la médiation, nous 
aurons finalement 

D, Ps + LE mr E 1 dt. 
(XI.68) 
D 
Psy 5 — 


où la grandeur t se détermine comme une somme de contraintes 
tangentielles newtoniennes et turbulentes 


Tue — QU; y. (XI.69) 


Dans la couche limite turbulente se conserve la propriété de la 
constance de la pression dans la section transversale donnée. Ceci 
permet de déterminer la chute de pression le long de la couche limite, 
qui fait partie de l'équation (X[I.68), par le calcul de la pression le 
long de sa frontière extérieure. 

L'emploi de ces équations, de mème que lors de l'étude de la 
couche limite laminaire, est lié à de grandes difficultés. Elles sont 
dues à la nécessité de satisfaire aux conditions aux limites sur les 
parois solides lors de la détermination de la loi de la distribution 
des vitesses moyennes dans la couche limite et de l'admission des 
hypothèses supplémentaires qui auraient permis d'exprimer les 
contraintes tangentielles turbulentes par les vitesses moyennes de 
l'écoulement. 

Les méthodes plus simples de calcul de la couche limite turbu- 
lente plane sont celles basées sur l’utilisation de la corrélation 
intégrale (X1.36) 

dô** 


+ 8° (24 H)= DE - 


Pour le calcul des caractéristiques de la couche turbulente 
à l’aide de cette équation, il faut à l'avance connaître ou approximer 
la loi de la distribution des vitesses moyennes dans la couche limite. 
D'autre part, il faut établir une deuxième liaison supplémentaire 
qui lierait La contrainte tangentielle x, à la frontière solide de l’écou- 
lement aux caractéristiques de la couche limite. Cette liaison sup- 
plémentaire sera dite loi de la résistance ; dans le cas de la couche 
limite laminaire elle se détermine par la formule de Newton. 

Il n’a pas été possible jusqu’à présent d'établir théoriquement la 
forme exacte de la loi de la résistance pour la couche limite turbu- 
lente. Dans ce but on utilise largement les résultats des recherches 
expérimentales de la couche limite, ainsi que les différentes hypo- 
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thèses de simplification. Pour cette raison, les méthodes modernes 
de calcul de la couche limite turbulente sont semi-empiriques et leur 
précision dépend de l'authenticité des matériaux d'essais admis pour 
base lors de la détermination des lois de la distribution des vitesses 
et des résistances. 


$ 71. COUCHE LIMITE TURBULENTE LE LONG 
D'UNE PLAQUE PLANE LISSE 


Nous allons étudier la couche limite turbulente le long d’une 
plaque plane lisse en partant de l'hypothèse qu'elle est turbulente 
sur toute sa longueur, en commençant par son bord avant. En pre- 
mière approximation, pour une telle étude on peut utiliser la loi 
de la distribution des vitesses, établie pour un écoulement turbulent 
dans un tube lisse, en assimilant la vitesse sur l’axe du tube v,, 
à la vitesse cv. à la frontière extérieure de la couche limite, et le 
rayon du tube r, à l'épaisseur de la couche 6. Cette assimilation n'est 
pas stricte, car elle ne tient pas compte de la distribution quelque 
peu différente des contraintes tangentielles en travers de la couche 
limite, mais elle est quand même admissible en qualité de première 
approximation grossière. 

Pour une plaque plane on devrait prendre pour loi de la distri- 
bution des vitesses, en omettant par la suite le symbole de la média- 
tion, la formule logarithmique (X.35). Cependant, étant donné 
qu’elle détermine la liaison entre 7%, et v, sous une forme extrême- 
ment compliquée, ce qui rend difficiles les calculs ultérieurs, on 
peut se limiter en première approximation à la formule de la puis- 
sance (X.46), moins générale, suivant laquelle 


ve ve (+). (XI.70) 


En se basant sur cette formule, on peut déterminer la liaison 
suivante entre les grandeurs Ô, Ô* et ô**: 


= | — =) dy=6 —— : (XI.71) 
Ô 
om [2 ( Se) D Gnement (XI) 


où m — À/n. 

Pour déterminer la liaison manquante entre les vitesses et les 
contraintes tangentielles dans la couche limite d’une plaque plane, 
c'est-à-dire la loi de la résistance, écrivons la loi de la distribution 
des vitesses en travers de la sous-couche visqueuse en l'absence de 
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chute de pression longitudinale le long de la surface 


PU, (XI.73) 


Ur —= æ 


. 7% 
où u*— ré 

Exigeons qu’à la frontière de la sous-couche visqueuse la loi de la 
puissance (XI.70) se conjugue avec la loi linéaire 

. vé2y y i/n 
TZ = (+) avec y= 0. 

En tenant compte de ce qu’à la frontière extérieure de la sous- 
couche visqueuse suivant (X.39) v*ô,/v — «, où æ& est la constante, 
on peut écrire: 


21 V \m 
V'— Vo '( | 


v*ô 
ou 
2(m-1) 2 ee 
a 1 1/V\mn 
v*“—=@] m+ vaT (+) . 


En confrontant ce résultat avec la formule générale de la con- 
trainte de frottement, connue de la théorie de la similitude dynami- 
que des écoulements, 

Uoo 
= ’ 


nous voyons que dans le cas donné 
2(m—1) __ 2m 
— m1 m+1 
| …. C2, Re, + , 
c'est-à-dire 


2m 


2m—1) , —- —— 
To—=a, "F1 (=) mi pv. (XI.74) 
Cette formule définit la loi de la résistance qui correspond à la loi 
de la puissance de la distribution des vitesses dans la couche limite. 
Pour trouver l'épaisseur inconnue de la couche limite, utilisons la 
relation intégrale (XI.38). En y remplaçant, d’après la formule 
(X1.72) Ô** par 6, nous obtenons une équation différentielle suivante 
relative à l'épaisseur de la couche limite : 


2m 
2(m—1 L 
48, ee (m +1) (2m +1) ( Vo m+1 
1 — . 


dz v 
En intégrant cette équation, nous trouvons 
2m 
3m+1 2(m—1) _ 2m. 
mi a mr Gm +1) Ent D (te) mi 


m V 


z+C, 
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la constante C = 0, car avec x = 0, Ô = 0. Finalement on peut 
écrire 


A7 mr 
af) "7 mnt, (XI.75} 
où 
m1 
2(m— 1) —— 
(3m + 1) (2m+ 1) mi 
d—= a, = | . 


Pour le calcul du coefficient de résistance au frottement, utilisons 
la relation (XI.40) et en tenant compte de (XI.72) et (XI.75), on 
peut écrire 

2m 


— 2aom  Fm+i 
CG Dent Re 3 +1, (XI1.76} 


où Re — cL/v. 

La constante a et l’exposant m sont choisis d’après les résul- 
tats des expériences avec des plaques planes réalisées dans des 
bassins ou des souffleries aérodynamiques. 

En s’appuyant sur les données expérimentales pour les grandes 
valeurs des nombres Re, Faulkner a obtenu les relations suivantes 
correspondant à la loi de la puissance de la distribution des vites- 
ses pour l’exposant m — 1/11: 


, —1/6 pv” 
1=0,0131 (2) Le; (XL.77) 
8% —0,015 (2) "257; (XL.78) 
Cr=0,0307 Re-1/1. (XL.79) 


On peut obtenir des valeurs plus précises des caractéristiques 
de la couche limite le long d’une plaque plane en partant de la for- 
mule logarithmique (X.35) de la distribution des vitesses. Dans ce cas 
les calculs s'avèrent être plus compliqués et ne peuvent être effec- 
tués qu'approximativement. Prandtl et Schlichting, après les cal- 
culs fondés sur l'emploi de la formule logarithmique, ont proposé 
une formule d’interpolation pour la détermination du coefficient 
de résistance au frottement des plaques. Elle a trouvé son application 
dans la pratique des calculs de la résistance au frottement des navi- 
res et concorde bien avec les données expérimentales connues 

C0 (XI.80) 
(1g Re)”? 

De nouvelles recherches sur le champ des vitesses dans la couche 
limite montrent que l’analogie entre l'écoulement dans la couche 
limite et l'écoulement dans le tube n’a pas lieu. Cette non-confor- 


$ 71] COUCHE LIMITE TURBULENTE LE LONG D’UNE PLAQUE PLANE 351 


mité est surtout considérable dans la région extérieure de l’écoule- 
ment, c’est-à-dire au voisinage de la couche limite. Sur l’axe du tube, 
le mélange turbulent est généralement plus intense, tandis qu’à 
la frontière extérieure de la couche limite turbulente il est moins 
intense que dans sa zone intérieure. 

La fig. X1.17 montre le graphique de la dépendance de la vitesse 
sans dimensions dans la couche limite turbulente v,/v* en fonction 


Fig. XI.17 


du paramètre v*y/v, construit d’après les expériences pour les deux 
valeurs de Re local: Res — 5:10% (courbe 7) et Res = 1,6 -10° 
(courbe JT). 

Avec de faibles valeurs de ce paramètre, c'est-à-dire près de la 
paroi solide, la structure de l’écoulement est principalement détermi- 
née par l'influence des forces de viscosité et avec v*y/v << 5, l’épure 
de la vitesse correspond à la formule (X.34) qui représente une expo- 
nentielle en coordonnées logarithmiques utilisées sur la figure. Ana- 
logiquement aux écoulements dans les tubes, on peut considérer com- 
me frontière extérieure de la zone d'influence de la viscosité la distan- 
ce de la paroi pour laquelle v*y/v — 30, et de plus, dans la zone 
5 << v*y/v << 30 la loi de la distribution des vitesses se détermine 
par une dépendance compliquée proposée par Rotta ($ 55). La dépen- 
dance logarithmique du type (X.35) 


Ur v*y 
— —A+Blg v 


avec des valeurs constantes des coefficients À et B (droite ZZI), se 
trouve être valable seulement dans une zone limitée de l'écoulement 
dont la longueur se détermine de la condition 


MW y < 0,156. 


v* 
En dehors de cette zone, jusqu’à la frontière extérieure de la 
couche limite, la distribution des vitesses diffère de celle logarithmi- 
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que en se rapprochant de la distribution des vitesses dans un fluide 
libre et peut être exprimée par la relation générale (X.36). Compte 
tenu de cette relation, Hama recommande la formule suivante 


ee 0,6 (1-4). 


Suivant les données de différents auteurs, les valeurs des cons- 
tantes À et B sont quelque peu différentes pour le tronçon loga- 
rithmique du champ des vitesses. Ainsi, d’après Klauser, suivant les 
résultats moyens des expériences de différents auteurs À — 4,9 
et B = 5,6, tandis que suivant les expériences de Nikuradse pour 
les tubes À = 5,75 et B — 5,5. 

En partant des particularités indiquées de la loi de la distribu- 
tion des vitesses, on doit calculer la grandeur ô** dans la couche 
limite sous la forme d'une somme de trois termes; chacun de ces 
termes tient compte de la loi de la distribution des vitesses dans la 
zone correspondante de l'écoulement. Cependant, les calculs mon- 
trent que ces précisions de la loi de la distribution des vitesses in- 
fluent peu sur les résultats définitifs de la détermination des forces 
de frottement et le coefficient de résistance au frottement de la 
plaque, calculé compte tenu de ces précisions, ne diffère presque pas 
des valeurs C; déterminées par la formule (XI.80). 


$ 72. CALCUL DE LA COUCHE LIMITE TURBULENTE 
PLANE AVEC UNE CHUTE DE PRESSION LONGITUDINALE 


Les méthodes de calcul de la couche limite turbulente le long des 
surfaces lisses en présence d’une chute de pression longitudinale 
sont basées sur l’utilisation de l'équation 
intégrale avec une loi paramétrique de 
distribution des vitesses dans la couche 
limite. Les résultats de l’étude des vitesses 
dans les écoulements à l'intérieur de la 
couche limite avec des chutes de pression 
positive et négative le long de l'écoulement 
montrent que la chute de pression influe 
sensiblement sur le profil des vitesses. En 

0 2 A4 4648 w écoulements accélérés, par rapport à un 
"champ des vitesses sans chute de pression, 

Fig. XI.18 on observe le profil des vitesses avec un 

plus grand, et dans les écoulements ralen- 

tis, aves un plus petit coefficient de remplissage. Ceci résulte de la 
figure XI.18, où sont comparés sous la forme sans dimensions les 
résultats des mesures correspondantes. Avec des chutes de pression 
positives importantes, l’épure de la vitesse au voisinage de la paroi 
peut prendre la forme d’une boucle qui correspond à la naissance 


(44 
ô 
8 


a6 
d4 
4,2 
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d’un écoulement local inverse, c'est-à-dire au phénomène de décol- 
lement de la couche limite. 

Examinons le caractère de la distribution des contraintes de 
frottement transversalement à la couche limite en présence du gra- 
dient de pression, sous l'hypothèse que ce dernier définit le caractère 
du profil des vitesses. 

Pour ce faire, représentons, selon C. Fédiaevski, le profil des 
contraintes de frottement dans la couche limite par un polynôme 
dont les coefficients sont déterminés par les conditions ayant lieu 
sur la paroi et à la frontière extérieure de la couche limite 


= 4o+ Ain + Ain + + Ann”, (XI.81) 


où n — y/6. 

Pour la détermination des coefficients À 0, ..…, À, on part des con- 
ditions suivantes. 

11 est évident que sur la paroi, c’est-à-dire avec n — y/ô = O0, 
T/To = 1; sur cette même paroi, suivant la première des équations 
(XI.68), OTt/0y — dp/dx, et par conséquent 


dp 
« d 
où À — 7 


est le rapport de la force de pression à la force de frot- 


0 
tement près de la paroi, agissant sur un élément de la couche limite. 


À la frontière extérieure de la couche limite, c'est-à-dire avec 
T 


n = 1, — — 


To 
De façon analogue on peut obtenir la valeur de la dérivée 


En se limitant dans l'expression (XI.81) à trois termes seule- 
ment, utilisons les trois premières conditions pour la détermination 
des coefficients Ao, A1 et A: 

ô dp 

Alors 


Z=1+4n—(1+4)n, (XI.82) 


d'où l’on voit que la forme du profil de la contrainte tangentielle 
(ainsi que du profil des vitesses) se détermine par la grandeur 4, 
qui est dite facteur de forme. 


23—064 
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Le polynôme (XI.82) est valable pour l’approximation du profil 
de la contrainte tangentielle seulement pour des valeurs de À telles 
où T/To > 0. La gamme des paramètres À admissibles est limitée 
par la valeur de ce paramètre telle que la dérivée de t/T, au point 
n = 1 change de signe, c'est-à-dire que l’angle entre la tangente 
à la courbe t/t, et l’axe n devient égal à zéro. D'où il suit que le 
paramètre À peut varier dans les limites de —2 jusqu'à oc. c’est-à- 
dire que l’approximation (XI.82) est valable pour de faibles gra- 
dients négatifs et n'importe quels gradients positifs de la pression 
dans le fluide libre. 

Il importe de remarquer que la distribution de la contrainte 
tangentielle transversalement à la couche, décrite par le polynôme 
(XI1.82), se rapporte aussi bien à la couche laminaire qu’à la couche 
turbulente : elle est applicable en particulier aussi à la région de la 
sous-couche visqueuse. 

Exprimons ensuite la contrainte de frottement + au moyen de la 


(IX.20) 


= pe (Se }, (XI.83) 


qui établit la relation entre le frottement turbulent et le gradient 
de la vitesse moyenne. Suivant les données expérimentales de Niku- 
radse, utilisons pour la détermination de la longueur du mélange 
dans (XI.83) la formule (X1.26), en y remplaçant r, par l'épaisseur 6 
de la couche limite 


+= 0,14 — 0,08 (1 — n)°— 0.06 (1 — ny. (XI.84) 


C. Fédiaevski a montré que la formule (XI.84) avec une certaine 
erreur peut s’employer également en présence du gradient de la 
pression dans le fluide libre. Si l’on connaît la distribution de la 
contrainte tangentielle + en travers de la couche limite, alors de la 
formule (X1.83), en passant à la variable n et en intégrant, on peut 
obtenir le profil de la vitesse dans le noyau turbulent de la couche 
limite 


te (si ô SV Tan+c (XL.85) 


où T est la contrainte tangentielle sur la paroi; C la constante qui 
s'obtient de la condition limite. 

En substituant les polynômes (X1I.82) et (XI.84) dans la formule 
(XI.85) et en déterminant la constante d'intégration C à partir de la 
condition v, — v avec n — 1, nous obtenons la formule du profil 
de la vitesse dans la partie turbulente de la couche limite 


_ VAE 
o =-| 1iAn (+41 dn.  (XI.86) 


“0,14 —0,08 (1 — n)2—0,06 (1 — n)t 
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La grandeur #* — (& — v,)/v*, correspondant à la relation géné- 
rale (X.36) et dite défaut de vitesse, est fonction d’un seul para- 
mètre À. 

En même temps la vitesse relative 


De ve 
est fonction de deux paramètres À et v*/v. On en déduit que toutes 
les caractéristiques intégrales de la couche limite, pour le calcul 
desquelles on utilise les profils de la vitesse, sont également fonctions 
de deux paramètres. En cas des valeurs finies de À, la fonction ÿ* 
et par conséquent le profil de la vitesse ont une singularité loga- 
rithmique avec n = 0. 

Envisageons le comportement de la fonction ÿ* au voisinage du 


point de décollement, où * —0 et À — co. Notons qu'avec v* —+0 


. #12 ù d . ? 
le produit (=) A =="? tend vers une valeur finie, égale 


qu Todr 
à Ô/pv° dp/dx. 

En évaluant les termes sous le radical dans l'égalité (XI.86), 
nous trouvons qu'au voisinage du point de décollement le profil 
de la vitesse dans la couche limite turbulente s'exprime par la 
formule 


| VITE 
x ‘ n— 
Æ—1-p | IT TL an, (X[.88) 


L Ô 


U po dr 

D'où il résulte qu'au voisinage du point de décollement, où 
To —>0 et À —+o, Le profil de la vitesse est déterminé par un seul 
0 dp 
pu? dx 

Au voisinage immédiat de la paroi solide, les pulsations turbu- 
lentes s’amortissent et il se forme une sous-couche visqueuse. Trou- 
vons la distribution de la vitesse suivant son épaisseur. A une faible 
distance de la paroi, la contrainte de frottement peut être représentée 
sous la forme d’une série 


r=7+ -( ÔT ) , f 927 y? , 
A 7 (rh + a 


Comme il a été noté, avec n = 0, c’est-à-dire y = 0, 


OT dp OT 
———— ; = 0. 
0y dx oy? 


paramètre p*° — 


De ce fait, en se limitant à trois membres de la série, nous trou 
vons 


d 
T=%+ . 


23e 
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Dans la sous-couche visqueuse la contrainte de frottement est 
liée au gradient transversal de la vitesse par la formule de Newton 


En la substituant dans l'expression de T, après intégration et 
transformations simples, il vient 


ou sous la forme sans dimensions 
hd | 0] > 
—. = Rin + ARinÿ, (XI.89) 


où À; = v*6/v. 

Le profil de la vitesse dans la sous-couche visqueuse (XI.89) 
doit se transformer en profil turbulent de la vitesse (XI.87) quand le 
nombre de Reynolds, calculé d’après la vitesse locale v., et la distan- 
ce à partir de la paroi Ô,, atteint une certaine valeur critique a; 


15 A ° 
te Rifni +Snt)=ci, (XI.90) 


où n1 — Ô]/Ô, &)1 est une constante dont la valeur, trouvée par la 
comparaison des profils théoriques et expérimentaux de la vitesse 
dans la partie voisine du noyau turbulent, s’est révélée égale à 10. 
Si l’on se limite aux termes de l’ordre n°, alors de l’égalité (XI.90) 
on peut obtenir la relation pour la détermination de l'épaisseur de 
la sous-couche visqueuse, analogue à (X.39), 


_ a 0] LAS 


De l'égalité (XI.90) il résulte qu'au point de décollement, où 
R; —0, l'épaisseur sans dimensions de la sous-couche visqueuse 
est égale à la grandeur finie 


où Res — LvO/v. 

Sur la frontière de la sous-couche visqueuse le profil de la vitesse 
doit être continu, c'est-à-dire la grandeur de la vitesse, trouvée 
d'après les formules (XI.87) et (XI.89), doit être identique. Cette 
condition permettra de déterminer la liaison entre la contrainte 
tangentielle sur la paroi ct l'épaisseur de la couche limite, c'est-à-dire 
la loi de la résistance 


U 


se = im (1 +4 m} + Ÿ°. 
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En substituant dans cette égalité à Rin\ la grandeur tirée de la 
relation (XI.90), représentons la loi de la résistance sous la forme 


L | 


= ————— (X1.91) 


JA 
al 1+-=m+%"* 


La plus grande difficulté dans le calcul des caractéristiques de 
l'écoulement dans la couche limite consiste à déterminer l'intégrale 
qui figure au deuxième membre de l'égalité (XI.86). Pour chaque 
valeur de la limite inférieure variable de n le calcul de cette intégrale 
s’effectuait sur un ordinateur. Les grandeurs trouvées de #* ont 
été ensuite utilisées pour le calcul des caractéristiques intégrales 
de la couche limite suivant les relations 


Lu | (1—"2 en" 1; (XL.92) 


fe (-s)nesn (5e ous 
0 


| Î 
où [1 — | dan; L2= | y''an. 
0 0 


Dans ces formules, pour l'intégration sur le tronçon 0 € n < 1: 
il est indispensable d'utiliser les profils de la vitesse de la sous- 
couche visqueuse, et sur le tronçon 11 << n < 1, les profils turbu- 
lents de la vitesse. Finalement, les intégrales 7, et Z: prennent la 
forme 
1 


1 
= (van+@(4, m); = | pan+@(4. m), 


"] "1 
où 
Dim | + * (4, mm) --œ V/1+ 4m + | —7— (1+$m); 
se ni 
D=m| (++) TN (b+uy/1+4m) x 
1- mu | a? A2 


1+— M 


1 A 1 e | 
= (5 mi )]. 
2/14 4m 
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En vertu des formules (XI.92) et (XI.93), on peut exprimer le 
paramètre H — 6*/6** par v*/v et les intégrales 7, et ]; 


1 
ANT 
En tenant compte de ce que le nombre Re** peut être représenté 
ee O0 OF bct v …. 
sous la forme Re** — rs x et en utilisant les for- 
LE ‘Ÿ 
mules obtenues ci-dessus pour Ds et À; = 2 , nous trouvons la 


liaison entre Re** et l'épaisseur sans dimensions de la sous-couche 
visqueuse 1: 


Cr | (XI.95) 


1/41: 4. 
nl 1 + Mi 


L'examen des formules de calcul établies ci-dessus permet d’avoir 
une idée nette de l’ordre de calcul de toutes les caractéristiques 
intégrales. 

En se donnant une série de valeurs relatives à l'épaisseur de la 
sous-couche visqueuse, on peut calculer d’après les formules (XI1.91)- 
(XI.94) pour chaque valeur fixée du paramètre les caractéristiques 
—)E: H: pr =Ù. pes — S 

L ? Ô 9 à L 
et par la formule (XI1.95), trouver les nombres de Reynolds Re** 
correspondant à ces résultats. 

De plus, on a calculé la grandeur nécessaire à la résolution de 
l'équation intégrale 

% \3 * | 
je=—24(=) (1-1), (XI.96) 


V 


de la couche limite c; = 2 (= 


—— — , Cf, St le coefficient de frottement local de la plaque 
0 
plane, correspondant aux mêmes valeurs de ô** et de v que c.. 
Elucidons la mesure dans laquelle les profils de la vitesse et la 
loi de la résistance concordent avec les données des expériences. 
La fig. X1.19 donne la comparaison des profils du défaut de vites- 
se pour la couche limite sur des plaques lisse et rugueuse (a) et pour 
les couches limites dites équilibrées (b). Dans les deux cas les résul- 
tats du calcul concordent parfaitement avec les données expérimen- 
tales. 


Comme il ressort de la fig. XI.20,a, les profils théoriques de la 


où f — 


vitesse = —= _ (x ss) se confondent pratiquement avec la famil- 
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le de profils généralisée empirique. Même dans la section de la couche 


limite qui précède immédiatement le point de décollement où 


Calcut 

Frieman 

Kebanov et Dill 

Schultz -Grunow 

Hama 

Univers.f HOpDk. (pour une 

paroi rugueuse) . 

Hama {pour une paroi 

r'uçueuse) 
Moore {pour une paroi 
très rugueuse) 


it 2 TT 1 4=0 
UOL/T TL JS (l/1)=107 4<8 
Eu 


3. (l2/11)=193; 4 =42 


Fig. XI.19 


À = 4000 (fig. XI.20,b), le calcul montre de façon suffisamment 
claire la distribution réelle de la vitesse v,/v = f (1). 
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a) 


r = 
à _KS 


Schubauer et Niébanov (Re=277- 9) 
> Doenhoff, Tétervine(Re -(Q9+4 1810) 


Fig. X1.20 


Une comparaison analogue pour la loi de la résistance est donnée 
sur la fig. XI.21. On voit d’après cette figure qu’en écoulement sans 
gradient la meilleure concordance entre les relations calculée et 
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expérimentale de ct de Re** s'obtient pour la même valeur de la 
constante empirique &, Æ 10 qui a été trouvée d’après la comparai- 
son des profils de la vitesse. Avec des gradients de pression positifs, 
les coefficients de frottement calculés c, sont également assez proches 
de ceux expérimentaux. 

De cette façon, les résultats du calcul reflètent suffisamment bien 
les relations qui existent entre les caractéristiques locales de la 


7 EURE RERENRRRRRRE 
ENRERSRSSRRRERRRRERRERRE 
RE + 


+ 

e Smnithet Walker 
s lLudwieg et Tillman 
o Putton 

— — fqulkner 
——— Schultz-Gruno 
—-— Pranditi 


Fig.X 1.21 


couche limite turbulente. Par suite, il est avantageux d'utiliser les 
données obtenues pour la détermination du paramètre H = 6*/5** 
et du coefficient de frottement local c; dans l'équation intégrale 
des impulsions (XI.36) 

dô** v” 

+ 6% (2+H)=<+-. 

Les graphiques des grandeurs cs/cr, et H = 6*/6** sont montrés 

sur la fig. XI.22. Ici cs est le coefficient de frottement local d'une 
plaque plane correspondant aux mêmes valeurs de l'épaisseur de la 


9 
perte d'impulsions ô** et de la vitesse v que cr, f = 2 E D est le 
0 


facteur de forme. 

En calculant sur l'ordinateur des caractéristiques de la couche 
limite turbulente, il est avantageux de présenter les relations mon- 
trées sur la fig. XI.22 sous la forme analytique. Compte tenu de ce 
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fait, on a choisi les formules d'interpolation décrivant ces graphiques 
dans la gamme des nombres E — 1g Re** de 2,2 jusqu'à 6,5 


LA + af +a(ess —1), 


“fo (XI.97) 
H—Ho(1— af) —0,019fe'E, 


Cr, —= 2c Re**-0,17 
c— 0.001 [6,55 — 0.0685 (E — 4,4) + 0,2506 (E — 4,4)°], 
a —=0.2814 — 0,036€ + 36E 7", 
a —0,1185E — 0,262, 
a3—= 0,585 — 0,125E + 20,487 175, 
a; —0,28 — 0,034E + (0,1E)”, 
Ho—=1,251 —0,0131E + 5,35€", 


ô*ev 2Re** 14 cv’ 
L 1 ve ——— me 
lg Re", Re =, fe 


— U 7? du — T 
QV=— UV —=—, TI — . 


v Voo dx L 


Comme la vitesse du fluide libre v est une fonction donnée de la 
coordonnée longitudinale, les formules (X[.97) permettent d’expri- 
mer le paramètre } et le coefficient de frottement local c; en fonction 
de l’épaisseur de la perte d’impulsion ô** ou du nombre de Reynolds 
Re** correspondant. En substituant, au lieu de Æet de cy, dans 
l'équation intégrale des impulsions leur expression en fonction de 
ô** d’après les formules (X1.97), nous obtiendrons une équation 
différentielle ordinaire pour la détermination de l'épaisseur de la 
perte d’impulsion. Si l’épaisseur de la perte d'impulsion est définie 
dans la section initiale ô** — Ô5 (x0) on peut alors intégrer cette 
expression par une des méthodes numériques, déterminer la distri- 
bution de l'épaisseur de la perte d’impulsion le long du corps 
ô** — Ô** (x) et ensuite calculer les autres caractéristiques de la 
couche limite : les valeurs du paramètre À}, les coefficients de frotte- 
ment local c;, la coordonnée du décollement de l'écoulement de la 
surface du corps lors des chutes de pression positives, correspondant 
à une valeur cr — 0, etc. Il est commode d'effectuer de tels calculs 
sur des ordinateurs en utilisant les programmes standard d'’intégra- 
tion des équations différentielles ordinaires. 

Pour exécuter les calculs préalables de la couche limite turbu- 
lente, il est désirable d’avoir une solution approchée de l’équation 
intégrale sous la forme d’une quadrature. Compte tenu de ce fait, 
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transformons l'équation (XI.36) en exprimant l'épaisseur de la 
perte d’impulsion ô** en fonction du facteur de forme /. 

En se servant de la formule du facteur de forme f, transformons 
l'expression de la dérivée en fonction de l'épaisseur de la perte 
d’impulsion 


ele) re )t/o (ss). 8) 


Comme le coefficient de frottement local c; en cas d'écoulement 


sans gradient n'est fonction que de Re**, le dernier terme au 
deuxième membre de cette égalité peut être écrit d’une autre façon 


f= d (+ —} L d (—) d'Re** 
vw dr \ 2 )= v’ dRef* \ 2 dr — 


v d Cto v dô** uU 
fr Re (=) (TZ +5 =). 


En substituant ce résultat dans (XI.98), nous obtenons après 
des transformations simples 


ZU+ m) Ÿ do (12) — fm, (XI.99) 
où 
din ( 
m—= en 


D'autre part, de l'équation intégrale il suit que 


de es +) 


En multipliant les premier et deuxième membres de cette der- 
nière égalité par (1 + m) et en retranchant membre à membre le 
résultat obtenu de la relation (XI.99), nous trouvons 

d 


_ (5)= 4m) + (+) (1+- 1/7) f 
ou 


v” ” 
= F+<f, (XL100) 


F(f. Re**)= (14m) 124 (14m) (AH HI. 


Ainsi, l'équation du facteur de forme f s’est réduite à une forme 
rappelant l'équation correspondante pour la couche limite lami- 
naire (XI.48). Pourtant la fonction PF, figurant au deuxième membre 


364 


THÉORIE DE LA COUCHE LIMITE 


LIN “À 


Pi 
H IA 


SÈ 
X S à = ne 


| 
ne/2 EN | 


[CH. XI 


Fig. X 1.22 
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de l'équation (XI1.100), dépend non seulement du facteur de forme 
mais aussi du nombre Re**. 

Etudions les possibilités de la linéarisation de cette fonction. 

Les graphiques des grandeurs Ctler, et H figurant au deuxième 
membre de l'équation (XI.100) sont représentés sur la fig. X1.22. 

La loi de la résistance pour la couche limite turbulente sur une 
plaque ne se réduit pas, strictement parlant, à une fonction puis- 
sance cr, de Re**. Cependant, sur certains intervalles de variation 
de Re** on peut approximer la courbe (XI.21) par des lignes droites 
et obtenir des formules puissances approchées liant c, et Re**. 


Ainsi, en admettant une erreur ne dépassant pas 2 %, on peut con- 
sidérer que 


avec 

lg Re**—2,2—4,0 “2—0.01083Re**-0.222;  (XI.101) 
avec 

lg Re**—30—5,5 —2—0,0073 Re**-0159;  (XI.102) 
a vec 


Ig Re**=—4,0—6,5 —2—0,00521 Re**-0.148,  (XI.108) 

On doit noter que l’approximation obtenue pour 1g Re** — 3,0 
à 95,9 est proche de la formule de Faulkner (XI.77). 

Suivant les résultats, représentés sur la fig. XI.22, on a cons- 
truit la dépendance (fig. XI.23) du rapport F/Fo (Fo = 1  m — 
= F;-o) du facteur de forme f. 

Avant tout, il faut faire attention à ce que les courbes qui cor- 
respondent aux diverses valeurs de Re** diffèrent très peu entre 
elles. Seulement dans la zone qui précède le point de décollement on 
observe une certaine différence entre les valeurs de F/F, pour diffé- 
rents nombres Re**, atteignant 3 à 4 %. Avec une précision suffi- 
sante dans la pratique, on peut considérer que le rapport F/Fo 
ne dépend pas de Re** et n'est fonction que du facteur de forme f. 

Ensuite, sur la fig. XI.23 on voit que la fonction F/F, est repré- 
sentée par une Courbe coulante qui pour des valeurs pas trop éle- 
vées du facteur de forme |f|[< 2 dévie peu de la ligne droite. 
Seulement pour de grands, en valeurs absolues, facteurs de forme f, 
son inclinaison augmente quelque peu. Avec une précision admis- 
sible, la courbe F/F, peut être approximée par deux segments de 
ligne droite, montrés sur la fig. XI.23 


F=Fo(a—<+bf), (XI.104) 
où a—1; b—4avec|f|<2; a = 0; b — 4,57 avec|f]> 1,5. 
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La dépendance de la fonction F, de I1g Re** est montrée sur la 
fig. XI.23. [1 résulte de cette dépendance qu'avec la variation de 
Re** de plus de mille fois F, ne change que d’environ 10 %. Pour 
cette raison, dans les calculs pratiques le paramètre F, peut être 
admis constant, dépendant de la valeur initiale du nombre Re**. 


Fig. XI1.23 


En substituant l’approximation linéaire (X[.104) dans l'équation 
(XI.100), nous obtenons 


= 7e [C+aFo À vbre-t (x) de | (X1.105) 


Si la couche limite turbulente commence à partir du bord avant 
du profil, alors la constante arbitraire C — 0 et la solution, après 
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passage aux variables sans dimensions, prend la forme 


aFov' 


= | vére-1 (2) 47. (XL.106) 


0 

ti ZT 7 dv . NET 
; —; 0 =—; v% est la vitesse à l'infini. 

L'oo L dr 


Le point critique est un point singulier de l'équation. La valeur 
du facteur de forme en ce point peut être trouvée, comme d'habitude, 
d’après la condition du caractère fini de la dérivée d/f/dx 


1 (0)=7=0,25. 


Si le calcul de la couche limite turbulente commence à partir 
du point de transition d’abscisse z. en lequel les valeurs de la vites- 
se 1, de sa dérivée vw et du facteur de forme f: sont connues, la 
relation (XI.105) pourra être transformée sous la forme suivante 


| ore-1(r)ax |. (XI.107) 


Xt 


L' Ee 
TL) = = 
fo= | 


Si dans cette formule on remplace le facteur de forme f par son 
expression (XI1.97) et on substitue au coefficient de frottement c; 
ses relations trouvées (X1.101)-(X1.103), on peut obtenir la formule 
pour le calcul du nombre de Reynolds Re**. Ainsi, pour une gamme 


de variation 1g Re** — 2,2 à 4,0, en adoptant F, — 1,222, on trouve 
avec [f| << 2 


Rev | vè"#° Ref??? 0, 01263 Re [3 De%9 (x) dx 1 (XI.108) 
L** . 
xt 
avec |f1>1.5 
12.95 
Re**—(=) Ret*, (XI.109) 
[3 


où v. et Re,** sont les valeurs de la vitesse et du nombre de Reynolds 
au point du profil à partir duquel commence le calcul suivant la 
formule (XI.109). 

On commence le calcul d’après la première formule (X1.108). 
Suivant les nombres Re** on détermine les valeurs du facteur de 
forme f. Dans ce cas l'expression (XI.97) du facteur de forme peut 
être écrite sous la forme 


f—= — 96,7 Re**1.2220, (XI.110) 
où Q = — 
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Dans la seconde gamme Ig Re** — 3 à 5,5, en posant Fo — 1,179, 
nous aurons 


avec |f| <2 


Re** — ns Cie 0 00861 Re [3 3.72 (7) dx z|" , (XI111) 
Xt 
avec |f1>1.5 
— _s 2,875 
Re**=(") Re** (XI.112) 
U 
et 


f— —137 Re**1:1790. (X1.113) 


Pour la troisième gamme Î1g Re** — 4 à 6,5, les formules analo- 
gues auront la forme: 


avec |f[<2 


Re** == [ré ,59 Re**!: 810, 00598 Re E 3,59 @ar |". 
xt 
(XI.114) 
avec |fl>1.5 Le 
Re**—(Æ)  Ret* (XL.115) 
U 


et 
f—= —192 Re**1.1480. (XI.116) 


Si l'on doit trouver les coefficients de frottement c; ou le para- 
mètre }, il faut déterminer la variation de f d'après x et relever 
ensuite les valeurs requises sur les graphiques correspondants de la 
fig. XI.22. 

Outre la méthode énoncée, il existe d’autres méthodes de calcul 
de la couche limite turbulente. Les méthodes basées sur l'utilisa- 
tion des équations empiriques du coefficient de frottement local 
et du rapport de l'épaisseur de refoulement ô* à l'épaisseur de la 
perte d’impulsion ô6** ont trouvé une grande extension. Il existe 
également des méthodes basées sur l'hypothèse de l'existence d’une 
certaine analogie entre les couches laminaire et turbulente [15]. 
Toutefois, les méthodes basées sur les théories semi-empiriques de la 
turbulence se généralisent facilement, par exemple pour le cas d’un 
mouvement de translation varié, d'un écoulement autour des corps 
de révolution, etc. 
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En particulier, en explorant la couche limite non stationnaire 
d'une plaque en mouvement uniformément accéléré, A. Guinevski 
et C. Fédiaevski ont mis en évidence un paramètre combiné 


pré 
dt 
dt 


? 


où & est la vitesse de déplacement de la plaque. 

Ce paramètre caractérise le rapport des forces de frottement sup- 
plémentaires, dues à la non-stationnarité de l'écoulement, aux 
forces d'inertie. Les points expérimentaux correspondant aux 
coefficients de la force de frottement supplémentaire AC? et cons- 
truits suivant ce paramètre se situent bien sur une courbe unique. 
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La rugosité de la surface contournée par un courant de fluide 
visqueux peut exercer une influence notable sur les caractéristiques 
de la couche limite et, en particulier, sur la résistance. 

En tenant compte de la diversité des formes de rugosité, il est 
indispensable d'effectuer leur classification. 

On peut classer toutes les rugosités en unitaires et régulières. 
Parmi les premières on distingue celles qui apparaissent à la suite 
de la formation sur la surface d’une cavité ou d’une aspérité. Aux 
rugosités régulières se rapportent avant tout celles dans les dimen- 
sions desquelles (hauteur des aspérités, leur écart) il existe un cer- 
tain système, par exemple la rugosité due aux rivets disposés dans 
un certain ordre. Aux rugosités régulières on peut rapporter égale- 
ment celles dues à la peinture irrégulière de la surface, car la hauteur 
des aspérités et leur écart peuvent être considérés en moyenne comme 
égaux sur toute la surface. Les rugosités de ce type sont dites sta- 
tistiquement régulières. Pour les calculs, on peut les considérer 
comme des rugosités régulières aux dimensions égales aux dimen- 
sions correspondantes moyennes. 

De plus, les rugosités régulières doivent être subdivisées en loca- 
les et générales. 

Par les rugosités locales on entend des aspérités séparées telles 
qui, tout en augmentant la résistance de la surface au prix de leur 
propre résistance, influent relativement peu sur le frottement du 
fluide contre la partie lisse de la surface et sur la résistance des 
autres aspérités. Ainsi, la résistance de la surface d’un tel type de la 
rugosité peut être déterminée comme la somme de la résistance de la 
partie lisse de la surface et de la résistance des aspérités. La résistance 
de la partie lisse peut être calculée en tenant compte du changement 


24—064 


370 THÉORIE DE LA COUCHE LIMITE [CH. 1X 


intervenu dans la structure de la couche limite dû à l'influence des 
aspérités. 

Par la rugosité générale nous entendrons une telle rugosité dans 
laquelle la résistance des aspérités dépasse tellement la résistance 
de la partie lisse que l’on puisse négliger cette dernière, en consi- 
dérant toute la résistance due à la résistance des aspérités. 

Pour simplifier, nous nous bornerons à l'examen de l'influence 
de la rugosité sur la résistance des plaques. 

La hauteur des aspérités de la rugosité générale, leur forme et leur 
écart dépendent notablement du caractère de traitement mécanique 


a Bordé d'un 
Plaque lisse & navire 


70 &0 20 780 
Ighe 


Fig. X 1.24 


de la surface et surtout de la nature et du mode de la peinture. Le 
traitement des profilogrammes relevés sur des surfaces peintes, 
y compris les tôles des coques des navires, montre que par son carac- 
tère la rugosité technique ordinaire se rapproche des micro-ondula- 
tions. La majorité des études théoriques et expérimentales sur l’écou- 
lement autour des surfaces rugueuses ont été effectuées conformé- 
ment à ce que l’on appelle rugosité granuleuse régulière, créée par 
une distribution régulière des grains de sable homogènes sur une 
surface. Les expériences montrent que le caractère de l’influence sur 
les résistances de la rugosité granuleuse et de la rugosité technique 
est différent. Cela est confirmé par la fig. X1.24 où sont comparées 
les données des expériences relatives à l'influence de différentes 
peintures sur la résistance des tôles de la coque d'un navire avec 
les courbes de la résistance des plaques, construites dans l'hypothèse 
de la rugosité granuleuse. 

Pour calculer l'influence de la rugosité générale sur la résistance 
des plaques, on peut faire appel, comme dans le cas de l'écoulement 
autour d’une plaque lisse, aux résultats de l’étude des écoulements 
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dans des tubes rugueux, c'est-à-dire à l’analogie entre les problèmes 
intérieur et extérieur. Cependant, notons que cette analogie n'est 
valable que pour une section donnée, c'est-à-dire c'est comme si 
aux sections différentes sur la longueur de la couche limite corres- 
pondaient des tubes de différents diamètres à rugosité relative dif- 
férente. Par conséquent, le long de la couche limite divers régimes 
d'écoulement autour des aspérités peuvent avoir lieu, et ceci suivant 
le rapport entre l'épaisseur de la sous-couche visqueuse et la hauteur 
moyenne des aspérités k,, ce qui complique beaucoup le calcul. 

Etant donné qu’au voisinage du bord avant de la plaque la couche 
limite est relativement mince et, par conséquent, la sous-couche 
visqueuse aussi, les aspérités disposées dans la partie avant influent 
plus sur la résistance que celles disposées dans la partie arricre. 
La hauteur admissible , .4 des aspérités de la rugosité granuleuse 
générale pour laquelle elles sont contournées suivant le premier 
régime et n'augmentent pas la résistance de la surface rugueuse par 
rapport à celle lisse se détermine, par analogie aux tubes, approxi- 


. . ve ct k 
mativement d'après la condition M < 5, la grandeur k, 4 


augmentant au fur et à mesure de l'éloignement de l'extrémité avant 
de la plaque. 

Pour le calcul de la couche limite le long d’une plaque à rugosité 
générale, on peut utiliser l’équation intégrale (XI.36), où par to on 
entend la résistance totale du tronçon de la surface rugueuse rap- 
portée à l’unité de surface, qui en cas d’un petit écart entre Îles 
aspérités peut être calculée par la formule 


To—=nNhÀR;à, 


où 7x est le nombre d’aspérités par unité de surface de la plaque, 
R; la résistance des aspérités isolées compte tenu de leur influence 
réciproque. 

Le plus simple est le cas où l’on peut compter que sur toute l'éten- 
due de la plaque les aspérités sont contournées par le fluide avec 
décollement et leur propre coefficient de résistance ne dépend pas du 
nombre Re, comme cela a été observé en troisième régime d'écoule- 
ment autour d'elles dans les tubes. Pour le cas en question V. Droblen- 
kov a proposé une relation puissance simple pour 7T,. c'est-à-dire 
la loi de la résistance de la surface rugueuse 


to 0,031 ( — ) pue. 


En partant de cette relation et de l'équation (XI.38), nous trou- 
vons que le long de la plaque plane 


1,7 


5°*—0,008r (=) 
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et en vertu de la formule (XI.40) 


Ci=0,0162( 2) 7, 


T (XI.117) 
a 
où ZL est la longueur de la plaque. 

En utilisant les matériaux des essais de Nikuradse sur les tubes 
à surface rugueuse et en tenant compte de l’analogie entre les problè- 
mes intérieur et extérieur, Prandtl et Schlichting ont effectué les 
calculs des coefficients de résistance de frottement des plaques planes 
rugueuses, dont certains résultats sous la forme de courbes en poin- 
tillés sont montrés sur la fig. XI.24. A chaque courbe correspond une 


valeur constante de la rugosité relative — Comme il résulte de la 


a 
figure, chaque plaque peut être considérée comme hydrodynami- 
quement lisse jusqu'aux certaines valeurs du nombre Re, suivant la 
rugosité relative. 

Sur les secteurs où la couche limite est laminaire, la rugosité 
générale n'influe ni sur la résistance de frottement, ni sur les caracté- 
ristiques de la couche limite. Les valeurs du coefficient de résistance 
sur les tronçons horizontaux des courbes en pointillé de la fig. XI.24 
correspondent bien aux données obtenues d’après la formule (XI.117). 
Pour évaluer l'influence exercée sur la résistance d’une rugosité 
technique, ayant la forme de micro-ondulations, les résultats obtenus 
au cours des essais sur les plaques à rugosité granuleuse ne sont pas 
appliquables. On ne peut les utiliser que partiellement en régimes 
d'écoulement tels où le coefficient de résistance ne dépend plus des 
nombres Re. A cet effet on peut se servir d’une rugosité équivalente, 
en entendant par cette dernière une certaine hauteur relative des 
aspérités de la rugosité granuleuse qui assure la même valeur de la 
résistance que la rugosité technique donnée. 

Jusqu'à présent il n'existe pas de théories suffisamment générales 
qui auraient permis d'évaluer l'influence de la rugosité sur la résis- 
tance. Une des tentatives d'évaluation de ce type a été faite par 
Yoshida et Sasayama qui partent de l'hypothèse que la présence de 
la rugosité générale influe sur la grandeur ! figurant dans la for- 
mule (XI.83) des contraintes turbulentes. Cette hypothèse signifie 
que la rugosité influe sur les processus de mélange turbulent au 
voisinage de la paroi en faisant varier le champ des vitesses. 

V. Mikhaïlov [4] a élaboré une méthode semi-empirique de calcul 
de la résistance des microrugosités dues à la peinture de la surface 
de la coque des navires. Les courbes du coefficient C, en fonction 
de 1g Re, obtenues par lui, sont par leur caractère plus proches des 
courbes pour les tôles peintes et le bordé d'un navire (fig. XI.24) 
que des courbes de Prandtl-Schlichting. 

La rugosité locale est ordinairement caractérisée par le fait que 
ses aspérités dépassent sensiblement l'épaisseur de la sous-couche 
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visqueuse et leur nombre général est beaucoup inférieur au nombre 
d’aspérités de la rugosité générale. La résistance supplémentaire de la 
surface due à la rugosité locale peut être divisée en deux types: 
1) la résistance propre AR des aspérités de la rugosité locale ; 2) la 
partie de la résistance de frottement de la surface provoquée par 
l'influence de la rugosité locale sur les caractéristiques de la couche 
limite. 

Le premier type de résistance supplémentaire peut être calculé 
comme la somme des résistances des aspérités isolées de la rugosité 
locale | 

m 
AR;= D Rai. 
1 

Pour la détermination de la valeur À, on peut utiliser l'hypothèse 
de C. Fédiaevski sur l’écoulement plan autour des aspérités isolées. 
Suivant cette hypothèse, la résistance de l’aspérité peut être calculée 
comme la limite de la somme des résistances de ses sections horizon- 
tales, c’est-à-dire 


où C. (y) est le coefficient de résistance de la section horizontale 
élémentaire de l’aspérité ; b (y) la loi de la variation de la largeur de 
l’aspérité suivant la hauteur. 

La grandeur C, dépendant de la forme du profil de l'aspérité 
dans le plan et de l'influence réciproque des aspérités peut étre 
déterminée d’après les essais de l'étude de l'écoulement autour 
d'une combinaison d'aspérités. 

La valeur de v., en première approximation peut être calculée, par 
exemple, au moyen de la loi de la puissance ou logarithmique de la 
distribution des vitesses dans la couche limite des plaques. 

Pour calculer une partie de la résistance de frottement de la sur- 
face des plaques due à la variation des caractéristiques de la couche 
limite, nous tenons compte de ce que l'influence de la rugosité 
locale dans un écoulement plan est équivalente à un accroissement 
local supplémentaire de l'épaisseur de la perte d’impulsion déter- 
minée par la formule 


AG°*— Ra 


pu? 

Par suite de l'augmentation de ô**, les contraintes tangentielles 

de frottement dans la région située à l'arrière de la rugosité locale 

seront inférieures que dans le cas d’une plaque lisse ; leur grandeur 

peut être calculée par la formule ordinaire (XI.77) en y remplaçant 
ô** derrière la rugosité locale par la grandeur ô** + AG**. 
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L'étude approfondie de l'écoulement autour des aspérités de la 
rugosité locale a montré la justesse des conclusions théoriques énon- 
cées et a permis de déterminer les valeurs des cocfficients C+ pour 
différents types d'’aspérités [4]. 

On doit noter que les cavités locales de petites dimensions créent 
également des pertes de charge singulières et dans ce sens elles sont 
analogues à de petites aspérités; on peut trouver leurs coefficients 
de résistance en utilisant la théorie des filets plans turbu- 
lents. 

À un type spécial de rugosité se rapporte l’ondulation de la sur- 
face provoquée. par exemple, par la soudure des tôles du bordé des 
navires, influant également sur les caractéristiques hydromécaniques 
de la surface. Si l’ondulation est en pente douce et par sa configura- 
tion se rapproche des sinusoïdes, le contournement par les vagues 
s'effectue sans décollement ; si les hauteurs des vagues sont relati- 
vement grandes et à leur sommet il y a un bord aigu, des décolle- 
ments locaux de la couche limite sont possibles en cas d’écoule- 
ment des vagues séparées. La redistribution de la pression amène 
l'apparition de la résistance supplémentaire de la surface ondulée. 
De plus, l’ondulation peut provoquer un décollement prématuré 
de la couche limite près du profil ou d'un autre corps contourné 
par le fluide. 
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En mouvement d'un corps dans un fluide visqueux, immergé 
profondément sous la surface libre, la force de résistance totale se 
compose de la projection sur la direction du mouvement de la résul- 
tante des contraintes tangentielles (résistance de frottement et pro- 
jection de la résultante des pressions) de la résistance de forme ; 
leur somme constitue la résistance visqueuse du corps. 

Les particularités de changement de la résistance visqueuse des 
corps avec l'augmentation de leur vitesse de déplacement dépendent 
en grande partie des phénomènes ayant lieu dans la couche limite. 
La connaissance de ces phénomènes permet d'expliquer et dans un 
certain nombre de cas de prévoir les particularités de la variation 
de la résistance. 

Du point de vue des particularités de la variation des coefficients 
de la résistance C, en fonction du nombre Re et, par conséquent, des 
particularités de l’écoulement, tous les corps se divisent convention- 
nellement en corps profilés et corps non profilés. Cependant il faut 
noter qu'une telle division ne caractérise pas la qualité absolue du 
corps. Ainsi. un disque plan mince placé en travers de l'écoulement 
représente l'exemple d’un corps non profilé et ce même disque placé 
le long de l'écoulement est l'exemple d'un corps profilé. Ceci témoi- 
gne de ce que la résistance visqueuse du corps, pour une vitesse donnée 
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constante de son mouvement, dépend de façon considérable de 
l'orientation du corps par rapport à la vitesse à l'infini. 

Pour les corps profilés, il est caractéristique que la part de la 
résistance de forme dans la valeur totale de leur résistance est rela- 
tivement faible. Ceci permet de conclure que l'influence de la couche 
limite sur le fluide libre potentiel pour les corps profilés est petite 
et la structure du fluide libre potentiel dans le cas donné diffère 
très peu de celle qui existe en 
cas de l'écoulement autour d'un 
corps d’un fluide parfait, lorsque 
suivant le paradoxe d’Euler- 
d'Alembert la résistance de forme 
est nulle. 

Les résultats des mesures du 
champ de la vitesse à l’intérieur 
de la couche limite des corps allon- 
gés montrent que l'écoulement 
autour de ces corps s'effectue sans Fig. XT.25 
interruption sur toute l'étendue 
de leur surface. Il est vrai que parfois au voisinage du bord arrière 
de tels corps on observe un décollement rampant qui consiste en ce 
que la couche limite n'est pas écartée de la surface du corps par 
l'écoulement inverse et ne déforme pas sensiblement l'image de son 
contournement. 

L'existence de la résistance de forme pour cette catégorie de corps 
a pour origine l'influence de la couche limite sur le champ des vites- 
ses et des pressions du fluide libre potentiel. Cette influence se 
manifeste par ce que la couche limite fait dévier les lignes de courant 
par rapport à leur direction dans un fluide non visqueux, de la 
valeur de l'épaisseur de refoulement ô*. La déviation des lignes de 
courant dans la direction transversale est cinématiquement équiva- 
lente à l'apparition dans l'écoulement de vitesses transversales 
supplémentaires, dont la valeur augmente au fur et à mesure qu'on 
se rapproche du bord arrière du corps. Finalement, les pressions dans 
la région de la frontière extérieure de la couche limite de la partie 
arrière du corps. suivant l'équation de Bernoulli, ne peuvent attecin- 
dre la valeur correspondante à la pression en mouvement du corps 
dans un fluide non visqueux. Ceci résulte de la figure XI.25, où 
sont comparés les résultats des mesures de la pression le long du 
profil, calculés suivant la théorie des écoulements potentiels. Dans 
la partie arrière du corps, on observe une baisse de pression qui per- 
turbe l'équilibre des composantes horizontales des forces de pression 
ayant lieu dans un fluide non visqueux et amène à l'apparition de la 
résistance de forme. 

Le schéma énoncé permet de supposer qu'en régime permanent 
d'écoulement à l’intérieur de la couche limite la diminution de la 
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valeur ô* avec la croissance de la vitesse, liée à la diminution de 
l’épaisseur de la couche limite, doit entraîner une diminution progres- 
sive du coefficient de résistance de forme des corps profilés avec 
l'augmentation de Re; cette propriété est corroborée par les données 
des expériences. En même temps, on peut supposer que la résistance 
de forme des corps profilés dépend du régime de l'écoulement à l'in- 
térieur de la couche limite, car la valeur du rapport 8*/6 des couches 
limites laminaire et turbulente est différente et, par conséquent, la 
perturbation de l'écoulement extérieur est différente aussi, ce qui 
est également corroboré par les expériences. 
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Fig. X1.26 


La dépendance de la résistance de forme des corps profilés de la 
structure de la couche limite et la faible valeur absolue de leur 
résistance de forme déterminent la dépendance des particularités 
de la variation de la résistance visqueuse de ces corps des particula- 
rités de la variation de la résistance de frottement. La fig. XI.26 
montre la courbe de la variation du coefficient de résistance d'un 
corps allongé ; sur la même figure sont tracées les courbes des coeffi- 
cients de résistance de frottement de l'écoulement laminaire (7) 
et turbulent (77) autour des plaques planes lisses. Cette figure témoi- 
gne de la correspondance des particularités de la variation de la 
résistance de frottement et de la résistance visqueuse au passage 
de l'écoulement laminaire à l'écoulement turbulent à l’intérieur 
de la couche limite. Une régularité analogue est observée également 
en écoulement autour des corps allongés, sur lesquels par suite de la 
croissance de la couche limite, provoquée par la rugosité de la résis- 
tance de forme, la résistance visqueuse également est plus grande 
que dans les corps lisses. 

Les corps non profilés ont une particularité telle que l’écoulement 
d'un fluide autour d'eux s'accompagne d’un décollement de la couche 
limite, et cela de façon que derrière le point de décollement la couche 
limite est détachée de la surface en créant ainsi une zone de décolle- 
ment dans laquelle se forment de grands tourbillons marginaux 
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composant une allée tourbillonnaire en cas de corps cylindriques 
et des boucles tourbillonnaires compliquées derrière les corps solides. 
Les corps non profilés peuvent être classés en corps à point de decol- 
lement fixe et à point de décollement mobile. Le point fixe de décol- 
lement de la couche limite sont les arêtes aiguës et les angles, la 
position du point de décollement ne dépendant pas de la vitesse 
d'écoulement du corps; parmi ces corps on peut noter par exemple 
des plaques planes normales à la vitesse v.. Pour les corps à point 
de décollement mobile, la position de ce point dépend du régime 
d'écoulement du fluide dans la couche limite. Le point de décolle- 
ment se trouve dans la région de la chute de pression positive, dans la 
couche limite laminaire, par rapport à la couche turbulente, il est 
disposé plus près du minimum de l’épure de pression sur la surface 
du corps. La variation du régime d'écoulement dans la couche 
limite de tels corps entraîne un déplacement brusque de la ligne de 
décollement de la couche limite et, par conséquent, une variation 
brusque de la valeur de leur résistance. 

Le phénomène de la variation brusque de la résistance est appelé 
crise de la résistance des corps non profilés et le nombre de Reynolds 
qui lui correspond nombre critique Re... Comme un exemple d'un 
corps à point de décollement mobile on peut citer une sphère et un 
cylindre circulaire se déplaçant perpendiculairement à la généra- 
trice. Dans la valeur totale de la résistance des corps non profilés, 
la résistance de forme joue le rôle principal et constitue par exemple 
pour le cylindre circulaire jusqu’à 98 % de la valeur totale de la 
résistance visqueuse. Compte tenu de ce fait, les particularités de 
la variation de la résistance visqueuse de tels corps se déterminent 
par les particularités de la variation de leur résistance de forme. 
Le rôle de la perturbation du fluide libre, provoquée par l'influence 
de la couche limite jusqu'au point de décollement, dans la création 
de la résistance de forme de ces corps n’est pas grand. L'origine 
principale de l'apparition de leur résistance de forme consiste en ce 
que la structure de l'écoulement derrière le point de décollement de 
la couche limite varie radicalement par rapport à l’écoulement par 
un fluide non visqueux. Il est évident cependant que la valeur de 
la résistance de forme dépend de la largeur de la zone de décolle- 
ment, c’est-à-dire de la distance séparant les points de décollement 
de la couche limite. Pour les corps à point de décollement fixe, la 
largeur de l'allée tourbillonnaire ne varie pas et leur coefficient de 
résistance ne dépend pratiquement pas des nombres Re. 

Pour les corps à point de décollement mobile, le coefficient de 
résistance diminue brusquement lorsque l'écoulement laminaire 
est remplacé par un écoulement turbulent dans la couche limite. 
Cela est conditionné par un déplacement brusque du point de décolle- 
ment vers la partie arrière et la réduction de la largeur de la zone 
de décollement derrière le corps. 
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L'augmentation de la résistance de frottement qui a lieu dans ce 
cas n'influe pas sur le phénomène décrit, car son rôle dans la valeur 
totale de la résistance est dans le cas donné insignifiant. Les parti- 
cularités de la variation de la résistance énoncées sont représentées sur 
la fig. XI.27 où est montrée la dépendance C, = f (Re), obtenue 
par essai sur un modèle. 

Avec des nombres de Reynolds inférieurs et supérieurs au nombre 
critique. le coefficient de résistance du cylindre en écoulement avec 
décollement ne dépend pratiquement pas du nombre Re. 

Ceci s'explique par la constance de la position des points de 
décollement de la couche limite laminaire et par une variation 
insignifiante, avec la croissance de la 
vitesse, de la position des points de 
décollement de la couche limite turbu- 
lente sur sa surface. 

Comme il a été indiqué ci-dessus, 
pour les corps non profilés la crise 
de la résistance sera d'autant plus 
intense que la région turbulente se 
rétrécira plus fortement derrière le 
corps à l'augmentation du nombre Re. 

Fig. XT.27 Pour cette raison, la crise la plus forte 

est la plus probable sur un corps tel 

sur lequel le décollement de la couche limite laminaire s'effectue 

dans sa section du maître couple, et le décollement de la couche 
turbulente, autant que possible sur le bord arrière. 

À titre d'exemple d'un tel corps on peut citer le cylindre avec 
le profil montré sur la fig. XI.28. Sur cette mème figure sont mon- 
trées les courbes de distribution du coefficient de pression sur ce 
profil, obtenues par C. Fédiaevski et T. Nastukova avec des nombres 
de Reynolds inférieurs et supérieurs à une valeur critique. 

Comme il ressort de ces courbes, pour une vitesse de l’écoule- 
ment & < 20 m/s dans la région du maître couple a lieu le décolle- 
ment de la couche limite laminaire, derrière laquelle s'établit une 
dépression à peu près constante. Avec l'accroissement de la vitesse 
d'écoulement, la couche limite laminaire détachée devient turbu- 
lente, ce qui provoque le déplacement du point de décollement en 
aval vers la partie arrière du profil. Pour cette raison, les courbes de 
distribution de la pression pour des vitesses d'écoulement v => 30 m/s 
diffèrent fortement de celles pour v < 20 m/s, ce qui atteste d’un 
écoulement sans décollement autour du profil pratiquement jusqu’au 
bord arrière. 

Le calcul de la résistance visqueuse d’un corps profilé est possible 
si l’on connaît les résultats du calcul ou des mesures du champ des 
vitesses et des pressions dans le sillage derrière le corps. A cet effet, 
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il faut appliquer la loi de la quantité de mouvement à un volume 
de fluide enveloppant le corps. 

Considérons le cas de l’écoulement autour d'un corps immobile, 
loin de la surface libre du fluide, conformément à un problème plan, 
comme il est montré sur la 
figure X1.29. Dans la région 
du sillage hydrodynamique les 


vitesses derrière le corps sont P 
inférieures aux vitesses devant -20 
le corps. Vo = J0m/s 
Soit un contour baigné par Re=216-10$ 
un courant dont la vitesse  -,9 À 
à l'infini est cv. et la pression 
statique p, (section DD). Nous 
disposons la section 44 à une 2 _ 
telle distance derrière le corps 
que la pression statique puisse Vo=20m/s : Re=16-10% 
s'équilibrer et devenir égale 7: 
à Po. Alors la résistance vis- ? 
queuse À, du contour peut être 
calculée comme la différence 
des écoulements de la quantité 0 
de mouvement du fluide dans 
les sections DD et AA 4 
-_Y 
R,— | DUx (La — vx) dS, => 
S 23 
(XI.118) g2 
où S est la surface de la sec- a 
tion 44. 2 


Désignons la vitesse dans 
la section BB, où s'effectuent 
les mesures, par Ux, Cl la pres- 


sion statique dans cette sec- 

tion par p,. Alors en utilisant Fig. X1.2S 

la condition de la constance 

du débit dans un tube de courant élémentaire, on peut écrire 


pu, dS = pu, dS:. (XE.119) 
D'autre part, en admettant qu'entre les sections BB et A4 il 
n'y ait pas de pertes, nous obtenons d'après le théorème de Bernoulli 


Li] # 
pt x! Prx 


Pi=pi+ D) = Po+ 5 » 


où P, est la charge totale dans la section BB. 
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Désignons la charge totale de l'écoulement non tourbillonnaire 
par Po, alors 
2... 
Vs = (Pi — Po); 


N 
va (Pi Pi); | (XI.120) 


9 
= — P —— e 
U 5 ( o— Po) 
En utilisant la relation (XI.119), nous trouvons 


R.— | PU x (Lx — Vx) dS — | OU, (Vo — x) dS y. 
S Si 


En substituant dans cette formule la valeur des vitesses suivant 


D 


Fig. X1.29 


les expressions (XI.120), nous obtenons la formule de Jones pour la 
détermination de la résistance visqueuse 


R= Toy 5-2 PE (Pi po |d8: 
S! 


En réduisant la force à la forme du coefficient de la résistance 
visqueuse sans dimensions, nous obtenons 


__ Rx 2 il 7 Pi—p: Fr 
Ce CT JV pen UV Hem) 45 
9 ! 


où L est la longueur du corps. 

Toutes les grandeurs des charges totales et des pressions stati- 
ques p figurant dans cette formule sont mesurées par des tubes de 
Pitot et par des tubes de pression statique. Cette formule, emplovée 
surtout pour les études d'essais, permet de déterminer la résistance 
avec un degré de précision suffisant. Des formules analogues peuvent 
être obtenues aussi pour le cas d'écoulement autour des corps de 
révolution. 
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Les méthodes théoriques modernes de calcul de la résistance de 
frottement et de forme des corps profilés sont basées sur l'hypothèse 
qu'ils sont contournés sans décollement. Pour données de départ, 
on utilise les résultats du calcul préliminaire de la couche limite, 
effectué en première approximation d'après l’épure de la distribu- 
tion des pressions le long de la surface du corps, cette épure étant 
calculée par les méthodes de la théorie de l'écoulement potentiel 
autour d'un corps d'un fluide non visqueux. 


Fig. XI.30 


Parmi les modes de calcul de la résistance des corps allongés, 
établis jusqu'à présent, le plus strict est celui qui a été proposé par 
L. Loïtsianski. 

La position de départ est celle suivant laquelle la distribution 
de la pression en écoulement d'un fluide visqueux autour d’un corps 
allongé se confond avec la distribution de la pression en écoulement 
potentiel autour d’un demi-corps formé par l'augmentation de la 
surface du corps et de la ligne nulle de courant dans le sillage de la 
valeur de l'épaisseur de refoulement ô*. 

En première approximation l'épaisseur ô* se calcule d’après 
l'épure théorique de la distribution de la pression. 

En même temps on détermine en première approximation égale- 
ment la résistance de frottement comme résultante des contraintes 
tangentielles to sur la direction du mouvement du corps. Ensuite on 
reprend le calcul de la distribution de la pression au moyen de la 
résolution du problème sur l'écoulement potentiel autour d'un demi- 
corps montré sur la fig. XI.30. 

En tenant compte des propriétés de la couche limite, on peut 
transposer sans déformation les pressions de la surface du demi- 
corps suivant une normale sur la surface du corps. Finalement, on 
peut calculer la résistance de forme du corps en intégrant l’épure 
précisée obtenue de la distribution de la pression et en projetant 
simultanément les forces des pressions sur la direction du mouvement. 
Par la suite on peut calculer la couche limite en seconde approxima- 
tion. en tenant compte de la nouvelle distribution de la pression et 
préciser les valeurs des contraintes tangentielles. 

Ce mode de calcul permet d'obtenir séparément les valeurs de la 
résistance de frottement et de la résistance de forme, ce qui est com- 
mode en réalisant toute sorte de recherches relatives aux composantes 
de la résistance des corps. 
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On doit remarquer que ce mode de calcul est très laborieux et 
exige de plus, l'application des méthodes d'approximation vu les 
difficultés liées à la conversion de l’épaisseur 6* à l'infini sur le 
bord arrière en calculant la couche limite en première approxima- 
tion. 

On peut calculer de façon approchée la résistance visqueuse des 
corps allongés, en partant de la formule (XI.118). Bien que cette 
formule soit obtenue conformément à un problème plan, on peut 
l'utiliser sous cette même forme aussi pour le cas de l’écoulement 
autour d’un corps de révolution, si par dS on entend un élément de 
surface du sillage dans la section éloignée à l'infini derrière le corps. 

Remarquons à ce propos que le sillage hydrodynamique derrière 
un corps profilé ne contient pas de tourbillons marginaux et par 
ses propriétés est analogue à la couche limite turbulente. Par consé- 
quent. il vérifie l'équation intégrale de la couche limite (X1.36). 
si dans cette équation on pose to = 0, ce qui est parfaitement juste, 
car sur l’axe du sillage il y a le minimum de l'épure des vitesses. 
En partant des hypothèses mentionnées, l’équation intégrale le long 


du sillage peut être écrite sous la forme 
dôüv»* Q r” 
dx +— °° (2+H)=—:0. 


On peut la considérer comme l'équation relative à la grandeur Ô* 
dans la zone située à l'arrière du corps 


é* ! / 

1 Er 22 _H—. 
Ô** dr UC v 

où vw est la vitesse de l'écoulement sur la frontière extérieure du 

sillage. En l’intégrant à partir du bord arrière, où x = x, jusqu'à 

x = © le long de l'écoulement, nous trouvons 


[se « 00 © 
. r° 
In Ô** = mo] (Ha. 
X} *hb  *h 


En calculant la dernière intégrale dans cette fnrmule suivant le 
théorème sur la moyenne, nous obtenons la relation suivante: 


l’h 


(4 dre Hey In (2e). 


Finalement, nous avons 


ô** 1h \2+Æ moy _ | 
Fe =(-1) PU, (XI.121) 


En cas d’un problème plan pour un corps cylindrique, de lon- 
gueur L, le coefficient de la résistance visqueuse, en tenant compte 
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de (X1.117), s'obtient de la relation 
Ch: 2? | = (1 


°) 
.— L 
pt oo 


= LI s 


dy, 


le 
l'0 


l'intégrale se calculant dans ce cas suivant la section de filet S loin en 
aval du corps. Etant donné que l'intégrale qui figure au deuxième 
membre de cette expression représente une valeur totale de l’épais- 
seur de la perte d'impulsion dans le sillage hydrodynamique à l'infini 
en aval du corps, cette formule pourra s’écrire sous la forme suivante 
«) 

Cx—+ Ô%>. (XI.122) 

De façon analogue. en admettant en cas d’un corps de révolution 

dS — 2ny dy et en introduisant la surface de la section maximale Oxe 


du corps, on peut écrire 


= | (1) vu _ 


représente la surface de la perte d’impulsion. 

Les formules obtenues pour le calcul des coefficients C,. des 
profils et des corps de révolution sont tout à fait exactes, mais pour 
leur utilisation, il faut connaître les grandeurs ôÊ® et AS qui ne 
peuvent être calculées qu'’approximativement. 

Leur emploi pratique peut être assuré en utilisant la relation 
approchée (XI.121) entre l'épaisseur de la perte d’impulsion à l’in- 
fini en aval du corps 6% et sur le bord arrière du corps ôf* établie 
par Squire et Young. 

Après substitution de la valeur 6% tirée de cette formule dans 
(XI.212), nous obtenons 


2 U 


l’s0 


jme, (X1.123) 


Pour le calcul de la grandeur inconnue H,,,,, servons-nous d'une 
simple hypothèse sur la distribution linéaire de Æ le long de la 
veine fluide derrière le corps. On peut alors écrire l'égalité approchée 
suivante 


H},-+ Ho 
Hnoy = 5 —. 


En utilisant pratiquement l’approximation adoptée de la gran- 
deur H moy, il est indispensable de tenir compte de ce qu'avec z — co 
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la valeur H, —1. Alors 
Hoy = 0,5 + 


9 e 


La valeur de H; sur le bord arrière du corps peut être calculée en 
écoulement sans décollement d'après les méthodes connues de la 
théorie de la couche limite. En définitive, pour le calcul de la résis- 
tance visqueuse en cas d’un problème plan, nous obtenons la formule 
approchée suivante 


26%* lh 2,5+0,5H, 
(=) | (XI.124) 
En utilisant ces formules dans le calcul de la résistance avec de 
grands nombres Re, quand la couche limite est turbulente, on peut 
poser dans le cas de corps avec une faible chute de pression longitu- 
dinale, H, & 1.4. Nous obtenons dans ce cas la relation approchée 
suivante pour le calcul du coefficient de la résistance visqueuse 
C=+ (2) (XI.125) 
x = Le . .12; 
Le dépouillement des résultats des expériences montre que la 
valeur de }/U>x — 1,0 = 0,78 et pour les épaisseurs ordinaires des 
profils on peut prendre w/v. #& 0,9. 
Si au moyen de la formule (XI.125) on trouve le rapport du coef- 
ficient de résistance de l'aile au coefficient de résistance de frotte- 
ment d'une plaque équivalente, nous aurons 


Cx _ ôp" Up \3° 
Ct.pl pl (2) ° 

Dans les cas où l'épaisseur de la perte d'impulsion s'exprime en 
quadratures, par exemple lorsqu'on utilise les formules (XI.111) 
ou (X1.114), le rapport 65/65 ne dépend pas du nombre de Reynolds 
et est (pour une valeur donnée de la coordonnée du point de transi- 
tion xp) la fonction de la loi de la distribution des vitesses le long 
de la frontière extérieure de la couche limite. Ceci permet d'admettre 
de façon approchée que la résistance visqueuse des corps allongés 
peut être calculée d’après la formule 


Cx=Ctpi}, 


où Cr. est le coefficient de la résistance de frottement d’une plaque 
lisse équivalente, c'est-à-dire qui se déplace avec le même nombre de 
Reynolds; n est le multiplicateur sans dimensions qui dépend de la 
forme du corps, de son orientation par rapport à la vitesse à l'infini 
et à l’étendue du tronçon laminaire de la couche limite; sa valeur 
dépasse l'unité. La propriété de la résistance des corps allongés 
baignés sans décollement de la couche limite, exprimée par cette 
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formule et corroborée par les expériences, a servi de base à la cons- 
truction des graphiques des coefficients n des profils d’ailes et des 
corps de révolution [4]. 

Le coefficient n tient compte de l'influence de la courbure de la 
surface sur la valeur des contraintes tangentielles, ainsi que de la 
résistance de forme du corps. Ainsi, on peut approximativement 
admettre que le coefficient de résistance de forme, proportionnel 
à la grandeur (n — 1) C:.m diminue avec l'accroissement du nombre 
de Reynolds d’un corps allongé affinement au coefficient de résistance 
de frottement d’une plaque lisse équivalente. Cette propriété peut 
être utilisée lors de la transposition au prototype des résultats éta- 
blis sur les modèles. 
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La théorie des écoulements à filets turbulents qui étudie les 
phénomènes de l'échange turbulent dans les écoulements libres, 
c'est-à-dire en l’absence de frontières solides, a une grande impor- 
tance pratique, étant donné que ces phénomènes sont à la base des 
processus de travail de nombreux dispositifs techniques. 

Avec des nombres Re suffisamment grands, les contraintes tan- 
gentielles turbulentes dans les filets turbulents sont importantes 
par rapport aux contraintes visqueuses, à la suite de quoi l’action 
directe de la viscosité du fluide sur un écoulement moyen est négli- 
geable. Aussi les mouvements examinés dans ce qui suit se trou- 
vent-ils indépendants des nombres de Reynolds, c'est-à-dire auto- 
modelés. De plus, la notion d’automodelage comprend l'hypothèse 
que toutes les sections transversales dans un écoulement à filets ont 
affinement des profils de la vitesse semblables, c’est-à-dire que leur 
coïncidence peut être obtenue par le choix des échelles appropriées 
pour la vitesse et la largeur. 

Examinons la formule des contraintes tangentielles. Exprimons 
la contrainte du frottement turbulent à l’aide de la formule de 
Prandtl (IX.21) 


21 Oz dx 
| oy 

dans laquelle le symbole de la dérivée totale est remplacé par le 

symbole de la dérivée partielle, étant donné que le long du filet, 

c'est-à-dire à la variation de l’abscisse x, le champ des vitesses 

change. 

Comme il a été indiqué au $ 55, pour le filet libre on peut adopter 
d'après (1X.25) 1/6 — B. D'autre part, retenons que l'épure des 
vitesses dans la section transversale du filet libre est proche de la 
ligne droite. L’exception est faite pour les petites régions situées 
au voisinage de la frontière extérieure du filet, où la vitesse est vs 
et au voisinage de l’axe du filet avec v.,, (fig. XI.31). Alors on peut 


25—064 
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poser approximativement 
[= dy [= L ne. 
En substituant cette relation dans L formule de +, nous obtenons 


dx dv, 
TE PXË (Uzm — Le) 5 — À Tr , (XI.126) 


où À — pXÔ (U:m — vs), et x est le coefficient de proportionnalité 
déterminé de façon expérimentale. 


Par conséquent, dans la section donnée, transversale au filet 
turbulent libre, le coefficient À de la viscosité turbulente peut être 
considéré comme constant. Ceci constitue la différence entre le 
mouvement dans un filet turbulent libre et le mouvement dans une 
conduite plane ou dans une couche limite (voir $ 50). 

L'hypothèse sur la constance du coefficient À dans le sillage 
hydrodynamique loin en aval du corps a été faite pour la première 
fois par B. Troubtchikov, qui a admis la grandeur À comme cons- 
tante, ne dépendant ni de la coordonnée y, ni de la coordonnée x. 
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La formule (X1.126), dans laquelle la grandeur À dépend seule- 
ment de la coordonnée x, a été proposée par Prandti. 

Avant de commencer à résoudre des problèmes concrets, exami- 
nons les lois de l'accroissement de la largeur de la zone de mélange 
et les lois de la diminution de la vitesse sur l'axe du filet ou de vitesse 
d'écoulement dans le sillage hydrodynamique suivant la coordonnée 
longitudinale x. 

Actuellement on peut considérer comme parfaitement démontrée 
l'hypothèse suivante: la dérivée convective de la largeur Ô de la 
zone de mélange est proportionnelle dans le temps à la fluctuation 


de la vitesse transversale V 1° v, c'est-à-dire on peut écrire que 


DÔ dû p dx 
Dr = Du me Vo FT 


Comme la valeur moyenne de la grandeur ôv./0y sur la moitié 
de la largeur du filet est proportionnelle à v,,,/6, alors suivant 
(XI.25) 


DÔ ’ 
Dit a BU rm - (XI.127) 


Considérons le tronçon initial d'un filet plan (fig. X1I.31,a). 
Etant donné que pour tous les filets libres nous admettons 06/0y = 0, 
la dérivée 


Di dô ’ 
Te eme. (XI.128) 


De la comparaison des relations (XI.127) et (XI.128) il suit que 


” e 
À — (facteur numérique) B—const, 


d'où 
Ô— (facteur numérique) x + C. (XT.129) 


Au choix convenable de l'origine des coordonnées, on peut poser 
la constante C nulle. 

La même dépendance pour les filets plan et symétrique à l’axe 
a lieu à des distances importantes de la buse. Pour déterminer la 
relation entre la vitesse v,, sur l’axe du filet et la coordonnée zx 
(fig. X1.31,b), tenons compte de ce que, la pression dans le filet 
étant constante, la composante longitudinale de l'écoulement de la 
quantité de mouvement 7 sur toute l'étendue de la section transver- 


sale S du filet ne doit pas dépendre de la coordonnée x. Par consé- 
quent, 


I1=p | vx diS — const. 
8 


25% 
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En particulier, pour un filet plan cette condition prend la forme : 
TJ, = (facteur numérique) pr36, 
d’où 
LH 17 
P V5 
Après remplacement de ô par sa valeur suivant (XI.129), nous 
obtenons 


Vxm (facteur numérique) V 


1 


M2 | 


Vrm—=(facteur numérique) V _ (XI.130) 


Pour un filet symétrique à l’axe la condition de constance de la 
quantité de mouvement s'écrit ainsi: 


[—(facteur numérique) pv,0°, 
d'où 


Uxm—=(facteur numérique) V + L . 


Après remplacement de ô par sa valeur suivant (X1I.129), nous 
aurons 


Urm—= (facteur numérique) — —. (XI.131) 


Pour un sillage plan ou symétrique à l’axe en aval du corps, la 
valeur moyenne de dv./ôy sur la moitié de la largeur du sillage est 
proportionnelle à v,.m, C'est-à-dire à la profondeur du creux formé 
par le profil des vitesses dans le sillage (fig. XI.31,c). La formule 
(X1.127) prend alors la forme 

D6 
5e —<Bvxim 
et la formule (XI.128) 


D __,, dô 
Dr Vo ? 


où v. est la vitesse à l'infini. 


En égalisant les deux expressions de Dô/Dt, nous aurons 
dô 


d'où 


dé pm. (X1.132) 


dx Voo 


Etant donné que dans le sillage en aval du corps le flux de la 
quantité de mouvement est directement lié à la résistance du corps, 
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nous ferons appel à l'expression (XI.118) et écrivons 


I=R;= | PUx (Von — Lx) S. 
S 


À une grande distance en aval du corps, où v = v…, la vitesse 
Ur, = Væ — LV, est petite devant v, et pour cette raison on peut 
y admettre 

Vx (oo — Vx) = (Vo — Uxs) Uxy À VoUx- 


De cette façon, on peut considérer que pour un sillage plan et 
symétrique à l'axe 


I=R3% le | La, dS. (X1.133) 
S 
La résistance d'un corps cylindrique, de diamètre d, rapportée 


à l'unité de son envergure, en vertu de la formule générale de la 
similitude est 


Pué 
2 


et suivant la formule (XI.133), elle est proportionnelle à pu Uz, m0- 
En égalisant ces valeurs de la résistance, nous trouvons 


R,=C, di, 


D Cxd 
XAM Ph x 


re LE. (X1.134) 


En introduisant la valeur donnée v,n/v. dans la relation 
(XI.132), nous obtiendrons l'équation différentielle pour la déter- 
mination de la largeur du sillage 


dô 
26 =  PC:d, 
après l'intégration de laquelle nous trouvons 


Ô — (BC,d)"/2 xl2. (XI.135) 

Enfin, en substituant cette valeur 6 dans (XI.134), nous obtenons 

la loi de la variation de la profondeur du creux formé par le profil 

de la vitesse 

Drim Cd \VUz 1 

Vo B ) 22 (XT156) 

Pour un sillage symétrique à l’axe, la résistance d’un corps avec 
une surface de la section transversale Os 


Pre 
2 OX 


Rx=Cx 
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et exprimée par la quantité de mouvement dans le sillage, elle est 
d'après (XI.133) proportionnelle à 
PU x,mO" 
En égalisant ces valeurs de la résistance, nous aurons 
Ueym L Cox 
l'oo Ô2 


(X1.137) 


En introduisant cette valeur = dans la relation (XI.132), 


on peut écrire l'équation différentielle pour la détermination du 
rayon du sillage 
> dù 
Ô Zz ad Cru. 
après l'intégration de laquelle nous obtenons 
Ô — (BCrw;)"/ xs. (XI1.138) 


Enfin, en substituant la valeur donnée 6 dans (X1.137), nous 
obtenons la loi de la variation de la profondeur du creux formé par 
le profil de la vitesse 


Vrim ( 
————_— 
Vo 


Croys 4 
——"<— | ——. XI.139 
B2 | J'z2 ( ) 

Les fonctions puissances obtenues de la largeur de la zone de 
mélange et de la vitesse sur l'axe de l’abscisse x sont généralisées 


dans le tableau 3. 
Tableau 3 


Vitesses 
Dem OÙ Vrim 


Zone du mélange turbulent | Largeur 6 


Tronçon initial du filet 
Filet plan 

Filet symétrique à l’axe 
Sillage plan 

Sillage symétrique à l'axe 


Il est intéressant de noter que les relations obtenues sont valables 
pour un filet symétrique à l'axe et un sillage plan aussi en mouve- 
ment laminaire, car les produits ô2,» ou ôV..m, qui font partie de la 
formule (XI1.126), ne dépendent pas de la coordonnée x et donc le 
coefficient À est constant dans tout l'écoulement. 
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Examinons maintenant d'une façon plus détaillée le problème 
du tronçon initial d'un filet, et cette fois sur un exemple plus général 
que sur la fig. XI1.31,a. 

Supposons qu’au point z — O0 deux écoulements parallèles aux 
vitesses constantes vs, et vs, entrent en contact OÙ Us, > Le, 
(fig. XI.32). En aval de l'écoulement il se forme une zone de mélange 
de deux écoulements semi-infinis, 
dont la largeur augmente propor- 
tionnellement à la distance x. 

Pour des contraintes tangentiel- 
les turbulentes, nous utilisons la 
formule (XI.126) en y posant ô = cz, 
Vrm —= Ve, Cl Vs = Vs, Alors le 
coefficient de la viscosité turbulente 
est 


Vs W 


2 


A—=XCZx (Us, — Vo). 


Pour la résolution du problème Fig. X1.32 
du tronçon initial d'un filet plan, 
nous utiliserons les équations pour la couche limite plane tur- 
bulente (XI.68). Alors, en supprimant les signes de la médiation, 


en remplaçant tt = À SE et en tenant compte de ce que la pression p 
le long du filet est constante, on peut écrire 


dv dv Ov 
Vx T3 + Uy Sy — ETES 
; (XL.140) 
ox dy 


Comme les profils de la vitesse sont semblables, les composantes 
de la vitesse v. et v, sont les fonctions du rapport _ . Introduisons une 


nouvelle variable indépendante E — _ et la fonction de courant 


ÿ= auf (E). 
où 
V—= CYR u 62 


Maintenant les composantes de la vitesse et leurs dérivées peu- 
vent être exprimées par f (E) et ses dérivées par rapport à £, après 
quoi au lieu d'une équation différentielle en dérivées partielles 
(XI.140), nous obtenons une équation différentielle ordinaire 

f” — 20ff"—0, (XI.141) 


*« 


ou 


2 V2xcx rte 
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Elle se confond avec l'équation différentielle (X1.17) de l'écoule- 
ment longitudinal autour d’une plaque plane, mais les conditions 
aux limites sont autres, à savoir 


Of" (E)}—=1+A pour E— + oo. 


Haærtler a montré que la résolution de l’équation (XI.141) donne 
en première approximation la distribution des vitesses longitudi- 


— Théorie 
e fxperiences 


Dr: 

CT 

-20 -I6 -12 -Q8-04 O0 G4 08 12 16 20 24 
cf 


Fig. X1.33 


nales sous la forme de l'intégrale des erreurs, c’est-à-dire 


2 n dé 
= (1+a = e-** dz). (XI.142) 
0 


La fig. XI.33 donne une comparaison de la solution théorique 
avec les résultats des expériences de Reichardt. La coïncidence est 
assez bonne, si l’on prend la constante expérimentale © égale à 13,5. 

En passant à nouveau au cas particulier du tronçon initial d'un 

UV 
filet (uv — = "2; À1 = 1) qui présente de l'intérêt pour le 
calcul des conduites d'écoulement sur les navires, remarquons que 
les frontières de la région de mélange du filet avec le fluide qui 
l’environne (fig. XI.31,a) sont 


31 0,083 : 

TL 

32 — __0,173. 
L 


Par conséquent la largeur de la zone de mélange est 
Ô—(y1 — y2)—0,256z. 


Pour résoudre à partir des positions uniques les différents problè- 
mes des écoulements à filets turbulents y compris tels dont la réso- 
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lution ne peut être ramenée à une équation différentielle ordinaire, 
une méthode de calcul simple et universelle est indispensable. 

Une telle méthode est proposée par A. Guinevski. L'’essence de 
cette méthode consiste dans la représentation de la loi de la distri- 
bution de la contrainte tangentielle dans le filet ou dans le sillage 
sous la forme d’un polynôme dont les coefficients sont déterminés 
d'après les conditions aux limites sur l’axe du filet et sur ses bords 
au moyen des équations différentielles du mouvement. Le profil de la 
contrainte tangentielle ainsi obtenu n'est pas lié à des admissions 
quelconques sur le mécanisme de la turbulence. L'expression de la loi 
de la distribution de la contrainte tangentielle conjointement avec 
une telle ou autre formule du frottement turbulent permet de fermer 
le problème et de déterminer le profil de la vitesse dans le filet ou 
dans le sillage. Cette méthode est analogue aux méthodes correspon- 
dantes de calcul de la couche limite turbulente sur une frontière 
solide curviligne (voir $ 72). 

Dans les problèmes de la turbulence libre, les profils de la vitesse 
et, par conséquent, les lois de la distribution de la contrainte tan- 
gentielle sont sensiblement moins variés que dans le cas de la couche 
limite sur une frontière solide en présence d'un gradient de pression 
longitudinal. Par suite, la représentation du profil de la contrainte 
tangentielle sous la forme d’un polynôme assez simple donne un 
résultat satisfaisant. 

Représentons la loi de la distribution de la contrainte tangentielle 
dans la section transversale du filet sous la forme d’un polynôme 


T— à By”, (XI1.143) 


*« 


dont les coefficients PB, seront déterminés à partir des conditions 
aux limites sur l’axe du filet avec y = 0 et sur sa frontière extérieure 
avec y — Ô (fig. XI.31,b) 


ot dUxm 


t—=0, D = PÜxm 3  POUr y—=0 ; 
ÔT 


(XI.144) 
t—=0, 375 —0 pour y—ô, 
OÙ Vym est la vitesse sur l'axe du filet. 
La première condition t =: O0 avec y = 0 est obtenue en partant 


des considérations de symétrie, la seconde condition D = PUxmVxm 
avec y = 0 de la première équation du système (XI.140) puisque 
sur l'axe du filet la vitesse transversale est nulle. 


La substitution de (XI1.144) dans (XI.143) donne 
T—=QU;mUzmÔN (1 — 1)”, (XI.145) 


394 THÉORIE DE LA COUCHE LIMITE [CH. XI 
SP 


Examinons le tronçon principal du filet plan turbulent, quand 
la vitesse moyenne d'écoulement de la buse v. est soit inférieure 
soit supérieure à la vitesse vs du sillage, dans lequel débouche l'écou- 
lement (voir fig. XI.31,b). Comme on le voit de la fig. XI.31,c, 
le premier des cas indiqués correspond simultanément à l’écoule- 
ment dans le sillage tourbillonnaire à l'arrière d’un corps. 

Pour déterminer le profil de la vitesse, nous allons utiliser l’ex- 
pression du frottement (XI1.126). En égalisant (XI.126) et (XI.145) 
nous obtenons l'expression 


dx Vxml em > 
© = ————— 1n(1—-n1). 
Tr um (1 —1) 
et après l'intégration nous avons 
Om: à 
Ux — Vrm = (6n* — 8n° + an") ; 
7 xam 
ÔL em; 
Us — Vxm— EU TS . (XI.146) 


De ces deux dernières expressions, nous obtenons 


Av, —= 28 1 — Gr? + 8n5 — 3nf. (XI.147) 


Uxm — V6 


On en déduit qu’à la valeur Av, — 0,5 correspond la valeur 
ño.s — 0,385 et, par conséquent, yos — 0,385 6. 

La figure XI.34 représente une courbe calculée d’après la for- 
mule (XI.147) en comparaison avec les données expérimentales sur 
les filets plans et symétriques à l’axe dans un sillage et sur les silla- 
ges plans et symétriques à l’axe. Comme on le voit, le profil théori- 
que des vitesses concorde bien avec les nombreuses données expé- 
rimentales. Ceci permet d'admettre que le profil sans dimensions du 
défaut ou de l'excès de la composante longitudinale de la vitesse 
est en première approximation universel pour une large gamme d’écou- 
lements. 

A titre d'exemple de la résolution ultérieure du problème nous 
allons examiner le cas le plus simple d’un filet plan débouchant dans 
un fluide au repos (vs = 0, Urm = Vxm)- 

Suivant (X1.146), on peut écrire que 


dx — 5 rm, (X1.148) 


7 42% rm 


En nous basant sur la constance du flux de la quantité de mouve- 
ment Z dans la section transversale du filet, nous obtenons la dépen- 
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s Sillage turbutent plan 
Jet turbulent plan 
S'illage turbulent symétrique a l'axe 
Jet turbulent symétrique à l'axe 
Jet symétrique à l'axe dans un sillage 
del sumétrique à l'axe dans un courant 


— Caicut suivant la formule (AT 147) 


A 
HR SUITE TI 


Fig. X1.34 


dance entre la largeur du filet ô et la vitesse v,, 
i 


1=% | LE dy — 2pvEmô | ( = 
0 


j'en 


— 2prËn | (1 — 6n° + 8n° — 3n*)dn— + pré, 


En substituant ce résultat dans (XI.148) après intégration nous 
aurons 
e 11, __ . _ 
Uxm — "GGpxr ? Ô— 24xx ; Yo.s — 9,25Kx. 
Ces formules permettent d'effectuer le calcul des caractéristiques 
du filet plan. 


CHAPITRE XII 


THÉORIE DE L'AILE 


$ 76. CARACTÉRISTIQUES GÉOMÉTRIQUES 
ET HYDRODYNAMIQUES DES AILES 


En constructions navales, en aéronautique, en constructions 
mécaniques et en beaucoup d’autres branches de la technique, on 
utilise la force portante hydrodynamique qui apparaît en mouvement 
des corps ou en écoulement d’un fluide autour des corps immobiles. 
Pour créer la force de sustentation, on utilise des corps nommés des 
ailes. En constructions navales, les ailes sont employées pour les 
pales des hélices de bateau, les gouvernails, les bateaux à ailes 
portantes, etc. Dans certaines conditions, par exemple lors d’un 
mouvement circulaire, le corps d'un navire ordinaire peut être consi- 
déré comme une aile créant une force sustentatrice hydrodynamique. 
Pour produire une force sustentatrice hydrodynamique, on donne 
aux ailes une forme spéciale qui favorise en même temps la diminu- 
tion de la résistance au mouvement. 

A l'étude de l'aile, on introduit un certain nombre de caracté- 
ristiques géométriques décrivant sa forme. La forme d'une aile 
plane dans le plan peut être rectangulaire, trapézoïdale, etc. 
(fig. XII.1). L’aile est caractérisée par la surface S de sa projection 
dans le plan qui s'appelle surface de l'aile. Cette surface est consi- 
dérée caractéristique. Outre les aïles planes, on emploie parfois 
des ailes en V, en X, circulaires, hélicoïdales et d’autres formes. 

La longueur de l’aile dans la direction perpendiculaire à la 
vitesse v- s'appelle envergure de l'aile . 

Si l’on trace un plan perpendiculaire à l'envergure de l'aile, dans 
son intersection avec l’aile on obtiendra le profil de l’aile. La forme 
du profil de l’aile le long de son envergure peut être constante ou 
variable. On utilise différents profils d'ailes, suivant les caracté- 
ristiques hydrodynamiques requises. En constructions navales on 
utilise par exemple des profils segmentés Z (fig. XII.1) qui ont les 
bords d’attaque et de fuite aigus et les profils d'aviation 2, 3 avec 
le bord d'attaque arrondi et le bord de fuite aigu. Dans les travaux 
de recherche, on considère souvent des profils schématisés sous la 
forme de plaques planes ou courbes (arcs). 
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Le segment de droite réunissant deux points extrêmes du profil 
est dit corde b (fig. XII.2). L’envergure de l’aile est caractérisée 


S 
IKKS. 


xD 
b 
. 
Fig. XII.1 


par son allongement relatif À. La valeur de l’allongement relatif de 
l’aile plane est 
2 
1=— . (XIL.1) 


Dans une aile rectangulaire dans le plan, ayant une corde b 


ES 
RE 


Fig. XII.2 


constante pour tous les profils, S$ — bl; dans ce cas 


À =— 


Suivant la valeur de À on distingue des ailes d'envergure finie 
et petite (ordinairement À 2). 
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Dans les recherches théoriques, on considère également des ailes 
d'envergure infinie avec À — oo. Pour l'étude des caractéristiques 
hydrodynamiques de telles ailes, on peut se limiter à l'écoulement 
autour de leur profil, c’est-à-dire à examiner les caractéristiques de 
l'écoulement plan autour du profil de l’aile. 

Le profil de l’aile est généralement donné sous la forme des ordon- 
nées y. et y, comptées à partir de la corde jusqu'à l’extrados et 
l’intrados du profil. Pour certains profils, surtout pour ceux qui 
sont utilisés dans les recherches théoriques, la forme du profil peut 
être donnée par une équation. 

L'aspect du profil dépend de la forme de sa ligne moyenne (sque- 
lette), dont les ordonnées y, peuvent être calculées d’après la relation 
Ye + Yi 

+) . 


Ys — 


Les profils dont la ligne moyenne a une double courbure sont 
dits profils en S. La ligne moyenne des profils symétriques est droite 
et se confond avec la corde. La flèche maximale jf de la ligne moyenne 
caractérise la cambrure du profil et est décrite par une courbure rela- 


tive de la ligne moyenne f — f/b. Pour les profils ordinaires f — 0-0,02. 
L’épaisseur maximale du profil est # — (y, + Yi)max- Comme 
caractéristique géométrique du profil on considère son épaisseur 


relative { — t/b qui s'exprime en pour cent de la corde et varie ordi- 
nairement dans les limites de 0-25%. Les profils dont l'épaisseur rela- 
tive ne dépasse pas 10 % sont dits parfois minces; leurs caracté- 
ristiques hydrodynamiques peuvent être théoriquement calculées 
par des méthodes plus simples par rapport aux profils épais. Les 
caractéristiques hydrodynamiques de l’aile dépendent de la position 
de l'épaisseur maximale et de la flèche maximale de la ligne moyenne 
suivant la corde et de la forme du profil. Actuellement il existe une 
série de profils à paramètres géométriques variables. En utilisant 
ces profils on peut en choisir tel qui répondra aux exigences requises 
(profils HATII, NACA, profils laminarisés, profils supercavitants 4 
(fig. XII.1), etc.). 

Pour l'étude de l’écoulement d’un fluide autour des ailes, on 
utilise souvent le système droit de coordonnées aérodynamiques 
z, y, 3 liées à l’aile, dans lequel l’axe des : est dirigé suivant l’enver- 
gure de l'aile. Nous admettons que ce système prend son origine o 
au point avant de la corde, c’est-à-dire sur le bord d’attaque du pro- 
fil, et que l’axe des zx est dirigé suivant la vitesse à l'infini v. qui 
contourne l'aile à l'infini (fig. XII.3). Outre ce système, on emploie 
également un autre système Zi, y1, z, des coordonnées liées, dont 
l’origine et l’axe des 7, coïncident avec le précédent et l’axe des 7; 
est dirigé suivant la corde du profil. L’angle & formé par la corde 
du profil et la vitesse à l'infini et, par conséquent, par les axes z 
et z, s'appelle angle d'incidence du profil; pour un mouvement non 
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transformé, c’est l’angle formé par la direction du mouvement de 
l'aile et la corde du profil. 

L’aile, le long de l’envergure de laquelle les angles d'incidence 
de tous ses profils sont identiques, s'appelle non vrillée. Sur les 
ailes vrillées les angles d'attaque des éléments de l'aile varient le 


Fig. XIL3 


long de son envergure. Le vrillement peut être conditionné aussi 
bien par la forme de l’aile que par les particularités d'écoulement 
autour de cette aile. 

La réaction hydrodynamique À, apparaissant sur le profil de 
l'aile, peut être examinée dans n'importe quel système de coordon- 
nées introduit ci-dessus. Dans le système aérodynamique des axes 
zoy les composantes de cette réaction sont R., force de résistance, 
et R,, force sustentatrice. Conformément aux formules générales 
des forces hydrodynamiques établies dans la théorie de la similitude, 
la force portante et la force de la résistance (traînée) peuvent être 
représentées sous la forme 


pui, 
R:=C:;—— S ; 
DE. (XII.2) 


Ry=Cy +) S, 
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où S est la surface de l’aile en plan, v. vitesse de déplacement ou 
vitesse d'écoulement autour de l'aile. 

Les coefficients sans dimensions C, et C, s'appellent respective- 
ment coefficient de traînée et coefficient de portance de l'aile. 

La force R peut être représentée sous la forme de la somme des 
composantes normale À, et tangentielle R, dans le système de coor- 
données Z1, 0, Y,; pour ces composantes sont valables les formules 


Pré 
Rn= Cn —S ; (XIL.3) 
Pre 


D'après la fig. XII.3, il est facile d'établir la liaison entre les 
composantes ÆÀ,, R, et R;, R, 


R:=R,;cosa—R,sina; (XIL.5) 
Ri=R,sina+R, cos. (XITI.6) 


Des relations analogues existent entre les coefficients de ces 
forces 


Ci=C,cosa—C,sina; (XII.7) 
Cn=C;sina<+cC, cos a. (XIL.8) 


Avec de faibles angles d’incidence, quand on peut admettre que 
sin a & a et cos « & 1, on utilise des relations simplifiées 


Ci=C;—Cya ; (XII.9) 
Cr= Cy- (XII. 10) 


On tient compte cependant que C. est ordinairement petite et on 
néglige donc le produit C.c. 

Pour évaluer l'efficacité hydrodynamique des ailes, on fait 
appel à la notion de la qualité hydrodynamique X, que l’on déter- 
mine comme le rapport de la portance à la traïnée pour l'angle d’in- 
cidence donné de l'aile 

Ry  Cy 


ns CR 


Re Cx ‘ 


(XII.11) 


La réaction hydrodynamique R est ordinairement déplacée le 
long de la ligne de son action et on la considère comme étant appli- 
quée au point d’intersection de cette ligne avec la corde du profil 
de l’aile. Ce point D s'appelle centre de poussée du profil. Sa position 
est caractérisée par l’abscisse x: ,. Le rapport sans dimensions 


C=2- (XII.12) 
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est dit coefficient du centre de poussée de l’aile. En admettant le 
force R appliquée au centre de poussée, on peut déterminer son 
moment M par rapport à l’axe des z, c'est-à-dire par rapport au 
bord d'attaque du profil 


M=R 17». (XIE.13) 
Pour le moment hydrodynamique, on peut également utiliser 
les formules générales de la 
théorie de la similitude et le 
représenter sous la forme 


Pr 


VW. = mm; 


Sb, (XII.14) 


où m, est le coefficient sans 
dimensions du moment. 

Comme les axes 3 et z, 
coincident, alors il est évident 
que M, — M, et m. = m.. 
En se servant des relations 
(XII1.13) et (XII.14), il est 
aisé d'établir la liaison sui- 
vante entre les coefficients C > 
et m.: 


HET 
MIRE 
NI 


et pour les faibles angles d'incidence, en tenant compte de l'égalité 
(XII1.10), on peut utiliser la formule 
Co=—- (XII.16} 
y 

Pour le profil donné les coefficients C., Cy M, Cr, Ch et Ch 
sont des fonctions de l’angle d'incidence &, ainsi que des critères 
de la similitude dynamique, c’est-à-dire des nombres de Reynolds, 
Froude, Strouhal, du nombre de cavitation, et dépendent des condi- 
tions du mouvement de l’aile (dans un fluide illimité, au voisinage 
d’une surface solide, etc.). En cas du mouvement d’un profil dans un 
gaz avec de grandes vitesses, le nombre des critères de la similitude 
comprend le nombre de Mach. 

Pour la description des caractéristiques hydrodynamiques du 
profil, on utilise deux types principaux de graphiques. Le premier 
d’entre eux (fig. XII,4,a et b) représente la dépendance des coeffi- 
cients C., C, et Ch de l’angle d'attaque de l’aile. Le second graphique 
(fig. XII.5) établit la relation C, = f (C.) et s'appelle polaire d’aile. 
Sur une polaire on marque les angles d'attaque correspondant à chaque 
combinaison des valeurs C, et C; caractéristique pour le profil. 


Co=, (XI115) 
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Il est commode d'utiliser la polaire pour la détermination de la 
qualité de l’aile. Pour cela, il suffit de réunir son point correspondant 
à l’angle d'attaque donné & par une droite avec l’origine des coor- 
données. La tangente de l'angle d’inclinaison de cette droite f par 
rapport à l’axe des abscisses, si l’échelle choisie pour C, et C, est 
la même, est égale à la qualité de l’aile 


D'après la figure on voit qu’il existe un angle d'attaque tel 
pour lequel la qualité de l’aile a un maximum; on peut trouver 


LOIS 


a<Xcr 


eZ un. 
- a— 


Fig. X11.6 


cet angle en traçant une tangente à la polaire ; dans ce cas B — f,.. 
et, par conséquent, À — Æ max: 

Les courbes de la fig. XII.4 permettent de déterminer un certain 
nombre de particularités caractéristiques pour la majorité des ailes. 
La courbe C, = f (&œ) a un maximum C, max Pour un certain angle 
d'attaque. Cet angle est dit critique @&..; pour les ailes de grande 
envergure &er— 12-18". Pour les angles d'attaque supérieurs à l'angle 
critique, on observe une diminution rapide de C, et par conséquent 
de la portance de l'aile. qui s'accompagne d’une croissance sensible 
de C,. c'est-à-dire d’une baisse brusque de sa qualité. L'origine de 
ce phénomène réside dans l'apparition du décollement de la couche 
limite sur l’extrados du profil, à la suite de quoi l’écoulement régu- 
lier autour de l’extrados se perturbe et il apparaît une allée tourbil- 
lonnaire dans le sillage à l’arrière de l'aile (fig. XIE.6). Pour établir 
l’origine de l’apparition du décollement de la couche limite de l'ex- 
trados avec a = @&.,, il faut examiner l’épure de la distribution des 
pressions sur la surface du profil avec différents angles d'attaque. 

La figure XII.7 représente l’épure de la distribution du coeffi- 
P—— Po 


cient de pression p = pus 12 


sur l’extrados et l’intrados du profil 


26* 
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pour deux valeurs de l’angle d'attaque. La force portante du profil 
est proportionnelle à la somme des surfaces des parties positive et 
négative de ces épures. Comme on le voit de la figure, avec des angles 
d'attaque positifs, une dé- 
Ê pression sensible apparaît 
, sur l’extrados, au prix de 
RSR laquelle est créée la partie 
principale de la force sus- 
tentatrice. Pour cette rai- 
son, on appelle parfois 
l'extrados côté aspirateur 
x du profil. Au fur et à me- 
sure que l'on augmente 
l'angle d'attaque, la dé- 
pression croit, c'est-à-dire 
que la valeur absolue Pin 
augmente et par conséquent 
la chute de pression longi- 
tudinale le long de l’extra- 
dos croît également. L'’ac- 
croissement de la chute de 
pression longitudinale à 
l'approche de l'angle d’at- 
taque critique entraîne le 
décollement de la couche 
limite, ce qui entraîne la 
perturbation de l’écoule- 
ment régulier autour de 
l’extrados et de l’arête vive 
arrière du profil. 

La portance des profils 
symétriques (fig. XII.4,a) 
est nulle avec & — 0; ce- 
pendant en écoulement au- 
tour des profils asymétri- 
ques C,, Æ0 avec a = 0, et 
le profil crée une certaine 
force de sustentation. Pour 
un profil asymétrique C,—0 
avec un certain angle d’inci- 

Fig. XII.7 dence a——@, (fig. XII.4 b), 

c'est-à-dire si la direction de 

son contournement par le fluide diffère de celle de la corde. La droite 
qui passe dans cette direction par l’arête vive arrière du profil est 
dite axe de portance nulle ; sa direction forme un angle &, avec l'axe 
des z,. L’angle &, s'appelle angle de la portance nulle. La valeur du 
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coefficient du moment hydrodynamique correspondant à cet angle 
d'écoulement m,—m., 

Comme on le voit de la fig. XII.4, avec les angles d’attaque infé- 
rieurs à la valeur critique pour les profils symétrique et asymétri- 
que, les relations C, = f1 (&œ) et m, = f2 (&) représentent pratique- 
ment des lignes droites inclinées. Cela permet d'utiliser pour la 
détermination de C, et m. des équations linéaires suivantes: 


Cy=- = C} (œ — &o) ; (XII.17) 


M =M; + (a a), nié (œ—@p),  (XIL.18) 


où dC y/da = C® et dm./da — m® sont des grandeurs constantes, qui 


dépendent de la forme du profil et de l’envergure de l'aile. Elles 
s'appellent respectivement dérivées du coefficient de portance et 
du moment de l'angle d'incidence. Si on prend pour point par 
rapport auquel on détermine le moment apparaissant sur le profil 
un point arbitraire d’abscisse zx, disposé sur l’axe des z:, alors le 
moment M,, de la réaction R avec de faibles angles d'incidence, 
en admettant R, = R,, pourra s’écrire sous la forme suivante 


M:=M,+R,r (XII.19) 


ou, en tenant compte des formules générales (XII.1) et (XII.2) et des 
relations (XI1.17) et (XII.18), 


pri d 1 P 
Ma Sb=| m:,+72 (a — 0) | 
Donc, étant donné que Te = Te ae 
d z 
Ma Mao (Se +) Co (XI1.20) 


DE = De PU et m; pour le profil donné avec des 
angles d'incidence inférieurs à la valeur critique sont des grandeurs 
constantes, alors en vertu de la relation (XII.20) on peut conclure 
qu'il existe sur le profil un point disposé sur l’axe des x; d’abscisse 
Z1 = Zyr, le moment par rapport auquel M; ne dépend pas de l'angle 
d'incidence. Ce point est dit foyer d'’aile. Pour la détermination 
de son abscisse, il faut, compte tenu de ce que C, = fi (&), rendre 
nul le facteur de C, dans (XI1.20), c'est-à-dire 


dm. 


Ti — dc, , (XIT.21) 


le moment par rapport à ce point est 


Comme 


Mi=m:, 2 Sb. (XI1.22) 
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Dans l'écoulement autour de l'aile en l'absence d’une surface 
libre du fluide, sans cavitation et dans les conditions où le fluide 
est considéré comme incompressible, les fonctions C, (æ), C, (æ), 
m., (æ) et Cn (&) sont considérées comme indépendantes de la vitesse 
du mouvement, c'est-à-dire l'on considère ces coefficients comme 
automodelés, identiques pour les prototypes et leurs maquettes. 
La condition d’automodelage peut être considérée comme observée 


Fig. XII.S 


si au cours des essais des maquettes d'ailes on obtient la correspon- 
dance des régimes d'écoulement dans leur couche limite aux condi- 
tions réelles, c’est-à-dire on obtient des valeurs suffisamment gran- 
des des nombres Re au cours des essais des maquettes d'ailes dans 


les laboratoires Re — 2e? > (4 = 1,5) -101. 


Les caractéristiques hydrodynamiques des ailes pour une forme 
invariable de leur profil dépendent notablement de leur allonge- 
ment relatif À. La fig. XII.8 montre l’influence de la variation de 
l’allongement relatif sur les valeurs des coefficients C, et C, d'une 
aile rectangulaire en plan. Une particularité caractéristique des 
ailes de faible allongement est l'augmentation de l’angle d'incidence 
critique, la diminution des valeurs dC,/da et l'accroissement des 
coefficients de traînée au fur et à mesure qu'on diminue l’allonge- 
ment. Avec des valeurs très faibles de À on observe une perturbation 
de la dépendance linéaire C, (æ), c'est-à-dire qu'on ne peut consi- 
dérer la dérivée dC,/da comme une grandeur constante pour les 
différents angles d'incidence de l'aile. 

Une grande influence sur les caractéristiques hydrodynamiques du 
profil peuvent exercer les frontières de l'écoulement. 
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La fig. XII.9 montre les courbes qui caractérisent l'influence 
exercée par une paroi plane solide sur C, de l'aile. 


L'influence de la surface libre 
du liquide sur les caractéristi- 
ques d’une aile portante se dépla- 
çant avec de grands nombres 
de Froude est montrée sur la 
fig. XI1.10. Comme il ressort de 
la figure, le coefficient de portan- 
ce et l’angle &) diminuent au fur 
et à mesure de la diminution de la 
profondeur d'immersion de l'aile. 

Pour augmenter l'efficacité 
des ailes, on recourt aux dispo- 
sitifs spéciaux tels que volets de 
bord d'attaque et volets de cour- 
bure. En tournant le volet de 
courbure on peut varier la ligne 
moyenne du profil. Les caracté- 
ristiques du profil avec volet de 
courbure dépendent de l'angle de 
pivotement 6. du volet de cour- 
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Fig. XITI.9 


bure (fig. XII.11) pour un angle d'incidence invariable du profil 
principal. L'utilisation du volet de bord d'attaque permet de créer 


fr=Const 


Fig. 


XII. 1U 


des déflexions favorables du courant sur le profil principal et 


d'accélérer l'écoulement dans la 


couche limite sur l’extrados. 


Dans un certain nombre de cas, il est nécessaire de déterminer 
les caractéristiques des ailes dites en attaque oblique ; le bord d’atta- 
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que de ces ailes n’est pas perpendiculaire à la vitesse à l'infini 
mais forme avec la perpendiculaire à la vitesse v, un angle de glis- 
sement ”# (fig. XII.12,a). Dans ce cas, en décomposant la vitesse 
à l'infini en deux composantes: longitudinale v. sin y et perpendi- 
culaire vx cos 4 à la génératrice de 

l’aile, nous remarquons que l’écoule- a) AN 
ment longitudinal autour de l'aile rec- ———— 

tangulaire ne s'accompagne pas de 
l'apparition de vitesses induites. Les 
vitesses induites n'apparaissent qu’au 
prix de l’écoulement autour du profil 
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Fig. XII.11 Fig. XII.12 
transversal (normal) de la section de l'aile. Ainsi, la portance hydro- 


dynamique de l'aile en attaque oblique dépend en réalité de la 
vitesse à l'infini pour ses sections normales v., cos #, c'est-à-dire 


Ry= Cyn = cos" 4S. (XIL.23) 


En comparant cette expression avec celle qui est généralement 
utilisée pour le calcul de la portance (XII.2), nous obtenons que le 
coefficient de portance de l’aile en attaque oblique est 


Cy=Cyn COS Y; (XII.24) 


où C,, est le coefficient de portance du profil de la section normale 
de l'aile. 
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L'angle d'incidence a, de la section perpendiculaire à l’envergure 
! de l’aile en attaque oblique est 


a. — [e À 
PT cos x ? 
où « est l’angle d'incidence de la section de l’aile qui coïncide avec 
la direction de la vitesse v. de l’écoulement à l'infini. 

Comme le coefficient C, peut être obtenu par intégration des 
coefficients de pression sur la surface du profil de l’aile, la formule 
(XII.24) permet de supposer qu’une dépendance analogue existe 
également entre les coefficients de la pression des ailes en attaque 
normale p, et en attaque oblique p 


P= Pn COS* Y. (XIL.25) 

Cette égalité témoigne en particulier de ce que sur l'aile en atta- 
que oblique on observe une diminution de la dépression maximale 
de l’épure de pression. Grâce à ce fait, le début de la cavitation lors 
du mouvement d’une telle aile dans l’eau est un peu retardé par 
rapport à une aile normale. 

Les particularités indiquées de l'aile en attaque oblique peuvent 
être utilisées pour l'évaluation de l'efficacité des ailes en flèche, 
si leur envergure est suffisamment grande. Dans ce cas, le rôle de 
l'angle de glissement est assumé par l’angle de la flèche. La flèche 
des ailes contribue à l’augmentation des vitesses d'écoulement sans 
cavitation, ce qui est le cas, par exemple, des bateaux à ailes sous- 
marines. L'influence de l'angle de la flèche z sur le coefficient de 
portance de l’aile est montrée sur la fig. XI1.12,b. 
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Pour l'étude théorique et le calcul de la réaction hydrodynamique 
apparaissant lors de l'écoulement autour d’un profil de l'aile, on 
peut parfaitement se servir de l'hypothèse suivant laquelle le 
fluide est non visqueux. Commençons l'étude théorique de la réac- 
tion hydrodynamique par le cas où le profil de l'aile fait partie 
d’une grille d’aubes plane. Par grille d’aubes on entend le système 
d'un nombre infini de profils identiques distant également l’un de 
l’autre. La distance entre les profils £,. est dite pas de la grille d’aubes 
(fig. XII.13), et la ligne le long de laquelle sont disposés les profils, 
axe de la grille. Les grilles de profils trouvent un large emploi dans 
la technique. Si l’on trace coaxialement avec l’axe de l'hélice de 
bateau une section cylindrique de ses pales et si on la développe 
ensuite sur un plan, on obtiendra alors sur ce développement un 
système de profils sous la forme d’une grille. De façon analogue, on 
peut considérer comme une grille le système de profils dans les 
turbines à vapeur et hydrauliques, les pompes, etc. 
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La particularité caractéristique de l'écoulement à travers une 
grille d’aubes infinie est que la valeur et la direction des vitesses 
de l'écoulement à l'infini en amont et en aval de la grille sont dif- 
férentes. Ceci constitue la différence entre l'écoulement autour d’un 
profil dans une grille infinie et l'écoulement autour d'un profil 
isolé, dans lequel les vitesses à l'infini en aval et en amont sont 
égales. La propriété notée permet d'utiliser les grilles d’aubes en 
qualité d'appareil directeur. 


ÿ 


Fig. XI1.13 


En ‘écoulement autour d’un profil dans une grille on observe une 
périodicité dans la variation de la structure de l’écoulement le long 
de l’axe de la grille, car l’image de l'écoulement autour de tous les 
profils est identique. Ceci permet de se limiter par la suite à l'étude 
de la réaction hydrodynamique apparaissant sur un profil isolé 
de la grille. 

En supposant que l’écoulement autour de la grille s'effectue par 
un courant permanent de fluide non visqueux dont la vitesse à l’in- 
fini en amont de la grille est v, et à l'infini en aval v, nous allons 
utiliser pour la détermination de la réaction hydrodynamique 
R = iX + jY, apparaissant sur le profil, la loi de la quantité du 
mouvement (I1V.33) suivant laquelle en mouvement permanent 


p & LUn dS — — pndS — R. (XII.26) 
S S 
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Pour l’utilisation de cette loi, isolons une aire de référence fermée 
limitée extérieurement par deux lignes de courant correspondantes 
moyennes entre les profils BC et AD, ainsi que par les sections de 
l'écoulement AB et CD parallèles à l'axe de la grille. De l’intérieur 
la masse de fluide contenue dans la surface de référence est limitée 
par la surface du profil. Dirigeons l'axe des y le long de l’axe de la 
grille et l'axe des x perpendiculairement à celle-ci. 

En supposant que la pression dans l'écoulement loin en amont de 
la grille dans la section AB soit égale à p, et loin en aval de la grille 
dans la section CD égale à p;, et en représentant les vecteurs vites- 
se comme la somme de leurs composantes 


DERAESTA , | 
Va isa jvye, 

on peut écrire la relation (XI1.26) sous la forme suivante 

— pUnililer + OUxaValer = — Pirütgr— Pañaler — R. (XII.28) 


Ici on tient compte de ce que sur le tronçon AB 1a projection de la 
vitesse v, — —v,1, Sur le tronçon CD vw, — cv.» et le long de la ligne de 
courant et sur la surface du profil v, — 0; les forces de pression agis- 
sent suivant la normale intérieure à la surface ABCD et sur les 
tronçons des lignes de courant BC et AD les forces de pression sont 
égales, mais dirigées en sens contraire et les intégrales qui leur 
correspondent au second membre (XII1.28) s’annulent. Le dernier 


terme — R représente la réaction hydrodynamique cherchée agis- 
sant du côté du fluide sur le profil; le signe moins signifie qu'elle 


* 


est contraire à la force À agissant du côté du profil sur le fluide. 
En projetant l'égalité vectorielle (XI1.28) sur les axes de coordon- 
nées et tenant compte des signes des projections de la vitesse et des 
vecteurs unité de la normale, nous obtenons 


Pr (— Vhs + Uxe) = (Pi — P2) ler — À ; | 
Pler (— Vrnys + Vxabye) = — Y. 


Pour déterminer les relations supplémentaires entre les grandeurs 
intervenant dans ces formules, faisons appel à l'équation de conti- 
nuité. Suivant cette équation, une égalité des débits de fluide 
à travers les sections AB et CD doit s’observer, étant donné que BC 
et AD sont des lignes de courant. En tenant compte de ce fait, nous 
obtenons 


(XII.27) 


(XII.29) 


Vrilgr — Uxolpr 


c’est-à-dire les vecteurs vitesse , et v2 ont des projections égales 
sur l'axe des zx 


Ux4 = Ugo e (XII-30) 
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Pour exprimer la liaison entre les pressions p;, et p>, appliquons 
l'équation de Bernoulli aux points B et C disposés sur la ligne de 
courant 


o 


P+Ei= po + . - 


En tenant compte de ce que 1 = 5, + ui, et w = ur, + vi, 
et en utilisant la relation (XII.30), nous trouvons 


Pi Pa (véto, — vi, —vi) = (vi, vi). (XIL31) 


Introduisons maintenant le vecteur de la vitesse moyenne de 
l'écoulement à l'infini vo, en entendant par-là la moyenne géométri- 
P y 
que des vecteurs 1, et 


Do EE — Gore jUye, (XII.32) 
où, compte tenu de (XII.27) et (XII.30), 
Uxo — x, — Us ; 
La + Ve (XII.33) 
Uy0 = —— : 


En utilisant les formules (XII.30), (XII.31) et (XII.33), on 
peut déterminer les projections À et Ÿ de la réaction À d’après 
(XI1.29) 


À = Pl erl yo (Vyz — Lys) ; | (XIT.34) 


V= — PlerVxo (Luz — Vin). 


Maintenant calculons la circulation de la vitesse T le long du 
contour ABCDA, en le contournant de manière que le domaine 
intérieur soit disposé à gauche, c’est-à-dire dans le cas donné dans le 
sens inverse des aiguilles. Cette circulation sera égale à la circula- 
tion autour du profil dans la grille. En calculant la circulation le 
long des tronçons de la ligne de courant AD et CB, il faut tenir 
compte de ce que les intégrales de contour sur ces tronçons sont 
égales, mais de signe contraire, c’est-à-dire s’annulent mutuelle- 
ment, et alors on obtient finalement 


V'=(vy: — vys) tigre (XIL.35) 


De cette relation on voit que si les vitesses loin en amont vw 


et loin en aval v: de la grille sont égales, alors v, = v,,, la circula- 
tion autour du profil dans la grille n’a pas lieu et par conséquent, 
en vertu de (XI1.34), la réaction agissant sur le profil est nulle. 
Dans ce cas la grille ne dévie pas l'écoulement. 
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En utilisant la relation (XII.35), nous obtenons les expressions 
suivantes pour les composantes de la réaction 


X=puT : (XIL.36) 
Y—= pur. (XIL.37) 


En définitive, en calculant le module de la réaction, nous trou- 
vons 


|R|=ET }' Lé,+vi, = pur. (XI1.38) 


On peut déterminer la direction de la ligne d'action de la réac- 
tion si on multiplie les égalités (XI1.36) et (XII.37) par v., et v,, 
et en les additionnant. Finalement on a 


X Lao Yüy—0. (XIL.39) 


Cette condition signifie que le vecteur de la réaction est per- 
pendiculaire au vecteur vo. L'expression (XI1.38) permet de formuler 
le théorème de Joukovski pour le profil de la grille: dans l’écoule- 
ment autour d’un profil de la grille sur celui-ci apparaît une réaction 
hydrodynamique égale pour l'unité d'envergure au produit de la 
densité du fluide, de la circulation de la vitesse autour du profil et 
de la vitesse moyenne de l'écoulement en amont et en aval de la 
grille; on peut déterminer la direction de cette réaction si l’on 
tourne le vecteur de la vitesse moyenne v, de 90° dans le sens inverse 
à la circulation. 

Comme pour la déduction de la formule (XII.38) on a examiné 
seulement les surpressions hydrodynamiques, dans les calculs de la 
valeur globale de la réaction du fluide il est indispensable d'ajouter 
à la force R le vecteur de la poussée d’'Archimède. Ce théorème 
permet de passer au théorème de Joukovski pour le profil isolé 
examiné au ch. VI. Pour cela, il faut tenir compte de ce que l’écou- 
lement autour d'un profil isolé peut être examiné comme le cas 
limite de son écoulement dans la grille lorsque le pas de Ia grille 
tend à l'infini. Dans ce cas, la vitesse de l'écoulement à l’ infini en 
amont et en aval du profil est la même, c'est-à-dire , = we = Lx 


et la circulation l se détermine comme pour le profil dans un fluide 
à l'infini, c’est-à-dire de (XII.38) 


| R|=pv«r. (XIL.40) 


Ce résultat correspond à la formule (1V.17) obtenue par une autre 
méthode. Le théorème de Joukovski, publié par lui pour la première 
fois en 1906, a une importance fondamentale dans l'élaboration de 
l'hydroaérodynamique de l'aile et de la théorie de l'écoulement de 
n'importe quels corps qui créent une force sustentatrice hydrody- 
namique. Pour cette raison, dans de nombreuses recherches ulté- 
rieures ce théorème a été étendu aux différentes conditions spéciales 
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d'écoulement autour des corps ou des particularités hydrodynami- 
ques. L'exemple d'une telle généralisation est le théorème de Jou- 
kovski pour le profil de la grille examiné ci-dessus. 

Considérons le cas particulier du théorème de Joukovski. Lors de 
recherches théoriques, il arrive souvent à examiner l'écoulement. 
autour d’un tourbillon disposé dans un écoulement plan de fluide 
hétérogène potentiel. Calculons la réaction hydrodynamique qui 
apparaît dans le cas où la circulation du tourbillon disposé en un 
point quelconque :, de la surface de la variable complexe = consti- 
tue une valeur l. Si la fonction caractéristique de l’écoulement plan 
hétérogène potentiel, d’une vitesse finie au point z — z,, est connue 
w, (z), alors en utilisant le principe de la superposition des écoule- 
ments, on trouve que pour l’écoulement résultant la fonction carac- 
téristique sommée a la forme 


177 (3) = li ()+- In (z — 2). 


La vitesse complexe de l'écoulement est 


dw 7 | ; 
dd Tu De ER (XIL-41} 

Pour le calcul de la réaction hydrodynamique}R, utilisons la 
première formule de Tchaplyguine (VI.S8) 


X—iY=+ (+ ) dz, 
L 


où L est un contour fermé quelconque, entourant le tourbillon exa- 
miné. 

Décomposons la vitesse complexe dw:;/dz en série suivant les 
puissances 3— 7, en employant la formule de Taylor 


Be (+ et (È) eae 
XULA 2 


où (dw:/d:)1, (d’w./d:°);, etc., sont les constantes représentant les 
valeurs des dérivées de la fonction décomposée au point de coor- 
donnée complexe 3 = 21. 

En substituant (XII.41) dans la formule de Tchaplyguine et en 
tenant compte de la décomposition (XII.42), nous obtenons 


ire Q[ (+ (SE Leu 


Ha (Se) Ga + fé Cur43) 
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Dans cette expression, en vertu du théorème de Cauchy des 
résidus, par analogie avec la déduction de la formule (VI.13), de 
toute la somme des intégrales seule ne sera pas nulle l'intégrale qui 
contient dans la fonction sous le signe somme le facteur 5-1. Pour 
mettre en évidence ce terme de la somme, il suffit d'utiliser la for- 
mule binomiale connue de la décomposition 


DER EN M EN DEN RUES (XIT.44) 


= 
L 1 L 3 
æ 2 | 


En tenant compte de cette décomposition, il est facile de séparer 
dans la somme (XII.43) le terme contenant z-! qui détermine la 
réaction cherchée 


x—iy=ibretr (1), = (XIL.45) 


Etant donné que suivant le théorème de Cauchy 
$ = —2ni, 
J © 
alors finalement 


X—iY=ipr (9). (XIL.46) 

Cette expression est l'énoncé mathématique du cas particulier 
du théorème de Joukovski. Suivant ce théorème, la réaction hydrody- 
namique qui apparaît en écoulement autour d’un tourbillon hétéro- 
gène de circulation donnée F est proportionnelle à la masse volumi- 
que du fluide, à la circulation du tourbillon et à la vitesse de l’écou- 
lement hétérogène (dw;/dz); à l'endroit de la disposition du centre 
du tourbillon. La direction de la réaction peut être obtenue si l’on 
tourne le vecteur de la vitesse de l'écoulement hétérogène d’un 
angle de 90° contre la direction de la circulation. 

Le théorème de Joukovski pour un profil isolé (XII.40) permet 
à l'étude du fonctionnement des ailes d'introduire la notion impor- 
tante du tourbillon attaché à l'aile. 

Supposons que l'écoulement autour d’un profil d’un flux de 
vitesse à l'infini v, formant avec l’axe des x l’angle 8 s'accompagne 
de la formation de la circulation V. En examinant maintenant 
l'écoulement dans le plan de la complexe variable 3, plaçons au 


point z, de l'écoulement homogène de vitesse v. un tourbillon de 
circulation T égale à la circulation autour du profil considéré 
(fig. XII.14). La fonction caractéristique prendra alors la forme 


w (z) == Lost "#92 5 In (3 — 21) (XII.47) 
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et la vitesse complexe de l'écoulement global 
dw 


—i0 
Te = Vol! + k (XIT.48) 
ou en tenant compte de a décomposition (XII.44) 
du V2 1 , ls 1 
7e = Vose 60 Ho 2e .. (XII.49) 


Exigeons maintenant que les forces et les moments hydrodyna- 
miques qui apparaissent en écoulement du tourbillon et en écoule- 
ment autour du profil d’aile examiné soient égaux. Etant donné 


Fig. XII.14 


que la réaction hydrodynamique et son moment par rapport à l’ori- 
gine des coordonnées dans le plan z, aussi bien pour le profil que 
pour le tourbillon, se déterminent par les formules de Tchaplyguine, 
ces dernières peuvent être réduites à la forme (VI.15) et (VI.19) 


X —iY = — 2npAodÀ; ; 
M = — 2np Reel (iv<e-'04,), 


où À 0» A;, A2 sont les coefficients de décomposition de la vitesse 
eu série de Laurent (VI.11), alors l'égalité des forces et des moments 
de l'aile et du tourbillon peut être assurée si l’on exige que les 
coefficients Ao, A1 et A2 dans la décomposition de la vitesse en 
série soient égaux aux coefficients correspondants de la série (XII.49), 
à savoir: 

A9 = Vue 10 : 


r 
A1= 5: Ao=5+ . 
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Les deux premières égalités sont remplies suivant les conditions 
du choix de l'écoulement homogène et de la circulation du tour- 
billon. Cette dernière égalité permet de déterminer la coordonnée 
complexe 3, du point du plan en lequel il faut situer le centre du 
tourbillon suivant la forme du profil et de l’angle de son attaque, 
caractérisés par le coefficient A2 


27i A5 
F 


21 — (XII.50) 

La ligne d'action de la réaction hydrodynamique de l’aile passe 
par ce point du plan =. 

Le tourbillon avec circulation égale à la circulation de l'aile, 
contourné par un fluide de vitesse à l'infini égale à la vitesse d’écou- 
lement autour du profil et située en un point déterminé par la for- 
mule (XII.50) s'appelle tourbillon attaché d’un profil de l'aile. 

Par conséquent, du point de vue des forces et des moments qui 
apparaissent, l’action sur l'écoulement de l'aile est équivalente 
à l’action du tourbillon attaché. Le remplacement de l'aile par 
le tourbillon attaché donne un modèle physique très commode et 
dans de nombreux cas permet de simplifier la composition des 
schémas de calcul du mouvement des ailes. En effectuant ce rempla- 
cement, il faut se rappeler que les champs de vitesse et de pres- 
sion au voisinage immédiat du profil et de son image physique — 
tourbillon attaché — sont différents; cette différence s’atténue 
au fur et à mesure qu'on s'éloigne de l'endroit de leur disposition. 
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D'après le théorème de Joukovski, la portance hydrodynamique, 
apparaissant en écoulement autour d’un profil, est proportionnelle 
à la circulation de la vitesse l' autour d’une aile. Evidemment 
c'est ce facteur qui tient compte de l'influence de l'angle d'incidence 
et de la forme du profil sur la valeur de la portance créée. 

Pour la détermination de la valeur l’, il est indispensable de 
faire appel à une condition supplémentaire, outre la condition 
d’imperméabilité, caractéristique pour l'écoulement en des points 
de la surface du profil. Les observations sur l'écoulement autour 
des ailes ont permis à Tchaplyguine et Joukovski de formuler cette 
condition supplémentaire pour les profils avec bord de fuite aigu 
sous la forme suivante : en écoulement autour d'un profil son bord de 
fuite est contourné de façon régulière et la vitesse d'écoulement 
autour de ce bord a une valeur finie. 

Cette position porte le nom de postulat de Tchaplyguine-Joukovs- 
ki et, de même que le théorème de Joukovski, a une importance 
fondamentale pour la théorie de l'aile. Les caractéristiques des 


21—064 
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ailes. examinées au $ 76, attestent que ce postulat est appliquable 
en écoulement autour des profils pour des angles d'incidence inférieurs 
à la valeur critique; lorsque les angles d’incidence dépassent les 
valeurs critiques, l'écoulement régulier autour de l’extrados du 
profil est perturbé et l’utilisation de ce postulat devient impossible. 
Si l’on considère l'écoulement autour d’un profil dont les bords 
d'attaque et de fuite sont aigus, le postulat n’est appliquable qu’au 
bord arrière, vu que l’écoulement autour du bord d'attaque n'est 
pas toujours régulier. Pour les corps qui n’ont pas d’arête vive, par 
exemple les cylindres circulaires ou elliptiques, on n'arrive pas 
a formuler la condition analogue au postulat de Tchaplyguine- 
Joukovski, et la détermination de leur force portante au moyen de 
la formule de Joukovski amène des difficultés liées à l’indétermina- 
tion de la valeur calculée de la circulation. 

Examinons de quelle manière le postulat formulé peut être 
utilisé pour le calcul de la valeur l autour du profil. Du chapitre 
V on sait que pour le calcul de l'écoulement potentiel autour des 
contours plans d’un fluide parfait, une des méthodes les plus effi- 
caces est celle des représentations conformes. 

Notons les particularités caractéristiques de l'emploi de cette 
méthode pour l’étude de l'écoulement dans le plan z autour des 
profils à bord de fuite aigu. Etant donné que dans le plan auxiliaire 
de la variable complexe & on considère pour contour initial le cercle 
de rayon r, et l'écoulement avec circulation autour de ce corps avec 
une vitesse v.. dirigée sous l’angle & à l’axe réel, la fonction carac- 
téristique de l’écoulement autour de ce corps peut s’écrire sous la 
forme (V.54) 


œ ? 5 ! r æ 
D (Ë) = Vos (ge-ie+ à ia) In &. 


La circulation de la vitesse l' autour du contour initial suivant 
les propriétés de la représentation conforme est égale à la circulation 
autour du contour dans le plan de la variable :, c’est-à-dire du profit 
d'aile étudié. 

Si la fonction de transformation représentant le passage du 
profil de l’aile sur le cercle est écrite sous la forme d une série de 
Laurent (V.51) 


m Mo 
2= mat mo + + .…. 


alors la vitesse complexe d'écoulement autour du contour de l'aile: 
s'obtient de la formule 


dw __dw(®?) 1 - me. 
TH — de Pre . (XIL. 51) 
dé 
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La dérivée dw/dt représente la vitesse complexe de l’écoulement 
en des points du plan & autour du cylindre circulaire. Elle a par- 
tout une valeur finie et aux points critiques situés sur la surface 
du cylindre devient nulle. La dérivée de la fonction de transformation 
est non nulle dans tout le plan &, à l'exception des points dont les 
coordonnées complexes satisfont à l'équation 


T= f'(E)=0. (XII.52) 


Ce sont des points particuliers où la conformité de la représen- 
tation est perturbée ; ils sont des points de ramification de la fonction 


Fig. XIL.15 


de transformation. Pour obtenir à l’aide de la représentation con- 
forme à partir du contour d'un cercle le contour d’un profil à bord 
de fuite aigu, au point correspondant O- de coordonnée &, sur le 
cercle la dérivée de la fonction de transformation doit devenir nulle. 
Les autres points dont les coordonnées satisfont également à l’équa- 
tion (XII .52) doivent se trouver à l’intérieur du cercle, car autrement, 
d'après la formule (XII.51), dans l'écoulement autour du profil 
peuvent apparaître des points où la vitesse tendra vers l'infini. 
Si (fig. XII.15) la coordonnée complexe du point sur le cercle O- 
correspondant au bord de fuite aigu de profil O, 


Corot, (NII.53) 
et la vitesse complexe en ce point est 


duw (&) __ dw (Lo) 
dé dd ” 
alors suivant la formule (XI1.51) la vitesse sur le bord de fuite du 
profil est [dw (z)/dzl. — 0, c'est-à-dire le postulat de Tchaply- 
guine-Joukovski n’est pas rempli. La seule possibilité d'obtenir 
une valeur finie de la vitesse complexe sur le bord de fuite du profil 


27* 
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consiste à exiger que la vitesse au point O. soit nulle. Cela signifie 
que pour satisfaire au postulat de Tchaplyguine-Joukovski, le 
point O. du cercle correspondant au bord de fuite du profil O: doit 
être critique. On sait que les déplacements de la position des points 
critiques sur la surface d’un cylindre sont possibles si l’on choisit 
convenablement la circulation l' autour du cylindre. 

Par conséquent, pour obtenir la valeur de la circulation assurant 
l'exécution du postulat, il est indispensable de remplir la condition 

dw (Lo) 

En calculant la dérivée de la fonction caractéristique de l'écoule- 
ment autour d’un cercle, en y posant Ë& = ë, et ensuite en l'égalant 
à zéro, nous obtenons l'équation suivante déterminant la valeur 
de la circulation: 

_i Vootrèe it Tr 1 
d'où 
| Lao: 2ririe ® 
T = — Vooge EDR + ———— 
-0 

En remplaçant &, par sa valeur suivant (XII.53), et ve, sui- 

vant (V.59), nous trouvons 


T'—27ivszrom- (ea ao) — e—i(a-ao)), (NXITI.55) 
Si l'on tient compte que sin &« — _ (eiz — e-ia), alors 


= — ENT QUoozM-4 Sin (4 — Lo). (XII.56) 


Cette valeur de la circulation restera invariable également 
autour du profil au cours de la réalisation de la représentation 
conforme, et l'image de l'écoulement autour du profil avec une 
vitesse cv sous un angle & à l’axe des x satisfera au postulat de 
Tchaplyguine-Joukovski. La circulation autour du profil lorsqu'il 
est baigné par un fluide non visqueux déterminé par la formule 
(XI11.56) témoigne de ce que le potentiel de cet écoulement et par 
conséquent la fonction w (2) sont multivoques, tandis que le champ 
de la vitesse, c'est-à-dire la fonction dw/dz, est ici univoque. 

Arrêtons-nous d'une façon plus détaillée sur la possibilité de 
l'apparition de la circulation autour de l'aile dans le cas d’un fluide 
non visqueux. En effet, si au moment initial le profil se trouvait 
au repos et ensuite a subitement commencé à se déplacer avec une 
vitesse constante dans un fluide non visqueux, alors suivant le 
théorème de Thomson (voir $ 18) la circulation dans l’écoulement 
ne doit pas changer ; sa valeur est égale à celle qui a été au moment 
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initial, c'est-à-dire nulle. Cependant dans un mouvement du profil 
sans circulation la vitesse sur son bord de fuite aigu tend, suivant 
(XI1.51), vers l'infini et la condition d'écoulement régulier autour 
de lui n’est pas remplie. Si le processus a lieu dans un fluide même 
peu visqueux, alors dans le cas de la perturbation de l’écoulement 
régulier sur son bord de fuite apparaît un tourbillon qui en se déta- 
chant de celui-ci reste au point de départ de l'aile (fig. XI1.16). 
Ce tourbillon initial, se détachant au moment du départ de l'aile, 


(44 


VS 


Fig. X11.16 


s’appelle tourbillon d'établissement de courant. Il entraîne l'appa- 
rition autour de l’aile de la circulation [qui transforme l’écoule- 
ment autour du profil de façon que l'écoulement autour du bord 
de fuite devienne régulier. 

En examinant maintenant le contour C qui englobe l’aile et le 
tourbillon d'établissement de courant, il est facile de déterminer que 
la circulation du tourbillon d'établissement de courant est égale 
à — TV, car ce n’est que dans ce cas que la circulation totale dans 
le fluide est nulle et l'exigence du théorème de Thomson sur l'inva- 
riabilité de la circulation dans le temps dans toute la masse de fluide 
est observée. Les raisonnements énoncés permettent de compter 
qu'avec la variation de la vitesse du mouvement de l’aile ou de la 
variation de son angle d'incidence, de son bord de fuite doivent 
se détacher des tourbillons qui restent dans son sillage et compensent 
les variations de la circulation ayant lieu autour du profil. La 
présence de tels tourbillons, ainsi que du tourbillon d'établissement 
de courant avec des axes paralleles à l’envergure de l’aile a été 
déterminée expérimentalement dans le sillage derrière l’aile. 

Il est indispensable de faire quelques éclaircissements relatifs 
a la nature physique de la portance du profil apparaissant lors de 
son mouvement dans un fluide visqueux. On sait que l’écoulement 
d’un fluide dans la couche limite qui apparaît le long de la surface 
du profil est turbulent. Suivant le théorème de Stokes, l'intensité 
des tourbillons dans la couche limite du profil est égale à la circula- 
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tion de la vitesse l le long du contour qui englobe l'aile et sa couche 
limite. Au premier abord il serait naturel de déterminer la circula- 
tion autour du profil comme la somme des intensités des tourbil- 
lons formés par suite de l’influence de la viscosité dans la couche 
limite de l'aile. Cependant, une telle méthode de détermination 
de Fest actuellement difficile et de cette façon elle n’est pratique- 
ment pas utilisée. En tenant compte de ce que la couche limite est 
relativement mince, on trouve possible d'examiner le mouvement 
du profil avec circulation l, mais dans un fluide non visqueux, 
déterminé par le postulat de Tchaplyguine-Joukovski. Les valeurs 
de la portance obtenues à cette admission sont proches des valeurs 
expérimentales. 

La résistance du profil, déterminée sous l’hypothèse de l'écoule- 
ment autour de lui d'un fluide non visqueux, est nulle, c'est-à-dire 
que le paradoxe d’Euler-d’Alembert est vrai. Pour calculer la résis- 
tance réelle en mouvement du profil, il faut utiliser les méthodes 
élaborées dans la théorie de la couche limite. Dans ce cas la résistance 
du profil de l'aile d’allongement infini se compose seulement de la 
résistance de viscosité. 


$ 79. FORMULES THÉORIQUES GÉNÉRALES DE LA FORCE 
SUSTENTATRICE HYDRODYNAMIQUE ET DU MOMENT 
DU PROFIL 


Considérons maintenant comment se détermine la force sustenta- 
trice du profil d’aile si l’on utilise le théorème de Joukovski. Pour 
cela, il suffit de tenir compte de ce que la formule de Joukovski pour 
un profil isolé détermine une réaction hydrodynamique conjointe 
X — iY. La vraie réaction À +iŸ est dirigée perpendiculairement 
à la vitesse de l'écoulement à l'infini, c’est-à-dire dans le système 
de coordonnées aérodynamiques représente la force de sustentation 
R,. Par conséquent, 


LRyl=|X+iYI=IX —àiYT |. 
En utilisant la formule (VI.15), en y substituant l'expression 


de la circulation (XI1.56) et en tenant ensuite compte de ce que pour 
le profil vx: — +, nous obtenons une relation générale suivante: 


X—iY = —ipr.erieT —=iparrovsm 1e ie sin (a —«o). (XII.57) 


D'où l’on voit que le module de la force sustentatrice du profil 
rapporté à l'unité de son envergure est 


LR, |=pärrowvèm.; sin (4 — &). (XII.58) 
La force sustentatrice du profil en vertu de cette relation devient 


nulle, quand & — @&o; par conséquent, l’angle &, détermine la direc- 
tion de l’axe de portance nulle. En écoulement autour du profil 
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le long de cette direction, la circulation autour de celui-ci n’appa- 
raît pas, bien que l'écoulement autour du bord de fuite soit régulier 
avec une vitesse finie. 
Si la corde du profil est b, alors le coefficient de portance est 
| Ryl 


Cy= = 8m © sin (4 — &o) (XTI.59) 


ou avec de faibles angles d'incidence quand sin (&œ — &o) Æ & — @& 


Cy=8nm_ (&œ — 9) (XIL.60) 
et 
dC re 
—— == Sam — . (AIL.61) 


La relation (XII.60) confirme la présence d’une dépendance 
linéaire entre le coefficient C, et l'angle d'incidence, révélée dans 
la zone des angles d’ incidence inférieurs à valeur critique au cours 
de l’analyse des résultats des expériences. Dans la région des angles 
d'incidence critiques et supercritiques, les formules obtenues ne 
sont pas appliquables. 

Pour la détermination du moment hydrodynamique du profil 
par rapport à l'origine des coordonnées du système des axes zoy 


dans le plan de la variable complexe 3, il faut utiliser la formule 
(VI.19) 


M = — 2np Reel (iv.e-4,), 


où À»: est le coefficient de 3-* de la décomposition de la vitesse com- 
plexe d'écoulement autour du profil en série de Laurent (VI.11) 
suivant les puissances 1/5. 

Pour déterminer ce coefficient, on doit examiner l'expression 
de la vitesse complexe d'écoulement autour du profil. D’après 
la formule (XII.51), en calculant la dérivée de w (£) et en tenant 
compte du remplacement Uxs = M0, Nous obtenons 


= (v<mete — er € ist. + )Æ.  (IL62 

Pour ce qui suit, il est indispensable de remplacer dans cette 

relation & par :. Pour cela, il est avantageux de représenter la fonc- 

tion de transformation sous la forme d’une série (V.51), en la trans- 

formant toutefois en dépendance à = f, (z). À cet effet il faut ef- 
fectuer la transformation de la série 


Sn rot +. (XIT.63) 
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De la théorie des séries on sait que les coefficients des séries 
initiale et transformée sont liés par des relations 
1 mo , 
LC" nr ; No — M , = — M... (XII.64) 
Par conséquent, la dérivée de la fonction de transformation 
pourra s’écrire sous la forme 


de m1 RU (XI1.65) 


22 77 muy = 


et les facteurs + et = , en utilisant la relation (XI1.62) et la formule 


de la décomposition  binomiale (a + b)" — a" + na"-1b + 
1 n(n—1) n-219 
7 5] a #b° + _. 


1 __ 1 no _ À mi, 

& — n_4s n°,2° EH m_{ 2 ‘°° nn 
1 _ mi (XIL.66) 
o? ” n-122 e © © — 22 e e 


En substituant dans la formule (XII.62) les relations (XII.65), 
(XI1.66) et en groupant les termes en z à exposants identiques, on 
peut l'écrire sous la forme d’une série 


dw _. r | a 2 2 [mo 1 
= Vale ie — (m_umvse A — ME OU Et + GS )=+ . 
(XI1.67) 


En comparant cette expression avec la série (VI.11), nous trou- 
vons que 


Aa = MM Voce Tia — ME SV oeit TO (XII.68) 


En substituant cette valeur de A: dans la formule (VI.19). 
il vient 
M =pReel(—im_imuñe” #27 — Tremoe” it).  (XII.69) 


Dans ce cas on a tenu compte de ce que le coefficient m_, est 
réel, positif, et par suite le terme qui correspond au second terme 
de la formule (XI11.68) dans l'expression du moment, n’a pas de partie 
réelle. Pour le calcul du moment M, de la réaction hydrodynamique 
par rapport à un point quelconque de l’espace de coordonnée 3, = 
— Zi + iys, il faut faire appel à la formule bien connue de la mé- 
canique 

Mi=M—xY <+yix (XII.70) 


dans laquelle les deux derniers termes peuvent être représentés 
sous la forme 


Xy,—Y r, —=Reel [ — éz: (X — iY )|}, 
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c'est-à-dire si l’on tient compte de la formule de Joukovski 
Mi= —pReeli(m_imvie-2ietTuse- mot ziiveoe"T). (XII.71) 
En remplaçant ici l en vertu de la formule (XI1.55). nous obte- 
nons finalement 
M,= — 2rprvim., Reel i {[mi—ro(mo—z)etæ]e-*ia LE 
+ ro(Mo— 21) e-*i20}. (XI1.72) 


Cette formule permet de déterminer le moment du profil par 
rapport au bord d'attaque, si par z, on entend la coordonnée com- 
plexe z,, de l'origine des coordonnées liées au profil. Le coefficient du 


moment de profil par rapport au bord d'attaque est dans ce cas 
M: 
M. =— 


9 


— — Reel à {[m: — To (Mo —z;,)etwe-?is L 


ro (Mo — 21,) e 7210}. (XIL.73) 


Elucidons les conditions où la valeur du moment ne dépend pas 
de l’angle &. A cet effet, il faut que dans l'expression (XII.72) 
le terme contenant le facteur e-2iz soit nul 


Mi — ro (Mo— Z1) exo —(), 
d'où il suit que 
Z1= Mo — e-i@o, (XIT.74) 
0 


On sait que le point par rapport auquel le moment ne dépend 
pas de l'angle d'incidence du profil est son foyer; par conséquent, 
la formule (XII.74) détermine la coordonnée complexe du foyer 
du profil. 

‘En remplaçant z, dans la formule (XII.72) par sa valeur tirée 
de (XI1.74), nous obtiendrons l'expression du moment M, — M4 par 
rapport au foyer du profil 


Mi — 2rpm_ivs Reel (im,e-=ixo), (XIL.75) 


De (XI1.75) on voit que la valeur M}, ne dépend pas de l’angle 
d'incidence. Ce résultat a été obtenu par Tchaplyguine et énoncé 
sous la forme du théorème suivant : les forces de pression du fluide 
agissant sur un profil peuvent être ramenées à la force portante appli- 
quée au foyer et au couple dont la valeur du moment ne dépend pas 
de l'angle d incidence. 

Trouvons l'équation de la ligne d'action de la force de sustenta- 
tion. Pour cela introduisons le système de coordonnées z*, y* avec 
l’origine 0, au foyer du profil et l'axe des z* dirigé le long de l’axe 
de portance nulle. Dans ce cas 3, = 0 et &o = 0, c’est-à-dire d’après 
(XII.74) m1 = moo. Utilisons la formule du moment de la force 
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connue de la mécanique 
Miy=z"Y —y*"X ; 
en la portant dans le premier membre de l'équation (XI1.75), en 


exprimant les composantes de la réaction X et Y suivant (XII.57) 
et en tenant compte également des valeurs indiquées ci-dessus 


ÿ 
# y* 
À 
MTS es x 
(4e 
œ \\ 
x* 
Væ 
\ 


Fig. XII.17 


Go et m1, nous obtenons l'équation suivante de la droite représen- 
tant la ligne d'action de la force portante 


z* sin acosa—+y* sin? a— — Reel (=) . (XII. 76) 


Maintenant on peut établir l'équation de l'enveloppe des lignes 
d'action de la force portante pour divers angles d'écoulement autour 
du profil. Pour cela on doit dériver la relation (XII.76) par rapport 
au paramètre «& 


x* (cos® a — sin «)<+ y*2 sin & cos a —0 (XII.77) 


et éliminer « des relations (XII.76) et (XII.77). Finalement on 
obtient 


z** = 2y* Reel (im) + [Reel (imo)]*. (XII.78) 


Cette équation décrit une parabole dont les branches sont symé- 
triques à l’axe des y* (fig. XIL.17) ; son foyer est le foyer du profil. 
La force portante du profil est dirigée suivant la tangente à 
cette parabole, appelée par Tchaplyguine parabole des métacentres 
de l'aile. De la fig. XI1.17 il apparaît qu’en présence de la parabole 
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des métacentres le point D d'’intersection de la ligne d’action de la 
force portante avec la corde du profil pour différents angles d’inci- 
dence occupe des positions différentes, c'est-à-dire le centre de pous- 
sée se déplace avec la variation de l'angle d'incidence du profil. 
Pour que la position du centre de poussée reste invariable avec la 
variation de l’angle d'incidence, la parabole des métacentres doit 
dégénérer en un point coincidant avec le centre de poussée et à la 
fois avec le foyer du profil. 


$ 80. ÉCOULEMENT AUTOUR DES PROFILS 
THÉORIQUES 


Passons maintenant à l’étude de l’écoulement autour des profils 
concrets présentant un intérêt pratique et de leurs caractéristiques 
hydrodynamiques. Parmi ces profils, on peut distinguer un grand 
nombre de profils dits théoriques, c’est-à-dire tels pour lesquels 
la fonction qui réalise la représentation conforme de leur extérieur 
sur l'extérieur d'un cercle peut être écrite sous la forme fermée. 
On rapporte à ces profils de nombreuses modifications de profils 
étudiés par Joukovski, Tchaplyguine, Mizes et autres auteurs. 

Une nombreuse famille de profils théoriques peut être étudiée 
au moyen de la fonction de transformation de Joukovski 


z=t+E, (XIL.79) 


où l, est un certain nombre positif réel. 
Les points singuliers de cette fonction de transformation s'obtien- 
nent en faisant nulle sa dérivée 


——1——, 


c'est-à-dire & — + /4. Ils sont disposés sur l’axe réel du plan & 
symétriquement par rapport à l'origine des coordonnées. L'équation 
{(X1I1.79) atteste que lim dz/dé avec & — œ est égale à l'unité. Cela 
signifie que l'utilisation de la fonction de Joukovski assure la cor- 
respondance de la valeur et de la direction de la vitesse de l’écoule- 
ment à l'infini dans les plans & et 3 (m_1 = 1). 


1. Ecoulement autour d'une plaque plane 

Examinons le cas d'application de la fonction de Joukovski 
à l'étude de l'écoulement autour d'une plaque plane située dans 
le plan z sur un axe réel, d’un fluide dont la vitesse v,, à l'infini 
fait l’angle & avec la plaque. 

Pour montrer que la résolution de ce problème au moyen de la 
fonction (V.59) est possible, examinons un cercle de rayon /, dans 
le plan & de centre à l’origine des coordonnées (fig. XII.18). Le 
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lieu géométrique des points correspondant à ce cercle est décrit 
par l'équation 
C—= lieio, (XI1.80) 


En la substituant dans la fonction de transformation, on trouve 
que 
22 —+#iy= lie L Jie-i0 — 2], cos «&. 


c'est-à-dire aux points du cercle correspondront dans le plan z les 
points avec les coordonnées z = 2/, cos 8; y = (. 


© 


Fig. XII.18 


Ces points sont disposés sur le secteur du tronçon deux fois 
traversé de l'axe réel, de longueur 4/;. c'est-à-dire qui correspond 
à une plaque plane infiniment mince avec deux arêtes vives. L’ex- 
térieur du cercle passe en extérieur de ce segment. L'intérieur du 
cercle suivant la ligne —21,, + 21, passe sur la seconde feuille rie- 
mannienne du plan z, qui dans le cas donné ne présente pas d'intérêt 
physique. En admettant ensuite 2; — a, on peut déterminer les 
valeurs des coefficients de la série (V.51) pour une plaque avec la 
corde b — 2a 

mat, Mmo=0, m=T—. (XIL.81) 

D’après le schéma général, utilisé pour la méthode des repré- 
sentations conformes, on peut obtenir la fonction caractéristique 
w (z) de l’écoulement autour de la plaque, si l'on élimine la variable 
& de la fonction de l'écoulement autour du cylindre circulaire de 
rayon ro qui, en tenant compte de la relation (XII.81) et en admet- 
tant ro — a/2, peut ètre représentée sous la forme 
W (£) = Vo (ge-+ eix) + L In &. (XII.82) 


27i 


Déterminons à l’aide de la fonction (XII.79) l'expression & = f (2) 


t=+(2+ V2? — a°). (XIL.83) 
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Par la suite on doit adopter dans celle-ci le signe plus, ce qui 
assure la correspondance des points infiniment éloignés des plans 
z et &. En substituant cette expression de & dans la formule (XI1.82) 
et ayant effectué les transformations, nous obtenons 


w (2) =vs (zcos « — i V 2° — a sin a)+3— In + (2H V2. at). 
(XII.84) 


Le premier terme de cette formule correspond à la fonction 
caractéristique de l'écoulement sans circulation autour de la plaque. 
En tenant compte de (XII.81) et de ce que le point du cylindre cor- 
respondant au bord arrière de la plaque a dans le plan à un angle 
polaire 0 — «&o — 0, on peut. en partant de la formule (XI1.56), 
obtenir la valeur de la circulation 


V = — 2nav, sin &. (XIL.85) 
La vitesse complexe d’écoulement autour de la plaque est 


du __., (cos ai — sine) + — - 
Je = Vo | cos i V5 il Di VE (XIT.86) 


ou en tenant compte de (XI1.85) 


d . e. = — Led 
= Lx COS & — Vs Sin & V: =. (XII.87) 


+ a 
Cette expression montre que sur le bord arrière de la plaque 
avec z = a la vitesse a une valeur finie 


dw r 
= —= Vo COS &. (XII.88) 
L’écoulement autour du bord avant de la plaque =: — — a n’est 


pas régulier, car la vitesse sur celui-ci, d’après (XI1.87), tend vers 
l'infini. Le point critique situé sur la surface de la plaque et sa posi- 


. o . ... du 
tion sont déterminés selon la condition _ — 


z—= a (sin*& — cos* @). 


Considérons le champ des vitesses induites en écoulement autour 
de la plaque 


En tenant compte de (XII.87), nous obtenons 


dw Q e > — . e. à — 
4 iv. sin a (1— I) =ivs sin a (y <-1) . 
z = -—a 2+a z— a 


(XIL.89) 
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Isolons les projections de la vitesse induite sur l’axe des coor- 


données. Pour cela introduisons les coordonnées polaires locales 
(fig. XII.18) 

z—a=rjeii; zLa—reitz; 
on peut alors écrire 


_6 
dw, 1702 


—  ,0 
_— . __. . . e r{ L 2 
De = Vxs — Wy, — Woo SIN Œ — I SIN & ri . 
Par conséquent, 


— ps Qi A : 0, — 0 e 


Dy,= Ve Sin @ (y = cos A1) 


a 
L°] 


(XI1.90} 


A l’aide de ces formules, il est commode de calculer les vitesses 
induites sur les côtés supérieur et inférieur de la plaque. Lorsque 
le point en lequel on calcule la vitesse se rapproche du côté supé- 
rieur de la plaque 606, 7x, 02: —>0; par conséquent, 


. 81 —0 0, — 0 
sin 1; cos 1 0. 


Lorsque ce point se rapproche du côté inférieur de la plaque 
0, —>— 7, 0: —+0, c'est-à-dire 
De 0. 


sin = 


He, _ 1; cos 


Dans les deux cas r, —a— zx; rs a + x. Par conséquent, 
les composantes tangentielles de la vitesse induite au-dessus et 
au-dessous de la plaque sont égales en grandeur et de signes opposés 


Ur, UV sin a JW; 
Xy+ Oo a+z' 


(XIT.91) 
. ad—Tz 
Uxy- = — Vo Sin & V = . 
tandis que les composantes normales sont identiques 
Dy,, = Vy_ = — Ve Sin &. (XIL.92) 


Cela veut dire que le secteur de l’axe réel — ar << a, où 
est disposée la plaque, est équivalent à la couche tourbillonnaire, 
à la traversée de laquelle la composante trangentielle subit une 
discontinuité. L’intensité de la couche tourbillonnaire y (x) est 
égale à la différence des vitesses tangentielles 


Ve Dry — Uri = — 20 Sin à ]/ = 
x 1- 1+ atz' 
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et de plus 
| vY(z)dz=T. 
—a 
L'intensité de la couche tourbillonnaire équivalente est nulle 


sur le bord arrière de la plaque et croît au fur et à mesure qu’on 
se rapproche de son bord avant. 


Fig. XII.19 


En employant la formule (XII.57), nous trouvons la réaction 
hydrodynamique conjuguée qui s’exerce sur la plaque 


X —iY — —ip2rnav,erit sin a, 
c'est-à-dire 
X = — 2npav,, sin° a ; XLL9S 
Y = 2npavi, sin & cos &. | (XH-95) 


Les formules (XI1.93) montrent qu’en sus de la composante de la 
réaction Ÿ normale à la surface de la plaque, due à la différence des 
pressions sur les côtés supérieur et inférieur de celle-ci, il apparaît 
une composante horizontale X dirigée dans le plan de la plaque 
(fig. XI11.19,a). Cette force s'appelle force de succion. Elle prend 
naissance par suite de la dépression infinie au voisinage du bord 
due à l’augmentation brusque de la vitesse dans cette région. L’appa- 
rition de la force de succion est signalée au cours des calculs théori- 
ques de l'écoulement autour des profils à arête avant vive et des 
surfaces portantes minces. L’apparition réelle (réalisation) de cette 
force dans l'écoulement autour du profil n’est possible que dans le 
cas où sur celui-ci il y a un domaine suffisant d'application des 
dépressions sur le bord d'attaque. On l’obtient par un profilage cor- 
respondant du bord avant. Si le bord avant n'est pas profilé, alors 
au cours de l'écoulement autour de l'aile la force de succion peut ne 
pas apparaître ou si elle apparaît, elle n’atteint pas sa valeur totale 
calculée théoriquement. 
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En cas d'un écoulement réel autour d’une plaque avec un bord 
avant extrêmement mince, quand la force de succion ne se mani- 
feste pas, il n'existe que la composante Ÿ perpendiculaire à la surface 
de la plaque (fig. XI1.19,b). Cette force constitue la projection sur 
la direction de la vitesse de l’écoulement 


R,=?Y sina—2np av, sin°& cos (XIT.94) 


qui représente une force de résistance supplémentaire (traïnée) 
qui augmente la résistance totale de l'aile. Dans ce cas, la valeur 
de la portance diminue également quelque peu 


R,y=Y cos a— 2npar sin a cos «. 


Joukoyski a, le premier, noté l'importance d'assurer les condi- 
tions contribuant à la réalisation de la force de succion de l'aile. 
Le coefficient de portance de la plaque est, suivant la formule 


(XI1.60), 


C,—=2nsina, (XIL.95) 
et sa dérivée suivant l'angle d'incidence, si l'on pose sin & = «@, 
dc, 
+9 
Ja = 27. (XII.96) 
Le coefficient de moment s'obtient de la formule (XII.73), 
en tenant compte de ce que 55,5 = — 4, 
EH 4 . a? a” 9; a 7] A 09 
M —= — 7,3 Reel il (++) e a+ |= — 7 Sin LL. 


Maintenant il est facile de trouver le coefficient du centre de 
poussée de la plaque 
TI . 
_ — 7? sin &@ COS œ ; 
CODE, —nsmece 4: (XI-97) 
Comme on le voit, le centre de poussée de la plaque est disposé 
à une distance de {/4 de la corde de son bord d'attaque et sa position 
ne dépend pas de l'angle d'incidence. 
La coordonnée du foyer se détermine par la formule (XI1I.74) 
suivant laquelle 
u= ——+ , (XI1.98) 
c'est-à-dire le foyer de la plaque coïncide avec son centre de poussée. 
Par conséquent, le moment de la force de sustentation par rapport 
au foyer est nul et la parabole des métacentres dégénère en un point. 
D'après les formules (XII.50), (XII.68) et la relation de la circulation 
Y nous trouvons la coordonnée du tourbillon attaché z = — _ . 
Sa position se confond avec le centre de poussée de la plaque. 
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2. Ecoulement autour d'un arc de cercle 

Pour résoudre au moyen de la fonction de Joukovski le problème 
de l'écoulement autour d’un arc de cercle disposé dans le plan z 
(fig. XITI.20). il faut tenir compte de ce que le profil en arc possède 
deux bords aigus. Cela veut dire que le cercle dans le plan auxiliaire 
& doit être tracé de manière qu'il passe par deux points de ramifi- 
cation + Z;. Plaçons le centre du cercle sur un axe imaginaire à 


Fig. XII.20 


une distance k£* de l'origine des coordonnées, alors son rayon ro sera 
0 


ro=V EL. (XI1.99) 


Par substitution directe des coordonnées des points du cercle 
disposé sur l'axe imaginaire À et B 


—= 1 (+ EL) ; 
(VE LES) 


dans la fonction de transformation (XII.79), on se convainc aisé- 
ment qu'elles passent sur le plan z en un point commun de coordon- 
née : — 2ik*. Par conséquent, l’arc dans le plan 2, correspondant 
aux parties supérieure et inférieure du cercle dans le plan Ë, passe 
dans le plan z par les points z = + 21, et 3 — 2ik*. Démontrons 
que cet arc est l'arc d’un cercle de corde b = 21,. A cet effet utili- 
sons une nouvelle forme d'écriture de la fonction de Joukovski 


z— 2 &— li 2 
= (5) (XI1.100) 
En résolvant cette équation par rapport à la variable :, on peut 


montrer son identité totale avec l'expression (XII.79) utilisée 
précédemment. 


28—064 
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En introduisant les rayons et les angles polaires des points du 
cercle et de l’arc étudié dans le plan :, on peut écrire 


z— 2l\=rieis1; C— Li —=peft; 
z+2l, = rie; C— li, —=preilz, 
c'est-à-dire l'expression (XII.100) prend la forme 


9 
TL pi quan (Pi) e2i (B-Ba. 
re pz 

En égalisant les arguments de ces expressions complexes, nous 
trouvons 


&i — Go — 2 (Bi — Be). 


Mais pour les points disposés sur le cercle, l’angle $ du sommet 
du triangle qui s'appuie sur la corde $ — B, — f; est une valeur 
constante. Par conséquent, la différence &, — &> est aussi une valeur 
constante pour un arc dans le plan 3, c'est-à-dire que cet arc repré- 
sente également une partie du cercle. On peut montrer que le rayon 
de cet arc est 

=. 

Le calcul des caractéristiques hydrodynamiques du profil en 
arc impose la détermination des coefficients de la série de Laurent 
pour la fonction de transformation. Il est indispensable de tenir 
compte ici qu'à la déduction des formules de calcul, on a supposé 
que le centre du cercle coïncide avec l’origine des coordonnées. 
La liaison entre les nombres complexes &£, pour lesquels l'origine 
des coordonnées est le centre de la circonférence ©, et les nombres 
& est telle que 

GC —ik*. 


En en déduisant la valeur & = £; + ik* et en la substituant dans 
la fonction de Joukovski, nous trouvons 
. [Hi 
En utilisant la formule de décomposition en série binomiale 
pour le dernier terme de cette équation, on a 
L° L°ik* 
3 — ik" = — + — . 
Gin + Gi SE 
c’est-à-dire 
m1, mo—=ik*, ml. (XII.102) 


Nous constatons en même temps que dans le système de coor- 
données &, la position sur la circonférence du point correspondant 
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au bord arrière de l’arc est caractérisée par l'angle —«,, et de plus 


LE = - (XIL.103) 


En tenant compte des relations (XI1.99), (XI1.102), nous obte- 
nons l'expression suivante de la réaction conjuguée: 


X—iY = —i4np | Ever it sin (ax), (XII.104) 
c'est-à-dire 


= — 4np V [LE vé sin a sin (a+ &o) ; (XII.105) 
Y'=A4np Ve vé cos a sin (a+). (XI1.106) 


La force X représente la force de succion du profil en arc. 

Ces formules montrent qu'avec & = 0, c'est-à-dire en écoulement 
le long de la corde, la force de succion du profil en arc est nulle. 
Dans ce cas a lieu l'écoulement régulier non seulement autour du 
bord arrière mais aussi autour du bord avant du profil. L’écoule- 
ment pour lequel dans la région du bord avant aigu il n'apparaît 
pas de vitesse théoriquement infinie est dit conventionnellement 
sans chocs. 

Le coefficient de portance de l’arc suivant la formule (XII1.60) est 


D - k% 12. 
Cy=22) 1+ (+) sin (a +-&o) 
ou avec de faibles angles d'incidence 


Cy= 27 VF 14 (a+ ao). (XII.107) 

La comparaison de cette dernière égalité avec la formule 

(XI1.95) montre qu avec le même angle d'incidence &, le profil en 

arc crée une portance plus grande par rapport à la plaque plane. 

Par conséquent. en donnant au profil la courbure de la ligne moyenne, 
on en augmente sa portance. | 

L'axe de portance nulle correspond à la direction de l’écoule- 


ment autour de l’arc sous un angle d'incidence & — — &o. 
Le foyer du profil en arc est disposé en un point de coordonnée 
- UE . c 
ZT — © 100 D ik* — Lieico, (XIT.108) 
Vite 


Si l'on tient compte de ce que l/, sin & &k*, alors z  Ææ14. 

L'équation de la parabole des métacentres dans le cas donné 
prend la forme 

2 — —ykt Lt, 

Les lignes d'action de la force portante, tangentes à cette para- 
bole, pour différents angles d'incidence traversent la corde de l’are 
en différents points. Cela signifie que le centre de poussée du profil 
considéré change sa position suivant l'angle d'incidence. 


28* 
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3. Profils de Joukovski 

La fonction de transformation de Joukovski (XI1.79) permet 
d'effectuer l’étude de l’écoulement autour d’une famille de profils 
ayant une épaisseur finie et un bord d'attaque arrondi. Pour cela 
il est indispensable de disposer le cercle de rayon r, dans le plan 


Fig. XII.21 


auxiliaire € de manière qu'il passe par le point singulier de la repré- 
sentation conforme, correspondant au bord de fuite aigu du profil, 
et que le second point singulier se trouve à l’intérieur du cercle. 

Comme on le voit de la fig. XII.21, on peut l'obtenir si l’on 
choisit le point o, comme centre du cercle et si l'on pose le rayon 
ro égal à 


ro=V ER +ns. (XIE.109) 
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Dans ce cas, la liaison entre les coordonnées complexes & et 
6, qui ont pour origine le point o,, se détermine par la relation 


Ca — ik — nei (ro), 
c'est-à-dire 
C—=G—ikt — nec, 


En substituant cette expression dans la fonction de Joukovski, 
on trouve 


. l° 
Zz2—=ÈQ KE — neo LL lt" —, 
Gi+ + La + ik® — ne ia 


(XI1.110) 


En décomposant ce dernier terme suivant la formule du binôme, 


nous obtenons 
| | 2 2 (ik — n%e 1%) 
2—= C—ik* nee ti HE .. 
1 î 


Par conséquent. les coefficients de la fonction de transformation 
dans le cas donné sont de la forme 


m1, mo—=ik*—n'e-ico, m—r;. (XII.112) 


(XI1.141) 


Les valeurs des grandeurs m_1, m1 et &«, du profil de Joukovski 
sont les mêmes que celles du profil en arc, qui représente la ligne 
moyenne du profil de Joukovski. Avec #* — 0, la transformation 
(XI1.110) permet d'obtenir un profil symétrique, le gouvernail 
de Joukovski. 

Les particularités géométriques essentielles des profils considérés 
consistent en ce que leur section d'épaisseur maximale se trouve 
à une distance du quart de la corde du bord d'attaque et que sur 
le bord de fuite l’angle entre les tangentes à ses côtés supérieur et 
inférieur est nul, ce qui rend difficile l'emploi pratique de ces profils. 

La longueur de la corde b = :4 — z4 du profil peut être obtenue 
en déterminant 5, et 54 par la substitution dans la fonction de trans- 
formation des coordonnées qui leur correspondent &, = /, et 


Ep = — (ro + n*) cos &, c'est-à-dire 
On*° - k 
—9 9 PE 
b—=21+ 24, | 14 ss 4h (XI1.413) 
Où ru — } lg + k*?, COS Go — Li/Tos. 


Le profil de Joukovski peut être construit géométriquement. 
Pour cela, il suffit de tenir compte de ce que sa coordonnée complexe 
peut être obtenue comme le résultat de l’addition géométrique des 
segments * et L°/£ correspondant au point donné P du cercle auxi- 
liaire dans le plan &. Les segments l'/à s'obtiennent par inversion, 
c'est-à-dire à l’aide de la relation 
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De la théorie des représentations conformes, on sait qu'avec 
une telle transformation le cercle auxiliaire se transforme en un 
autre cercle ayant avec le cercle initial le point commun ë = /.. 
Le centre du nouveau cercle est disposé au point o* de l'intersection 
du segment 0,4 avec la ligne qui s'obtiendra comme l’image reflétée 
du segment 00, par rapport à l'axe imaginaire. 

Le nombre complexe £*, correspondant au point donné P, avec 
l'angle polaire 8 du cercle initial se détermine comme le segment 
oP* dont l'angle polaire est égal à — 6. Alors, comme on le voit 
de la fig. XII.21, la coordonnée complexe 3 du point du profil cor- 
respond au sommet du parallélogramme avec la diagonale 


—= oP+oP*. 


En utilisant les valeurs (XIL. 112) des coefficients de la fonction 
de transformation et l'expression (XI1.113) de la corde, déterminons 
le coefficient de portance du profil 


Cy=2n[ y 1+ (V4 | sin (@+00) & 
27 (1+7) (aa). (XIL.114) 


La présence du paramètre n*/l,, qui détermine l'épaisseur rela- 
tive du profil, augmente le coefficient de portance du profil par 
rapport à sa valeur pour le profil en arc ayant le même angle @&, 
c'est-à-dire une courbure relative identique. 

Le foyer du profil est disposé au point 


2 = ik* — nte-iso — "À eic, (XII.115) 


et le moment par rapport au foyer 
Mi = — 2novil?sin 2% (XI1.116) 


est égal au moment du profil en arc avec le même angle &o. Dans le 
cas du profil symétrique de Joukovski &o = 0 et M; = 0; cela 
signifie que le foyer du profil symétrique coïncide avec son centre 
de poussée, comme dans le cas d’une plaque plane, c’est-à-dire le 
centre de poussée ne change pas sa position avec la variation de 
l'angle d'incidence. 

La construction des profils théoriques, pour lesquels l'angle entre 
les tangentes tracées sur le bord de fuite n’est pas nul, peut s'effectuer 
à l'aide de la fonction de transformation généralisée 


2— Xl; _ C— dl, * . 
2 + Xi = ( tu ’ (XIT.117) 
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Avec x = 2 cette fonction se transforme en expression qui a été 
déjà utilisée auparavant (XI1.100), c'est-à-dire en fonction de trans- 
formation de Joukovski. 

Les points singuliers de la fonction (XI1.117) sont toujours les 
points & — + Z qui dans le plan z passent dans 5: = + %x/,. Pour 
étudier les propriétés de la fonction introduite, faisons appel, com- 
me pour l'étude de la fonction (XII.110), aux coordonnées polaires 
en y remplaçant le facteur 2 par la grandeur x. En portant des valeurs 
ainsi obtenues dans (XI1.117), il vient 

TL e-itar-a2 = (PL )T gix(Bi-Be, (XI1.118) 
re P2 
c'est-à-dire 
y — Lo — 4 (B; — B>). (XI1.119) 


11 résulte de cette égalité que les points situés sur le cercle dans 
le plan £ qui passe par £ — + l4, après leur représentation dans 
le plan :, appartiendront également aux arcs de cercle passant par 
z—= + Xl (fig. XII.22). Ces arcs forment un profil avec deux 
arêtes vives, dit dièdre. L'angle intérieur à entre ces arcs peut 
être déterminé si l’on admet dans le cas le plus simple que le centre 
du cercle dans le plan & coïncide avec l'origine des coordonnées. 
Alors, comme on le voit de la fig. XII.22, au point À, en se 
rapprochant de ce point d'en haut suivant le cercle, B, — x, B: +0 
et dans le plan 5& —+ 0, c’est-à-dire en vertu de (X11.119) &;, — «71/2. 

En se rapprochant de ce même point d’en bas, B, — — x/2, 
Bo —0, > —0, c'est-à-dire @; —— xx/2. Mais dans le plan 
z à la différence des angles &; correspond au point À l’angle 2x — 6, 


‘ TT ‘ 
2x — —= 21 — 6. 


Par conséquent, 
Ô—n(2—%x»). (XI1.120) 


Cette expression de &, valable aussi pour une autre disposition 
du centre du cercle, est caractéristique pour les propriétés géomé- 
triques des profils obtenus à l’aide de la fonction (XI1.117). Si x — 2, 
Ô — 0, ce qui est caractéristique, comme nous l'avons déjà noté 
ci-dessus. pour les profils de Joukovski. 

Pour obtenir des profils à une arête vive, il faut tracer le cercle 
dans le plan & par le point & = /; et le second point, où la conformité 
de la représentation est perturbée & — — /,, doit se trouver à l’in- 
térieur du cercle (fig. XII.23). 

La courbure, l’épaisseur et l’angle intérieur du bord de fuite 
du profil ainsi obtenu seront différents suivant les valeurs choisies 
de k*, n* et de l’exposant x. 
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Fig. XII.22 


On peut trouver les coordonnées de ce profil si l’on résout la 
fonction (XII.117) par rapport à z 
Et 


C+ ls 


z— li \Y 
(5) 

2+ li 
et, en se servant des coordonnées polaires introduites auparavant, 
on met en évidence les parties réelle et imaginaire 


2 —%#l (XII.121} 


(a | 
__ Pa 
Zz —=Xl, 1+(2) 9 (-L2 ) cos » (Bi Be) LL 
2 (FL) sin x (Bis — Pa) | us 
y—=%l D: 2x Dy \* ‘ 
1 + ( De — 2 (£) cus X (B1 — Ba) 
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Ces équations permettent de déterminer les coordonnées du 
profil si l’on connaît les valeurs p;, p: et B; — B> pour les différents 
points de la circonférence. Les profils décrits au moyen de la fonc- 
tion (XII.121) représentent les profils généralisés de Joukovski 
avec un angle non nul du bord de fuite arrière. L'expression (XI1.121)} 
permet de trouver les coefficients de la série de Laurent nécessaires 
au calcul des caractéristiques de ces profils. 


Fig. X1I1.23 


On peut également obtenir différentes familles de profils théori- 
ques en utilisant pour fonction de transformation l'expression de 
la forme 


pp mn 9 
z=6+ Fe + (o— ic)" ? (XIT.123) 


où L° est le nombre réel et m, et &. les nombres complexes. 

Les caractéristiques géométriques des profils dépendent de ces 
paramètres, ainsi que de l’exposant nr. En les variant, on peut obtenir 
des profils de diverses formes avec différentes propriétés hydrody- 
namiques. 
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Souvent il est nécessaire de calculer l'écoulement autour d'un 
profil de contour donné, ne coïncidant pas avec les contours des 
profils théoriques connus. On peut résoudre ce problème, si le profil 
étudié a une épaisseur relative faible, en utilisant la théorie du pro- 
fil mince. Une méthode effective de calcul des caractéristiques des 
ailes minces a été élaborée par L. Sédov [201]. 

Examinons l'écoulement autour d’un profil mince faiblement 
incurvé, ayant une corde b — 2a, d'un fluide de vitesse cv, sous un 
angle d'incidence « (fig. XII.24). Vu la petite épaisseur de ce profil, 
son action sur l'écoulement peut être admise équivalente à l’action 
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de l’arc représentant la ligne moyenne du profil. Nous considérons 
comme connues les ordonnées de cet arc, décrites par l'équation 


y—=F (x). 


La fonction caractéristique de l'écoulement autour de cet arc 
peut être représentée sous la forme d’une somme 


w (z)==vReT zu, (2), (XII.124) 


où w, (z) est la fonction caractéristique des vitesses induites. 
Pour résoudre le problème il suffit de trouver la fonction dw.;/dz 
car elle détermine le champ des vitesses induites et, par conséquent, 


Fig. XII1.24 


les forces agissant sur le profil. Pour la détermination de cette fonc- 
tion on doit tenir compte des conditions aux limites. 

Sur la surface de l'arc correspondant à la ligne moyenne du pro- 
fil, la condition d'imperméabilité v, — 0 doit être observée. Cepen- 
dant, en supposant la courbure de cet arc faible et en considérant 
que la direction de la normale à celui-ci diffère peu de la direction 
de l’axe des y, cette condition peut être remplacée par une condition 
plus simple v, = 0. 

En mettant en évidence dans (XI1.124) la fonction de courant 


P—=Vs(ycosa—zxsina)—+1, (XI1.125) 
on peut écrire la condition d’imperméabilité sous la forme 
vy= — À —0 (X11.126) 


ou 


bas (SH cos a — sin a) —v,,=0. (X11.127) 
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Nous obtenons définitivement l'expression de la composante 
transversale des vitesses induites en des points de l’arc que nous 
écrirons, en supposant les angles d'incidence faibles, sous la forme 


Uyy—= Vo (F°—@). (XII.128) 


Elle signifie qu’en passant par la surface de l’arc, la composante 
de la vitesse de l'écoulement ne subit pas de discontinuité 


Vus, = Vu = Vyy. (XIT.129) 


Les vitesses induites et, par conséquent, la fonction dw,/dz sont 
univoques et finies dans tout l'écoulement ; à l'infini, avec z — 0, 
elles tendent vers zéro. 

En étudiant l’écoulement autour d’une plaque mince qui consti- 
tue l'exemple d’un profil mince simple, nous avons établi que son 
action sur l'écoulement est équivalente à l’action d'une couche 
tourbillonnaire disposée le long de sa surface. Ceci permet de rempla- 
cer l’action de l’arc considéré sur l'écoulement également par une 
couche tourbillonnaire d'intensité inconnue, disposée le long de la 
surface de l'arc. Et de plus, en vertu des propriétés de la couche 
tourbillonnaire ($ 80), la composante normale de la vitesse au pas- 
sage par la couche tourbillonnaire est continue, c’est-à-dire qu'il 
est possible de remplir la condition (XII. 129). La composante tan- 
gentielle de la vitesse subit une discontinuité et ses valeurs sur 
les côtés supérieur Ur, €t inférieur Vx,_ Sont liées par la relation 


Da = — Var, (XI1.130) 


Par la suite, vu la faible courbure du profil, on peut transférer 
cette condition de la surface de l’arc sur sa corde, c’est-à-dire sur 
le segment de l'axe, —a<zr<a. 

En tenant compte de ce que dans le cas d’une plaque mince le 
champ des vitesses induites, qui satisfait en principe aux conditions 
aux limites analogues, a été décrit par la relation (XII.89), nous 
allons chercher, conformément au profil mince examiné également, 
les vitesses induites sous la forme 


22 dm = — 28 $ (3), (XIL.131) 


où f (z) est la fonction nalytique finie en tous les points de la 
surface, liée d’après (XI1.131) à la vitesse complexe induite par 
la relation 


as 4 (XII.132) 


- 
— 


f (= 


En vertu de la formule de Cauchy. connue de la théorie des 
fonctions de la variable. complexe, la fonction analytique en tout 
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point z peut être exprimée par ses valeurs aux points 3, d’un contour 
fermé quelconque / limitant le somaine 


= m Ÿ ED Ex, (XI1.133) 


121 — 2 


En calculant l'intégrale, il faut observer le sens de contourne- 
ment du contour / de façon que le domaine intérieur z soit disposé 
à gauche. 

Vu qu'à l'infini, comme on en déduit de la formule (XII. 132), 
f (z) —0, adoptons pour le contour ! le segment d’axe réel deux 
fois traversé —a << x << a sur lequel sont remplies les conditions 
(XI1.129) et (XII.130) pour la vitesse induite, et par conséquent, 
selon (XI1.132), les conditions se superposent à la valeur / (2). Le 
sens de contournement doit être adopté à partir de x — — a jusqu'à 
x — +aet inversement. En des points du contour / z, = x,. Comme 
il suit de l'analyse du champ de la vitesse le long de la plaque, la 
racine dans l'expression (X11.131) doit être prise avec le signe plus 
si l’on fait le contournement du contour / d’en haut et avec le signe 
moins dans le cas contraire. Compte tenu de ce qui est exposé ci-dessus, 
en vertu de la formule (XII1.133), on a 


oi (y Effet Le 


T—2 


: ze xs — y, )drs 
. a — T4 X4— Us 
+ (y EEE (XIT.134) 


En prenant en considération les relations (XII.129) et (XII.130) 
qui lient les vitesses induites d'en haut et d’en bas, il vient 


(= (Foy LR dr. (XIL.135) 


En portant la valeur obtenue f (z) dans l’expression (XI1.131) 
et en tenant compte de (XII.134), on obtient la vitesse complexe 
d'écoulement autour du profil mince sous la forme suivante: 


—.— ns 
dw _iæ __ Vo V z—a Fa ,/ a x tr, 
—@ 


Pour calculer les réactions hydrodynamiques et le moment 
agissant sur le profil, il faut trouver les coefficients de décomposi- 
tion de la vitesse complexe en série ‘e Laurent 


= Ag + + 
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en se servant à cet effet des formules de la décomposition binomiale 
EE PE 


Zy— 53 5 z2 ’ 
En substituant ces décompositions dans (XITI.136) et en groupant 
les termes en ©, z-l et z-?, nous trouvons 


z+—a 


Ap= vo" à ; 


e [eo E I Gr: 


| 
| (XIT.137) 
— læ F' Va r°d | 
=-+ f — à) a*— r; dxi. 
a ) 
Etant donné que toujours A; = Tl/2ni, alors, en comparant 


cette valeur avec l'expression de À, obtenue ci-dessus, nous trouvons 
la formule pour le calcul de la circulation autour du profil mince 


—20 | (F—0) y EE au. (XIT.138) 
a 


En utilisant la formule de Joukovski (VI.15), nous obtenons 
l'expression de la réaction complexe 


X—iY = —2iprse-ic | (F" — a) V ne dxiy, (XII.139) 
a 


c'est-à-dire le module de la portance 


Ry= 2h, j (F'— a) + dx. (XIL.140) 


À l'aide de la seconde formule de Tchaplyguine (VI.19), nous 
trouvons l'expression du moment de la réaction par rapport à l’origine 
des coordonnées, en admettant dans le calcul cos & &1, 

M — — 210 Reel (ivse-1t4,) = 212 | (F'—a) Va —ridr. 


-a 


(XI1.141) 
La formule (XI1.136) montre que sur le bec du profil avec 
3 —= — a la vitesse tend vers l'infini; sur le bord de fuite 


avec z = a la vitesse a une valeur finie, c'est-à-dire que le postulat 
de Tchaplyguine-Joukovski est observé. Sur le bord d’attaque ap- 
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paraît une force de succion 
X—=—R,;snaz —R,a. (XIT.142) 


Si la courbure de la ligne moyenne du profil est absente, c’est-à- 
dire F” — 0, les formules (XI1.140) et (XII.141) se transforment 
en relations connues auparavant pour la plaque plane. Pour le 
démontrer il faut tenir compte de ce que 


MELLE 


me 
—=| a arcsin — (+ — 7a ; 
a a csin—-+a 1 = Ta ; 


a a 
. DRE ET " Â °) » ® . TC 
\ V a — da x Va— zx? La arcsin — 


na? 


c'est-à-dire 
[R|=2rpavia; |M|—npavia. 


Ces résultats prouvent que pour un profil symétrique mince. 
pour lequel, comme pour une plaque, F” — 0, la théorie exposée 
donne les mêmes valeurs de la force portante et du moment, qui 
apparaissent au cours de l'écoulement autour d'une plaque plane. 

La théorie énoncée ci-dessus n'’assure pas une précision suffi- 
sante du calcul de l’écoulement autour des profils quelconques 
avec n'importe quels angles d’incidence, ainsi que du calcul de la 
distribution de la pression sur la surface du profil mince; dans ces 
cas on doit recourir à d’autres méthodes. La plus effective est la 
méthode des représentations conformes. En employant cette méthode, 
on écrit la fonction de transformation, qui représente l'extérieur 
du profil sur l'extérieur du cercle, sous la forme d’une série de Laurent 


[s … 
z—= + Mo + > ee . 
n—=Î 
Dans ce cas la dérivée dz/dt +1 avec & — oo, ce qui assure la 
correspondance des écoulements à l'infini. Les coefficients m, de la 
série se trouvent à l’aide des moyens approchés de la représentation 
conforme. 


$ 82. SCHÉMA DE L'ÉCOULEMENT AUTOUR 
D'UNE AILE D'ENVERGURE FINIE 


Les ailes utilisées dans les constructions réelles ont toujours 
une envergure finie. Ceci impose la nécessité d'élaborer une théorie 
permettant de tenir compte des principales particularités de l’écou- 
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lement autour de telles ailes. Leur principale particularité consiste 
dans le caractère tridimensionnel de l'écoulement autour de l'aile 
d'envergure finie et dans le processus de formation de systèmes tour- 
billonnaires dans l'écoulement derrière l'aile conditionné par ce 
caractère d'écoulement. Etudions l'origine de l'apparition de ces 
tourbillons, en admettant que l'aile est baignée par un courant 
permanent de fluide non visqueux. Isolons la section de l'aile dans 
laquelle sur le profil apparaît une 
force portante. D'après le théorème 
de Joukovski, la circulation l-qui 
existe dans cette section est propor- 
tionnelle à la force portante. Entou- 
rons cette section par un contour 
fermé /, et supposons que sur ce 
contour s'appuie la surface Q 
(fig. XI1.25) qui enveloppe une par- 
tie de l'aile. La circulation de la 
vitesse sur le contour /, est égale 
à la circulation [ autour du profil 
et en vertu du théorème de Stokes 
est égale au flux des tourbillons k 
à travers la surface Q. Par consé- Fig. XI1.25 

quent, la surface Q est traversée 

par des lignes tourbillons qui prennent naissance à l’intérieur de 
cette surface, c'est-à-dire sur la surface de l'aile comprise à l’inté- 
rieur de @. Comme dans l'écoulement il n'existe pas de tourbillons 
en avant de l’aile, lesdits tourbillons ne peuvent se trouver qu'en 
arrière de l’aile où ils forment un système de tourbillons marginaux 
s’éloignant à l'infini. Ce système ne se forme pas si au cours de l’écou- 
lement autour de l'aile il ne se produit pas de force portante. Le 
système de tourbillons marginaux se ferme par un tourbillon d’éta- 
blissement de courant qui naît au début du mouvement de l'aile; 
en écoulement permanent autour de l'aile, on peut considérer le 
tourbillon d'établissement de courant comme disposé à l'infini, 
c'est-à-dire ne pas tenir compte de son influence sur le courant fluide 
contournant l'aile. Les tourbillons libres prennent naissance sur 
la surface de l'aile. 

Comme l’action du profil de l’aile sur l’écoulement peut être 
remplacée par une couche tourbillonnaire, ou, dans le cas le plus 
simple, par un tourbillon attaché, alors d’après le premier théorème 
de Helmholtz, pour conserver la circulation le long des tourbillons, 
on doit admettre que les tourbillons marginaux sont fermés par une 
couche tourbillonnaire attachée ou par le tourbillon attaché de 
l’aile, en formant avec ces derniers et avec le tourbillon d'établis- 
sement de courant un système fermé de filets tourbillonnaires. 
Les tourbillons attachés se déplacent dans le fluide avec l'aile et 
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comme le tourbillon d'établissement de courant initial reste sur 
place au début du déplacement de l’aile, alors il devient clair que 
la longueur des tourbillons libres (marginaux), qui forment avec 
les tourbillons attachés un système fermé, doit augmenter avec le 
déplacement de l'aile. L'apparition continue dans le fluide de tron- 
çons supplémentaires de tourbillons marginaux s'accompagne de 
l'augmentation de l'énergie cinétique du fluide qui se produit évi- 
demment aux dépens du travail effectué par l'aile. Cela signifie 
que l’aile qui crée lors de son mouvement dans un fluide un système 
de tourbillons marginaux doit surmonter la force de résistance à son 
mouvement qui s'exerce de la part du fluide. Cette résistance est 
dite résistance induite de l'aile. Elle apparaît en mouvement de 
l’aile, y compris en fluide non visqueux, ce qui atteste que le para- 
doxe d’Euler-d’Alembert relatif à l’annulation de la force de résis- 
tance en écoulement autour des ailes d'envergure finie n’est pas vrai. 

La forme des tourbillons marginaux derrière l'aile dépend des 
résultats de leur interaction et de leur réaction avec les tourbillons 
attachés de l'aile. Etant donné qu’en écoulement permanent autour 
de l’aile la position de ces tourbillons dans l’espace reste invariable, 
alors leurs axes coincident avec la direction des lignes de courant 
et, par conséquent, a lieu une corrélation suivant laquelle 


vxw—0, (XIIL.143) 


où & est le vecteur de la vitesse angulaire de rotation des tourbil- 
lons marginaux le long des lignes tourbillonnaires. 

) Examinons l’origine physique de l'apparition des tourbillons 
marginaux. Par suite de la différence des pressions régnant sur 
l’intrados et l’extrados, aux extrémités de l'aile il s'établit des chutes 
de pression. Elles conditionnent un courant transversal de fluide 
allant de l’intrados (en surpression) vers l’extrados (en dépression). 
Ce sont justement ces courants transversaux de fluide, qui se conservent 
dans le sillage derrière l'aile, qui provoquent la formation de tour- 
billons marginaux à l'arrière de l’aile disposés le long de l’écoulement. 

L'existence des tourbillons marginaux est justifiée par des 
observations expérimentales, par exemple au moyen de moulinets 
placés dans le sillage derrière l'aile. 

Si dans le cas le plus simple on remplace l’action de chaque sec- 
tion de l’aile exercée sur le courant par un tourbillon attaché et on 
admet que dans toutes les sections le long de l’envergure de l'aile 
il apparaît une force portante identique, alors la circulation du 
tourbillon attaché sera invariable le long de toute son envergure, 
égale à l’envergure de l'aile. Et de plus, aux extrémités de l'aile le 
tourbillon attaché se transforme en deux tourbillons marginaux 
avec la même circulation, qui s’éloignent à l'infini. Finalement 
nous obtenons un schéma tourbillonnaire simple de l’aile d'envergure 
finie sous la forme d’un tourbillon semi-infini en Ü avec une circu- 
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lation T constante sur toute sa longueur (fig. XII.26,a). Cependant, 
les différentes sections de l’aile le long de l’envergure créent géné- 
ralement une force portante différente. Suivant le théorème de Jou- 
kovski, cela veut dire que la grandeur de la circulation du tourbillon 
attaché change lorsqu'on passe d’une section à l’autre et dépend 


c) YlX,2) 


Fig. XII.26 


de la coordonnée :, c’est-à-dire T'(z). Il est à supposer qu’en 
tous les points le long de l’envergure du tourbillon attaché, où se 
produit la variation de la circulation 


dr = dz. (XIT.144) 


apparaissent des tourbillons marginaux élémentaires avec une circu- 
lation dl qui s’enfuient en arrière. En définitive, derrière une telle 
aile, avec une variation continue de la circulation le long de son 
envergure, il se forme une nappe tourbillonnaire constituée de 
tourbillons marginaux élémentaires. Le schéma tourbillonnaire 
de l'aile composé d’un tourbillon attaché avec une circulation 
variable le long de l’envergure et d’une nappe semi-infinie de tour- 
billons marginaux s'appelle schéma de la ligne portante (fig. XI1.26,b). 
Dans l’hydrodynamique des navires ce schéma est utilisé par exemple 
pour l'étude des caractéristiques des ailes portantes des bateaux. 


29—064 
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Dans $ 81 il a été montré que l’action du profil mince peut 
être remplacée dans l'écoulement par une couche tourbillonnaire 
des tourbillons attachés avec des axes dirigés le long de l’envergure 
de l’aile, disposés sur sa ligne moyenne. En cas d’une aile d'envergure 
finie, l'intensité de cette couche tourbillonnaire y variera non seule- 
ment le long de la corde du profil, mais également le long de l’en- 
vergure de l’aile, c’est-à-dire y (x, z). Les tourbillons marginaux 
avec une circulation dy se détacheront dans le sillage en tous les 
points de la surface de l’aile où il y a la variation de l'intensité de 
la couche tourbillonnaire en formant derrière l’aile une nappe tour- 
billonnaire complexe. Pour cette raison, lors de l'élaboration plus 
détaillée de la théorie de l’aile d'envergure finie, on doit admettre 
que son schéma tourbillonnaire se compose de la couche tourbil- 
lonnaire disposée sur la surface S de l’aile et d'une nappe de tour- 
billons marginaux (fig. XII. 26,c). C’est ce que l’on appelle le sché- 
ma de l’aile d'envergure finie comme surface portante. Il est utilisé 
par exemple dans la théorie des hélices propulsives marines. 

Pour n'importe quel des schémas décrits, il est caractéristique 
ce que les tourbillons placés dans l'écoulement y engendrent des 
vitesses supplémentaires dites vitesses induites v;. Ces vitesses ont 
une influence sensible sur les caractéristiques hydromécaniques 
de l'aile d'envergure finie. 


$ 83. THÉORIE DE L'AILE D'ENVERGURE FINIE 
COMME LIGNE PORTANTE 


En remplaçant l’action de l’aile d'envergure finie exercée sur 
un écoulement par une ligne sous forme d’un tourbillon attaché avec 
une circulation variable suivant l’envergure et avec une nappe semi- 
infinie de tourbillons marginaux derrière celle-ci, disposons l’ori- 
gine des coordonnées au milieu de l’envergure de l’aile et admettons 
que l’axe des 3 coïncide avec la ligne du tourbillon attaché 
(fig. XI1.27). Le champ de vitesse autour d'une telle aile se compose 


de ia somme des vitesses de l'écoulement à l'infini v. et du champ 
des vitesses induites, créé par les tourbillons, 


= Vo + Vi. 

Adoptons l'hypothèse que les vitesses induites v; sont petites. 
Elle est vraie si les angles d’incidence de l’aile sont faibles et si 
l'allongement de l’aile est suffisamment grand. On ne peut élaborer 
des recommandations pratiques sur les limites d'emploi de cette 
hypothèse qu'après avoir comparé la théorie construite avec les 


données des expériences. En s'appuyant sur cette hypothèse, on 
peut écrire approximativement la condition (XI1.143) sous la forme 


Uoo X o—0. 


$ 83] THÉORIE DE L'AILE D'ENVERGURE FINIE 451 


Cela signifie qu’on peut considérer les axes des tourbillons mar- 
ginaux comme étant confondus avec la vitesse de l'écoulement à 
l'infini, c'est-à-dire parallèles à l'axe des z dans le système des 
coordonnées aérodvnamiques, comme l'indique la fig. XII.27, 
et la nappe de tourbillons comme étant plane. Examinons le champ 
des vitesses induites dans la région de l’axe du tourbillon attaché. 
Comme le tourbillon rectiligne n'induit pas de vitesses en des points 


Fig. XII.27 


de son axe, alors à l'endroit de la disposition de l’axe du tourbillon 
attaché les vitesses ne sont induites que par les tourbillons libres 


Vi jUyi. 

Pour calculer la vitesse v,; en n'importe quel point du tourbil- 
lon attaché de coordonnée :, isolons dans la nappe tourbillonnaire 
plane un tourbillon élémentaire avec une circulation dF, disposé 
à une distance 3, de l'axe des x. 

Un tourbillon rectiligne infini avec circulation induit autour 
de lui un champ de vitesse, déterminé par la formule 


y 
7 2h 

Au commencement du tourbillon semi-infini ces vitesses sont 
deux fois moindres. C’est pourquoi, vu que dans notre cas À — =: — 
— : et l = df, nous obtenons 


ar 


di -——. 
NET 4 (2 —2) 


Nous trouvons la valeur totale de la vitesse induite v; — v,, 
en additionnant les influences de tous les tourbillons marginaux en 
un point donné de la ligne portante, c'est-à-dire en effectuant l’'inté- 
gration le long de l’envergure de l’aile compte tenu de la formule 


29% 
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(XII.144) 


to 


l/ 

_1 [ar ds 

47 | dz: = — 21 
—1/2 

La vitesse induite v, crée dans la région de la disposition de 

l'aile une déflexion du courant d’un angle a; appelé angle de dé- 

flexion induit (fig. XII.28). Dans le cas général de l'écoulement autour 


UV; — 


(XIIL.145) 


Fig. XI1I1.28 


d’une aile, les vitesses induites v; et les angles de déflexion «&; ne 
sont pas constants le long de son envergure, c'est-à-dire ils dépendent 
de z. 

Eu égard à ce que les vitesses induites sont faibles, on peut 
écrire d'après la fig. XII.28 


umtgu=t, (XI1.146) 


et la vitesse totale de l'écoulement à l'endroit de la disposition du 
tourbillon attaché 


v—= V'uvë vi = ui V 1H te ai & ve. (XIL.147) 


Considérons maintenant le problème du calcul des forces agis- 
sant sur un élément d’aile de longueur dz. Comme l'aile est rempla- 
cée par le tourbillon attaché avec une circulation variable le long 
de l’envergure. alors pour le calcul de la réaction hydrodynamique 
dR il suffit d'utiliser le théorème de Joukovski (XII.46) 


dR=p1T dz. 


Cette réaction est dirigée perpendiculairement à la vitesse vw 
de l'écoulement résultant, c'est-à-dire sous l'angle a; à l’axe des 
y. Par la suite, la vitesse v pourra être remplacée par sa valeur 
dans l'expression (X11.147). Cette réaction conditionne l’appari- 
tion de deux composantes de la vitesse dans le système de coordon- 
nées aérodynamiques 

dR,=dR sin &:; ; 
dR,=dR cos ai. 
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En posant ensuite sin &; = a; et cos &«; = 1 et en effectuant 
l'intégration des forces élémentaires le long de l’envergure de l'aile, 
nous obtenons des formules générales suivantes qui déterminent 
la traînée et la portance de l’aile d'envergure finie en fluide non 
visqueux : 

1/2 


Re=pve | T()ai(:)d2: (XII.148) 
—1/2 
l/2 
Ry= vo | T (2) d. (XIL.149) 
1/2 


La composante R, représente la traînée, qui est, suivant ce qui 
a été énoncé au $ 82, la résistance induite de l’aile R. = R;. L'’ap- 
parition de cette force est liée à la déflexion du courant d'un angle 
æ&; et à la déviation de réaction provoquée par cette déflexion par 
rapport à sa direction dans l’écoulement autour d’une aile d’enver- 
gure infinie derrière laquelle il n'existe pas de nappe de tourbillons 
marginaux. La formule (XI1.148) témoigne de ce que la résistance 
induite s’annule quand la circulation est nulle, c'est-à-dire quand 
l'aile ne crée pas de force portante. En écoulement autour d’une 
aile d'envergure finie dans un fluide visqueux, la force totale de la 
traînée À. se compose de la somme desrésistances induite et visqueuse. 

Des formules (XII.148) et (XI1.149) il suit que les forces hydro- 
dynamiques, qui apparaissent en écoulement autour d'une aile 
d'envergure finie, dépendent notablement de la loi de distribution 
de la circulation le long de l’envergure d’une”telle aile. 

Ainsi, pour calculer ces forces et les angles de déflexion «;, 
il est indispensable d'élaborer des méthodes de calcul de la circu- 
lation [' (z) suivant la forme de l’aile et son angle d'incidence. 

En utilisant l’expression de la force élémentaire dR,, on peut 
obtenir la formule pour le calcul du moment M, de l'aile d’enver- 
gure finie par rapport à l’axe des z 


1/2 1/2 
M ,= | z dRy=Qu | zV (z) dz. 
12 1,2 


Il est évident que si la charge de l’aile est répartie le long de son 
envergure symétriquement par rapport à l’origine des coordonnées, 
ce moment est nul. Quant au moment M,, le schéma considéré 
ne permet pas de prendre en compte entièrement l'influence de l’en- 
vergure de l'aile sur sa grandeur, car la position du tour- 
billon attaché du profil est sur le schéma considéré la même 
que dans le cas du profil de l'aile d'envergure infinie. Par suite, 
la valeur du coefficient du moment m, de l’aile d'envergure finie, 
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qui a en plan la forme d’un rectangle, sera la même que de l'aile 
d’allongement infini. 

En examinant le triangle des vitesses en écoulement autour du 
profil d'aile d'envergure finie, montré sur la fig. XII.28, on peut 
établir que l’apparition de la vitesse induite et de la déflexion du 
courant d’un angle a; qui en résulte conduit à la variation de l'angle 
d'incidence &« du profil. En effet, l'angle d'incidence effectif œer 
représente maintenant la différence entre les angles d'incidence 
a du profil par rapport à la vitesse de l'écoulement à l'infini en 
amont de l’aile et l'angle de déflexion &; dans la région de la dispo- 
sition de l'aile 

Qet — A — Li. 


[1 faut s'attendre à ce que la circulation formée autour du profil 
et les particularités d'écoulement autour de lui seront déterminées 
justement par cette valeur de l'angle d'incidence effectif. 

En prenant en considération le fait que l'observation du postu- 
lat de Tchaplyguine-Joukovski est une condition infaillible du 
travail normal d’une aile, y compris d'envergure finie, exigeons que 
ce postulat soit rempli dans chaque section transversale d’une telle 
aile. 

Si pour la détermination de la circulation on se sert de la for- 
mule (XI1.56), valable sous condition d’un écoulement régulier 
autour du bord de fuite aigu du profil, alors on doit y faire intro- 
duire au lieu de l'angle & l’angle d'incidence effectif &æ — &;. En 
tenant compte de ce qu'ordinairement à l’utilisation des fonctions 
de transformation, au moyen desquelles on effectue la représenta- 
tion du profil sur le cercle, le coefficient m_1, = 1, v+. — vs et en 
admettant les angles d'incidence petits, la relation (XI1.56) pourra 
s'écrire sous la forme 


= 4nrobx (@ — Go — Gi). 


Ici l’angle &; peut être exprimé par le module de la vitesse in- 
duite en utilisant les formules (X11.145) et (XIL.145) ; d'autre part, 
on peut introduire la corde b du profil, en désignant 2xnr,/b = a, 
et l'angle d'incidence &; = & — &) par rapport à l’axe de portance 
nulle. En définitive on obtient 

l 


L'=2abue (ou — ne) (XI1.150) 


di, ©—21 
12 

Cette expression, contenant une fonction inconnue T (2), repré- 
sente par rapport à celle-ci une équation intégro-différentielle. 

Pour une aile non rectangulaire en plan, b est une certaine fonc- 
tion de z connue à l'avance. L'angle &. des ailes géométriquement 
vrillées est également une variable le long de l’envergure et la loi 
de sa variation doit être imposée. 


/2 
— A 
” 
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L'équation intégro-différentielle obtenue de la théorie de l’aile 
comme une ligne portante ne peut pas être résolue sous sa forme 
générale. Par ailleurs, seulement au moyen de cette équation on 
peut trouver la loi de la répartition de la circulation pour une aile 
avec des caractéristiques géométriques données. Par suite, actuel- 
lement on a élaboré des méthodes qui permettent d'effectuer les 
calculs des ailes d'envergure finie avec l'utilisation des moyens 
approchés de résolution de cette équation. 


$ 84. CALCUL THÉORIQUE DES CARACTÉRISTIQUES 
HYDRODYNAMIQUES DE L'AILE D'ENVERGURE FINIE 


Pour le calcul théorique des caractéristiques hydrodynamiques 
de l'aile d'envergure finie, faisons appel à la méthode élaborée 
par Glauert. A cet effet, introduisons une nouvelle variable sans 
dimension 6 qui est liée avec la coordonnée : de Ia ligne portante 
par la relation 


— cos 0. (XII. 151) 


te] «| u 


Il est évident que dans les limites de l’envergure de l'aile + //2 
le cosinus varie de —1 à +1 et 6 de x à 0. 

En tenant compte de ce que pour l'angle d'incidence donné 
toutes les sections d’une aile plane créent généralement une force 
portante de même signe, c’est-à-dire la circulation de la vitesse 
autour d'elles a également le même signe, représentons la loi de 
distribution de la circulation le long de l’envergure sous la forme 
d'une série trigonométrique suivant les sinus de l'argument 6 sous 
la forme suivante 


—Jlvsx N A,sin n6. (XI1.152) 


n=1 


Ici À, sont les coefficients inconnus qui dépendent des carac- 
téristiques géométriques de l'aile et de son angle d'incidence, et 
la forme adoptée de la décomposition assure l'annulation de la cir- 
culation aux extrémités de l'aile. 

Examinons les formules de calcul des forces hydrodynamiques 
de l'aile, obtenues pour une telle représentation de la loi de distri- 
bution de la circulation le long de son envergure. 

Suivant la formule (XI1.149), en tenant compte de (XI1.152). 
on peut écrire l'expression suivante de la portance de l'aile 


T 


Ry=pv> Î V (2) dz = pri l° [(S An sin n6 ) sin 6 de, 


—{1/ 0 n=1 


R 
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où il est pris en compte que d’après (XI1.151) 


dz=- sin 6 de. (XIL.153) 


Pour calculer les intégrales suivant la variable 6 on doit tenir 


compte de la propriété connue du cours de l'analyse mathématique 
d'orthogonalité des sinus des arcs multiples selon laquelle 


sin n0 sin m0 d8—0, si mn; 


(XI1.154) 
sin 20 sin md + , Si M—=n. | 
En partant de ces relations, nous trouvons 
Pr 
| sin? 0 d…—+ 
0 
el. 
PL‘ 
| sin n6sin0d0—0 avec n>- 1. 
Ô 
En définitive, on obtient 
Ry=prè + Al. (X11.1455) 


En comparant cette expression avec la formule générale de la 
portance de l'aile 


3 
Ry=Cy = S 


et en tenant compte de ce que À = /°/S, écrivons la formule théori- 
que suivante pour le coefficient de portance de l’aile d'envergure 
finie 


Passons maintenant au calcul de la résistance induite. En vertu 
de (XI1.148), pour cela il est indispensable de connaître les valeurs 
de l’angle de déflexion induit. En se servant de la formule (XI1.146) 
et en y portant la valeur de la vitesse induite (XII.145), nous trou- 
vons l'expression suivante pour le module de cet angle: 


(XIL.157) 
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En tenant compte du fait que d’après le remplacement des varia- 
bles (XII.151) 


Z2— 2, — — + (cos 0 — cos 8). 
et d’après (XII.152) 


dr __dr &, 
d21 TT d®! d2! 


et en prenant en considération l'expression de la différentielle 
(XIT.153), nous obtenons 


A © 
= Dinde dE.  (XIL158) 

0 n—1 
Les relations (XI1.157) et (XII.158) contiennent des intégrales 
impropres dont la fonction sous le signe somme tend vers l'infini 
avec z +2 ou respectivement avec 0, — 60. De telles intégrales 
sont considérées du point de vue de leur valeur principale, c’est-à- 

dire on calcule leur limite, par exemple 


60-Ee 


JT I 
[ cos nÜi dd lim ( cos n0, dû, + cos n6, di 
J cos8—cos 8 0 | cos 0 — cos 6, | cos 8 — cos Üi / 


—— 
, 


En utilisant la théorie des soustractions, on peut montrer [6] que 


cos 6— cos 84 sinÜ ” 
0 


PL 
Î cos n01 dy sin n0 


Alors pour l'angle de déflexion induit, on trouve l'expression 
générale suivante: 


— | nA, sine. (XI1.159) 


sin Ü 


Appliquons cette formule, ainsi que l'expression (XI1.152), 
pour le calcul de la résistance induite 
1/2 
Ri=pve | F (2) œ:i (z) dz — 
— 1/2 


TI oO 00 
prit | S Ansinn0 D mA, SE sin 0 de. 
0 n=lI m=—i 


Ici nous avons trouvé nécessaire d’affecter les indices m aux 
termes de la série, qui expriment la valeur de l’angle de déflexion 
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induit pour pouvoir tenir compte de toutes les combinaisons pos- 
sibles des produits des sinus des arcs multiples. En employant les 
formules (XI1.154) pour le calcul des intégrales des termes respectifs 
de la série obtenue, nous trouvons l'expression suivante de la résis- 
tance induite de l'aile: 


Ri=prèl + S n45, (XIL.160) 


et après l’avoir comparée avec la formule de la théorie de la similitude 


pr 


Ri=Ci——S, 


nous obtenons l’équation du coefficient de résistance induite de 
l’aile 


C;=rÀ D n A}. (XIT.161) 
n=1 
En introduisant dans celle-ci le coefficient de portance de l’aile 
et en utilisant (XII.156), nous obtenons 


C° 
Ci (148). (XI1.162) 


© 4: 
1+ô— D RE 
n—1 


Les formules (X11.156) et (XII1.162) montrent que les coeffi- 
cients de résistance induite et de portance de l’aile d'envergure 
finie se déterminent par les coefficients de décomposition en série 
de la circulation de la vitesse; par conséquent, pour le calcul de 
Ci et C, il faut préalablement déterminer les coefficients 4,. Pour 
résoudre ce problème, on doit utiliser l'équation intégro-différen- 
tielle (XII.150). 

En portant dans cette équation la décomposition de la circula- 
tion (XII1.152) et l'expression de l’angle de déflexion induit (XI1.159), 
il vient 


sin O0 


2 D Ah sin rô = 2av.,.b (ai — » nA, 2 m) 
n=! 


n— 1 


ou, en groupant les termes et en les réduisant à la forme sans dimen- 
sions par leur division par /, 

- b . . b . 

D (a— n+sin6) A sin rnÔ— a — a; sin 6. (XIT.163) 


n=1 
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Dans cette équation &; et ab/l sont les fonctions connues de :, 
c'est-à-dire du paramètre 6; les valeurs cherchées sont les coeffi- 
cients À,. Pour résoudre cette équation, on utilise généralement 
différentes méthodes approchées élaborées par Glauert, Lotz, Car- 
rafoli, Multhopp [11], [8]. Parmi ces méthodes la plus simple est 
celle de Glauert, applicable aux ailes proches de la forme rectangu- 
laire ou elliptique en plan, qui consiste dans le remplacement de 
l'équation (XIIL.163) par un système fini d'équations algébriques 
comprenant »r équations aux coefficients inconnus 4,. 

Pour obtenir ce système, l'équation (XII.163) doit être satis- 
faite non pas sur toute l'aile, mais seulement en nr points de son 
envergure. Les valeurs de la variable 6 des fonctions &;, ab/l et sin 0 
pour les points respectifs s’obtiennent d'après la formule (XI1.151) 
et, en limitant la somme de la série (XII.152) à r7 membres, on 
écrit l'équation (XI1.163). Finalement, on obtient un système fer- 
mé de #7 équations algébriques contenant nr coefficients incon- 
nus À,. 

Les calculs des coefficients À, se simplifient notablement, si 
l'aile en plan est symétrique par rapport à l’axe des zx, c'est-à-dire 
si la loi de distribution de la circulation est également symétrique 
par rapport à cet axe. Dans ce cas F (3) — F (— 2), c'est-à-dire 
F (68) = F(x — 8) et comme sinnr(x — 60) — — sin #0, alors 
pour une loi symétrique de distribution de la circulation, il faut 
que pour les r pairs toutes les valeurs À, = 0; les expressions 
(XI1.152) et (XIT.163) ne contiennent donc que les membres impairs 
de la série. De plus, dans les calculs, on peut se limiter à la varia- 
tion de la valeur du paramètre 6 comprise entre 0-90° ; une précision 
nécessaire des calculs peut être assurée en conservant dans la décom- 
position (XII.152) quatre membres de la série, c’est-à-dire en déter- 
minant les coefficients A1, Az, 4;, À- et en satisfaisant l'équation 
{XI1.163) en des points calculés auxquels correspondent les valeurs 
de 6 égales à x/2; 3/8n; 1/4 et 11/8, c’est-à-dire =: — 0; 0,383 1/2 ; 
0,707 1/2 et 0,924 1/2. 


$ 85. AILE D'ENVERGURE FINIE AVEC 
UNE RÉSISTANCE INDUITE MINIMALE 


Les formules théoriques obtenues pour une aile d'envergure 
finie permettent de poser et de résoudre le problème de l'aile, qui 
pour une valeur du coefficient de portance donnée a la résistance 
induite minimale. Si l’on tient compte que le coefficient de résis- 
tance visqueuse de l’aile ne dépend pratiquement pas de son enver- 
gure, alors l'aile avec une résistance induite minimale sera simul- 
tanément l'aile de qualité hydrodynamique maximale. 

Pour étudier le problème du minimum de la résistance induite 
pour les valeurs données de C, et À, reportons-nous à la formule du 
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C; (XII.162). Etant donné que l'expression 


146 Dr +3 +... 
n=1 


A A3 
RE TÈTAE 
qui fait partie de cette formule, représente une somme des membres 
positifs (contient les carrés des coefficients 4,), alors le minimum 
Ci est assuré, si Ô — 0, c'est-à-dire À, = 0 avec n > 1, et seul le 
coefficient À: qui n’est pas nul. Par conséquent, le coefficient de 
résistance induite d’une aile optimale se détermine par la formule 
Ci : 
Ci k (XIT.164) 


c'est-à-dire la relation C; = f (C,) représente une parabole appelée 
parabole de résistance induite; le coefficient de portance d’une 
telle aile se détermine toujours par la relation 


Cy=nhdA:. 


Considérons les particularités hydrodynamiques et géométriques 
de l’aile optimale. En vertu de la formule (XI1.159) l'angle de dé- 
flexion induit du courant d'une telle aile est 


Cy 
ER 


Qi = Ay— (X11.165) 
c’est-à-dire il est constant en tous les points le long de son envergure. 
Cela signifie que la vitesse induite 

Cy 
À 


est également constante dans toutes les sections de l'aile optimale. 
Cette constance de la vitesse induite le long de l’envergure repré- 
sente une particularité caractéristique importante des ailes à ré- 
sistance induite minimale. 

On trouvera la loi de distribution de la circulation le long de 
l’envergure d’une telle aile en posant dans (XI1.152) À, — 0 avec 
n 5£ À, 


(XI1.166) 


Vi; = Vooi — Uo 


F—2lv.A,sin 6. (XIT.167) 
Si l’on tient compte de (XII.151) on peut écrire que 
sin0—VT—cos0—p/ 1— (À). (XI1.168) 


En désignant Fl, — 2lv.A, et en substituant cette valeur dans 
(XI1.167), nous trouvons 


r=n y 1-(#). (XIL.169) 
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Cette relation témoigne de ce que la circulation le long de 
l’envergure de l’aile considérée est répartie symétriquement suivant 
la loi elliptique avec la valeur maximale 


2luooC y 
7 


atteinte pour z — 0, c'est-à-dire au milieu de l’envergure. 

Pour trouver la forme d’aile en plan telle qui assure le mini- 
mum de traînée induite, écrivons l'expression de la portance de 
l'élément d’une telle aile dR,, de longueur dz. A cet effet on utili- 
sera aussi bien la formule générale de la théorie de la similitude 
que le théorème de Joukovski 
pue 


2 


dRy=Cy bdz—=prl dz. 

En définitive on obtient l'équation de liaison de la circulation 
sur l’aile dans la section donnée avec le coefficient de portance du 
profil 


r=C, >. (XIL.170) 


Cette équation est souvent utilisée dans la théorie des hélices 
et les différents mécanismes hydrauliques à aubes, lors du calcul 
de la circulation le long des aubes. Portons dans le premier membre 
l'expression (XII1.167) de la circulation pour l'aile optimale et 
remplaçons dans le deuxième membre C, par À, suivant (XI1.165); 
finalement on obtient 


vo Aysin0—=nÀ A, 2e , 


2 


En effectuant la simplification et en remplaçant sin 6 suivant 
(XI1.168), nous trouvons 


b=by/1—(2), (XIL174) 


pour 3 = (. 

Il résulte de (XI1.171) que l’aile optimale doit être en plan de 
forme elliptique. Et de plus, sur une aile géométriquement non vril- 
lée la loi elliptique de distribution de la circulation le long de son 
envergure est vérifiée. Les ailes de formes elliptiques en plan sont 
employées pour réduire la traînée induite, en particulier on 
les utilise pour les pales des hélices de bateaux. Quant aux ailes 
d’autres formes en plan, la loi elliptique de distribution de la circu- 
lation est assurée par le vrillage de l'aile. 

La théorie énoncée de l’aile d'envergure finie comme ligne 
portante permet d'établir le schéma de recalcul des caractéristiques 
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de l’aile de forme donnée en plan lorsqu'on passe d’une envergure 

à une autre. Un tel schéma peut être établi pour le domaine de la 

dépendance linéaire entre le coefficient de portance et l'angle d’inci- 

dence de l'aile, c’est-à-dire du domaine où est vraie la relation 
dCy dc, 


Cy= da (G— Go) 7 ai. 


Nous utilisons ici la condition suivant laquelle la valeur de 
l'angle de portance nulle &; ne dépend pas de l'allongement de 
l'aile À, c'est-à-dire on peut considérer que pour tout allongement 
da = da;. La valeur de la dérivée dC,/da; dépend de l’envergure 
relative et pour À donné se détermine de la condition 


dC 
Cy=nhAn = (=), (XI1.172) 


da: 
c'est-à-dire 


dCy __ AA As 
day JA y 


La comparaison de cette dernière formule avec les données des 
expériences montre que les valeurs expérimentales de cette dérivée 
constituent en moyenne 85-90 % de ses valeurs théoriques. 

Comme il suit de la formule (XI1.172), la même valeur de C, 
pour les ailes d'envergure différente est obtenue avec différents 
angles d'incidence 41. 

La variation de l’angle d'incidence «&; lorsqu'on passe de l'aile 
d’allongement À, à l'aile d'allongement À (A2 << À) pour une valeur 
constante @; moy est conditionnée par la variation de l'angle de 
déflexion du courant de l'aile d'envergure moyenne, la différence 
des angles d'incidence étant égale à la différence des angles moyens 
de déflexion du courant 


Œtis — Lits —= Li moy às — Li moy Ài- 


Pour une aile elliptique en plan, l’angle de déflexion «; est 
constant d'après son envergure, par conséquent &jieji = Œi moy ell 
et se détermine en radians par la formule (XI1.165). Dans ce cas 


Cu Cu _ Co (——-). 4178 


TA» À: x 


Pour les ailes qui diffèrent en plan de la forme elliptique, l’angle 
de déflexion moyen d'après l’envergure différera de l'angle de dé- 
flexion de l’aile elliptique 


(4 moy —=iell (1 +T). (XIT.174) 


Les valeurs des coefficients 1 + + s’obtiennent par calcul théori- 
que de la répartition des angles de déflexion induits du courant pour 
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les différentes ailes en plan. En utilisant la relation (XI1.174), 
on peut écrire la différence entre les angles d'incidence des ailes. 
non elliptiques en plan d'envergure finie sous la forme 

C, C, 
œue—Œiu = e (1 TE) — L (1+t)= 


_ Cu 1 + Te 1 + T! 
(ss) 

Pour une valeur donnée de C, on peut calculer les corrections 
à la valeur du coefficient de traînée de l'aile de forme donnée en 
plan en passant d’allongement À, à celui > (A1 >> À:) d’après la 
formule (XI1.162). Pour cela on doit tenir compte de ce que, suivant 
les données expérimentales, le coefficient de la résistance visqueuse 
ne dépend pas de À 


(XI1.175) 


Cane — Crn = Cine — Ci; 
par conséquent, 
C= C= 
Che — Con = ge A+ 0) a +) — 


— _Cy (==) (XI1176) 


EE: À À: 
Dans le cas d’une aile elliptique en plan ô — 0, c’est-à-dire 
C1 t 11 477 
Cr — Cu (- —) . (XIT.177) 


A l’aide des formules (X11.175) et (XI1.176), on peut refaire 
les calculs des caractéristiques hydrodynamiques des ailes si l’on 
passe d’un allongement à l’autre. Ceci permet lors des études expé- 
rimentales des ailes de se limiter à une seule valeur quelconque de 
À et d'obtenir les valeurs de C, et C, pour d’autres allongements par 
le calcul au moyen des formules données. 

Les valeurs des corrections Ô et t figurant dans ces formules 
dépendent de la forme de l'aile en plan et de l'allongement À. Par 
exemple pour les ailes rectangulaires en plan, les valeurs de ces 
correctifs sont 


8 11 


0,20 0,26 
0,05 (0,08 


La petite valeur de ces corrections permet parfois, en calculant 
les caractéristiques, d'utiliser aussi les formules (XI1.173) et 
(X11.177) pour les ailes qui diffèrent des ailes elliptiques. La compa- 
raison des résultats de calcul des caractéristiques des ailes obtenus. 
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à l’aide de ces formules pour diverses envergures avec les données 
expérimentales témoigne de leur bonne coïncidence dans la gamme 
des variations À > 2. Avec des valeurs À << 2, on observe des dévia- 
tions qui augmentent à mesure que l'allongement diminue. Ceci 
est dù à l'exactitude insuffisante de la théorie basée sur le schéma 
de la ligne portante lors du passage aux ailes de faible allongement. 

Les observations de l'écoulement autour de l'aile d'envergure 
finie montrent qu'à une certaine distance derrière une telle aile la 
nappe tourbillonnaire continue des tourbillons libres se transforme 
en formant deux tourbillons marginaux avec le sens contraire de 
circulation. Cependant cette non-conformité de la structure de 
l'écoulement à la structure supposée lors de l'élaboration de la 
théorie de la ligne portante n’impose pas la nécessité d'introduire 
des corrections supplémentaires dans les formules de calcul obte- 
nues ci-dessus. 


$ 86. THÉORIE LINÉAIRE D'UNE AILE 
DE FAIBLE ENVERGURE 


Le problème des ailes de faible allongement revêt une importance 
toute particulière pour l’hydrodynamique du navire. Conformément 
à un gouvernail de bateau, l'allongement sera égal au rapport de la 
hauteur du gouvernail à sa largeur. Si l’on considère le corps d’un 
bateau comme une aile avec un angle d'incidence égal à l’angle de 
dérive, alors pour de faibles nombres de Froude, on entendra par 
envergure le tirant d’eau double du bateau et par corde, sa longueur 
suivant la ligne de flottaison réelle. L'allongement du corps du 
navire considéré comme une aile est très faible. Il ne constitue en 
tout que À = 0,03 -= 0,20. 

* De cette façon, dans l’étude de la manœuvrabilité d'un navire 
un intérêt particulier revient aux caractéristiques des ailes d’allonge- 
ment de l’ordre de 1-2 et d’allongement proche de zéro. Les premiè- 
res sont dites ailes à allongement réduit et les secondes ailes d’al- 
longement minimal. 

Plus haut il a été montré que dans la théorie de l'aile d’envergu- 
re finie le rôle dominant revient à la distribution de la circulation 
le long de l'envergure. Dans la théorie de l'aile d’allongement 
réduit le rôle essentiel est dû non seulement à la distribution de la 
circulation le long de l’envergure, mais aussi le long de la corde. 
Enfin, dans le cas des allongements minimaux, le rôle principal 
revient à la distribution de la circulation le long de la corde. 

Par raison de l'importance de la distribution de la circulation 
le long de la corde, nous disposerons les tourbillons attachés sur 
toute la surface de l’aile, c’est-à-dire nous utiliserons le schéma 
de l'aile d'envergure finie sous forme d’une surface portante. Sui- 
vant les prémisses générales de la théorie linéaire, nous disposerons 
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les tourbillons libres dans le plan de l'aile, ce qui équivaut à supposer 
l'égalité de l'angle de déflexion des tourbillons libres à l'angle 
d'incidence. 

On peut déterminer dans le cas général la loi de la distribution 
des tourbillons attachés sur la surface portante de l'aile seulement 
par des méthodes numériques. La première solution numérique 
de ce problème a été obtenue par K. Wieghardt [23] sur la base 
du remplacement de l'aile, divisée 
le long de l’envergure en tranches 
par un système de lignes portantes 
tourbillonnaires discrètes, avec une 
détermination ultérieure de leurs 
circulations par résolution d’un sys- 
tème d'équations algébriques. 

La méthode la plus générale de la 
solution numérique est celle des tour- 
billons en fer à cheval proposée par 
Faulkner. Elle consiste dans le rem- 
placement de la distribution continue 
de la densité des tourbillons cherchée 
par un système de singularités tour- 
billonnaires discrètes, dont chacune 
est donnée sous la forme d’un tour- 
billon attaché et de deux tourbillons 
marginaux (libres) à circulation cons- Fig. XII.29 
tante. Par rapport à la circulation de 
ces tourbillons, on établit un système d'équations algébriques 
représentant la condition d’imperméabilité du point considéré 
de l'aile. 

Pour remplacer les tourbillons à densité répartie de façon continue 
par un nombre fini de tourbillons en fer à cheval discrets, on divise 
l'aile étudiée suivant la corde en M tranches égales avec des cordes 
b/M. La couche portante de chaque tranche est remplacée par une 
ligne portante correspondante. En partageant l’envergure de l'aile 
en 2N tranches égales, on divise les lignes portantes en segments 
de longueur égale, des extrémités desquels se détachent des tourbil- 
lons libres. Les lignes portantes se trouvent sur le quart de la corde 
de chaque tranche, c'est-à-dire à une distance b/4M de son bord 
avant (fig. XII.29), et les lignes de calcul, sur lesquelles est satis- 
faite la condition aux limites de l’imperméabilité, se disposent au 
milieu des lignes portantes. On choisit les points de calcul sur le 
milieu des segments des lignes de calcul de n'importe quelle 
tranche. 

Après une telle division, la couche tourbillonnaire de l'aile se 
trouve divisée en xz — 2MN tourbillons en fer à cheval (sur la 
fig. XII.29 M = 4, N —8). 
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La disposition des tourbillons et des points de calcul, dans 
lesquels les conditions aux limites sont observées, doit se faire en 
partant des considérations suivantes. Premièrement, dans chaque 
section de l'aile, parallèle à la grande corde, c’est-à-dire se trouvant 
dans le plan des coordonnées yox, doit être observé le postulat de 
Tchaplyguine-Joukovski. Cela signifie qu'avec M — co, les vites- 
ses induites sur les bords de fuite des sections doivent être limitées. 
Deuxièmement, les sommes par lesquelles on remplace les intégra- 
les lorsqu’on passe de la couche tourbillonnaire distribuée de façon 
continue aux tourbillons en fer à cheval avec M —+ 0 et N —+ 00 
doivent correspondre aux valeurs principales des intégrales de Cau- 
chy, puisque ces intégrales sont impropres. On peut montrer que 
les deux conditions seront satisfaites si l’on choisit les tourbillons 
attachés et les points de calcul suivant ce qui a été énoncé ci-dessus. 

Le choix des points en lesquels doit être satisfaite la condition 
aux limites, c'est-à-dire la nullité de la composante normale de Ja 
vitesse, peut être dans un certain degré justifié par des considéra- 
tions suivantes. Examinons une plaque d’envergure infinie et déter- 
minons le point de la corde en lequel sera satisfaite la condition 
aux limites lors du remplacement de la surface tourbillonnaire par 
un tourbillon attaché discret, disposé suivant (XI1.97) à 1/4 de la 
corde du bord avant. 

La circulation autour d’une plaque mince d’allongement infini 
ayant une corde b = 2a, selon (XII.85) avec sin a = «a 


V= — rbav…. 
La condition aux limites de l'imperméabilité sera observée 


en un point distant de x du centre de poussée (placé à 1/4 de la corde 
du bord avant), si 


d'où 


Autrement dit, la condition aux limites sera satisfaite au point 
qui se trouve à une distance de la moitié de la corde du centre de 
poussée et du 3/4 de la corde à partir du bord d'attaque. 

La quantité minimale de tranches et de bandes, nécessaire au 
modelage de l’aile à l’aide des tourbillons en fer à cheval discrets, 
dépend tout d’abord de l’allongement de l'aile et des caractéristiques 
hydrodynamiques cherchées. Il est naturel que l’aile de grand allon- 
gement doit être modelée par un grand nombre de bandes et par 
un nombre relativement faible de tranches. Par contre, l'aile de 
faible allongement doit être modelée par un grand nombre de tran- 
ches avec un nombre relativement faible de bandes. Pour les ailes 
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avec des allongements 1 < À < 5, on considère suffisant M = 5 
et N — 12. Certaines caractéristiques hydrodynamiques, comme 
par exemple le coefficient C, de la force normale de l'aile se dépla- 
çant avec un angle d'incidence constant, dépendent peu du nombre 
de tranches adopté dans le schéma de calcul pour différents allonge- 
ments de l'aile. Les autres caractéristiques hydrodynamiques, 
comme par exemple le coefficient du moment longitudinal m, de 
l'aile, exigent toujours un grand nombre de tranches. 

Ainsi, en chaque point calculé, indiqué sur la fig. XII.29 par 
une croix, il faut satisfaire à la condition aux limites de l’imper- 
méabilité 

Un + Vin =, (XI1.178) 
où v,, Li Sont les composantes normales respectivement de la vitesse 
relative du fluide et de la vitesse induite par le système tourbil- 
lonnaire. 

La composante normale de la vitesse induite au j-ième point 
calculé, c'est-à-dire au point où est satisfaite la condition aux limi- 
tes, peut avoir trois composantes (si l’aile n’est pas plane). 

Nous ne considérerons que la composante suivant l'axe oy, 
égale à 


n 
9 


> Vyij: 
i—0 

où ty; sont les composantes de la vitesse induites par l'i-ième tour- 
billon en fer à cheval au point de calcul j de coordonnées x;, y;; 


n est le nombre de tourbillons en fer à cheval. 
Introduisons la vitesse sans dimensions v,,;, alors 
+ 


Vol i = 
Vyij = 5x Vuii 


où v,. est la vitesse de translation du mouvement de l’aile:; T? 
la circulation permanente sans dimensions du tourbillon; v,;; la 
vitesse sans dimensions induite par le tourbillon en fer à cheval 
avec une circulation F = {. 

En introduisant les coordonnées sans dimensions du point j 
par rapport au milieu du tourbillon attaché dans chaque tourbillon 
en fer à cheval 


où m — L/2N est la longueur du tourbillon attaché, on peut d’après 
la formule de Biot-Savart (VII.15) calculer v,;; 


Dyij = l'yat (Ë; Cy) + vpn (Es: Cj)— 
LE LS RS SE 
nl ST ut Fran 
30* 
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1+6; 


_ 1e [4 + — _ 
GHL  VE+A+Ur 
1 (+ 
— ———; 1 —_—_—————— |. 
ral +] 
Les valeurs v, = f (£, &) sont calculées et peuvent être détermi- 


nées au moyen des graphiques (fig. XII.30), selon les coordonnées 
connues & et & du point calculé donné. 


7-27 
20 ———° 1; — —— 
| VU 62 | 
| _ 
(eù — Ü [a = 4 
CE ES ET 
—/0 —$ 0 £ 10 15 °E 
- 2,0 - | 1 —__— 
| 
| | 
| 
- 4,0 =0 
-£0 
Fig. XII.30 


En sommant les vitesses v, imposées par x tourbillons en fer 
cheval et en les égalisant à la composante respective de la vitesse 
l'infini, nous obtenons l'équation 


D" 


De D Us ns =0, (X11.179) 


i=! 


dans laquelle s’introduiront sous la forme de valeurs inconnues 
les valeurs rx des circulations permanentes sans dimensions des 
tourbillons du système [?. Il est évident que l’on peut composer 
n telles équations en écrivant la condition d’imperméabilité pour 
chaque point calculé j. 
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Ce système se résout par la méthode de Gauss (méthode d’élimi- 
nation). Mais il est plus efficace d'utiliser des ordinateurs rapides 
pour lesquels on obtient par la méthode énoncée un programme de 
calculs suffisamment simple. 


dCy /aa 


ZA LEEECEECEEEE EEE 
Fig. XI1.31 


Les valeurs trouvées de T* permettent de déterminer les valeurs 
des dimensions de la circulation l'; sur les tranches 


Ts — VomTT , 


et suivant le théorème de Joukovski, la portance de l'élément de 
surface tourbillonnaire 


Ri=porimTi. 


où R,1 est la portance de l’i-ème tourbillon élémentaire attaché; 
v,: la composante longitudinale de la vitesse du fluide à l'endroit 
de la disposition du tourbillon élémentaire attaché. 

La portance de toute l'aile 


Ry= 2 Ru. 


En multipliant R,, par le bras de levier correspondant et en 
sommant ces produits, on peut obtenir le moment de la portance 
de l'aile par rapport à l'axe choisi. 

Actuellement on possède un grand nombre de valeurs des 
coefficients de portance et du moment des ailes de faible allonge- 
ment calculées théoriquement et obtenues par la méthode décrite 
ainsi que par d'autres méthodes de calcul. Etant donné que les 
dépendances des coefficients C, et m. de l'angle d'incidence selon 
la théorie qui est à la base de ces méthodes sont linéaires, on adopte 
généralement pour les caractéristiques hydrodynamiques des ailes 
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les coefficients angulaires des droites C, — f (œ)et m. — f (æ). 
Ces coefficients angulaires représentent les dérivées de la portance 
et du moment d’après l’angle d'incidence. 

Sur la fig. XII.31 on donne les valeurs, calculées suivant la 
théorie linéaire (courbe J), de la dérivée de la portance dC,/da 


Fig. XII1.32 


d'une aile mince rectangulaire en fonction de l'allongement avec 
les points expérimentaux. Pour la courbe dC,/da = f (À) on peut 
proposer une formule empirique (courbe 77) 


da  VA+r4+2 


Sur la fig. XII.32 sont indiquées les courbes de la dépendance 
de la dérivée du coefficient du moment dm./da par rapport aux 
bords avant (courbe 7) et dm.,/da par rapport au milieu des cordes 
(courbe 717) de la valeur À. Sur cette mème figure sont indiqués les 
résultats des calculs (courbe 711) dm.,/da par rapport au milieu 
de la corde d’après Ja formule empirique 


(XIL.180) 


dm EL 4 
da 9 =) 
2 (1+- 


Comme on le voit, une coïncidence suffisante des résultats des 
calculs effectués d’après cette formule avec le calcul exact a lieu 
seulement pour À << 0,5. 

S. Biélotserkovski [2] a étendu la méthode des tourbillons en 
fer à cheval au mouvement variable. 
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Considérons le cas particulier du mouvement de l'aile suivant 
une trajectoire circulaire avec un angle d’incidence nul au milieu 
de l’aile. Ce mouvement correspond à l’oscillation harmonique 
de l'aile par rapport à l'angle d'inci- 
dence nul avec le nombre de Strouhal 
tendant vers zéro. 

Si dans le mouvement de translation 
de l’aile avec un angle d'incidence & 
l'équation (XI1.179) s’écrit pour n'im- 
porte quel point calculé de la façon 
suivante : 

n 


= D Dityij= —VoSiNt S —Uxt, 
i—=1 

alors pour le mouvement de l'aile sui- 
vant une trajectoire circulaire avec un 
angle d'incidence nul, la vitesse v,; dé- 
pendra de la distance du point calculé Fig. XII.33 

j au pôle P près duquel l'angle d’inci- 

dence local est nul (fig. XII.33). En désignant cette distance par r; 
et la vitesse angulaire par w, nous obtenons la vitesse v,; = r;w,. 


Par conséquent, l'équation (XII[.179) pourra s’écrire sous la forme 
suivante 


n 
L — 
D Lou —rj0.. 


i=1 
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DE FAIBLE ALLONGEMENT 


Les valeurs de la portance et du moment longitudinal de l'aile 
de faible allongement, obtenues suivant la théorie linéaire de l’aile 
comme surface portante, diffèrent sensiblement de celles obtenues 
par l'expérience. Comme il résulte de la fig. XII.34,a et b, où sont 
indiquées les courbes C, («) pour les ailes rectangulaires minces 
avec un allongement À = 1,0 et À — 0,35, le coefficient de portance 
de l'aile de faible allongement est une fonction non linéaire de 
l'angle d'incidence. Les dépendances analogues pour le coefficient du 
moment par rapport au bord avant de l'aile (fig. XII.35,a et b) 
montrent que la non-linéarité du moment est beaucoup plus impor- 
tante que la non-linéarité de la portance. Par suite, avec l’augmenta- 
tion de l’angle d'incidence de l’aile de faible allongement la posi- 
tion du centre de poussée change brusquement. 

D'après la théorie linéaire, les résultats de calcul représentés 
sur la fig. XI1.34 et XI1.35 sous la forme de droites en pointillé 
étant obtenus d’après cette théorie, la position du centre de poussée 
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sur l’aile ne doit pas dépendre de l’angle d'incidence. Cependant, 
en réalité avec l'augmentation de l'angle d'incidence le centre de 


a) À=/ 
BOTIT AT 
CII IVI II. ++ 
RTE A | EH 
V1 [| di l 
HET TT FREE 
10 +- F'ISVARER ARBRE 
( l Eu 1:11 
| EE 
|. 
nu 
gs CT 
EE 
0 J0 20 30 40 50 œ° Ÿ 70 20 30 40 50 œ° 
o Winter + Burago x Flachsbart 
Fig. XII.34 


poussée se déplace vers le bord de fuite. Il résulte de la comparaison 
des coefficients C, et m. qui se rapportent aux ailes de différents 


ô) À= 035 


À=/ 0 10 29 30 _40 ° 


o Winter + Burago n Flachsbart 
Fig. XII.35 


allongements qu'avec la diminution de l'allongement la différence 
entre les données de la théorie linéaire et les données expérimentales 
augmente, la non-linéarité des courbes C, et m, s'accroît. 
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La théorie non linéaire de l'aile d'envergure finie a été créée 
par Tchaplyguine sur la base du schéma d'un tourbillon en fer 
à cheval proposé par lui en 1910-1913. A la théorie de l'aile de faible 
allongement sont consacrés plusieurs ouvrages de V. Goloubev [6] 
qui a élaboré dans cette théorie une direction originale, basée sur 
la prise en compte de l'écoulement autour des bords latéraux lequel 
se décrit en faisant appel à la notion de la circulation transversale. 

On sait qu’en première approximation on peut considérer la 
circulation même autour d’une plaque carrée comme étant inva- 
riable le long de son envergure. Cela facilite la construction de la 
théorie non linéaire. 

Dans la théorie non linéaire de l'aile de faible allongement il 
existe trois directions: la première est celle qui utilise la méthode 


Fig. XII.36 


de la théorie du potentiel!; la deuxième est basée sur le remplace- 
ment de l’aile par un système de tourbillons d'envergure finie avec 
une certaine densité de leur distribution inconnue; la troisième 
est basée sur le schéma de l'écoulement avec circulation et décol- 
lement. La théorie de l’écoulement avec circulation et décollement 
occupe une place particulière car elle représente un schéma semi- 
empirique de la prise en compte de la non-linéarité. 

Dans les théories de la deuxième direction, pour obtenir la non- 
linéarité des caractéristiques de l'aile, on part de ce que les tourbil- 
lons libres qui se détachent de l'aile ne restent pas dans son plan, 
mais forment avec celui-ci un certain angle, généralement parlant, 
variable suivant la corde. Comme le montrent de nombreuses expé- 
riences, la déviation des tourbillons libres f sur les ailes de faible 
allongement (fig. XII.36) pour des angles d'incidence sensibles, 
due à l'interaction des tourbillons libres, n'est pas si importante 
pour qu'on puisse considérer les tourbillons libres comme disposés 
dans le plan de l'aile. Pour cette raison il faut tenir compte de l’angle 
de blocage des tourbillons libres &æ — B, variable suivant la corde; 
ceci complique sensiblement la théorie, puisque parmi les facteurs 
inconnus, outre la distribution de la circulation sur l'aile, il y a 
aussi les angles de déflexion des tourbillons libres. Ces angles ne 


1 Les théories de cette direction ont été créées par N. Kotchine et autres 
chercheurs. 
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peuvent s’obtenir qu'après la détermination de la densité des tour- 
billons. De cette façon, le problème ne peut être résolu que par la 
méthode des approximations successives. 

Pour simplifier la résolution, plusieurs auteurs ont eu recours à 
certaines relations entre l’angle de déflexion des tourbillons libres 
B et l’angle d'incidence «. Ainsi, par exemple, dans la théorie pro- 
posée par G. Burago en 1944 on recommande de compter B — 1/2& 
et, par conséquent, l'angle de blocage 


a—f—+a. 


Dans les travaux de V. Goloubev ainsi que dans ceux de N. Po- 
liakhov et A. Pastoukhov [23] on propose de prendre l'angle de 
déflexion des tourbillons libres B — 0 et, par conséquent, l'angle 
de blocage 


a—$f—«. 


Les recommandations de Burago se rapportent aux ailes d’allon- 
gement extrémement petit, où les tourbillons attachés jouent un 
rôle tellement insignifiant que l’angle de déflexion des tourbillons 
libres n'apparaît qu’à la suite de l'interaction des tourbillons libres. 

Quant à la proposition de considérer l'angle de blocage comme 
étant approximativement égal à l'angle d'incidence, elle est, par 
contre, valable probablement pour les ailes d’allongement À —1--2. 

Dans la théorie de Burago, la surface tourbillonnaire est remplacée 
par un seul tourbillon portant ; la condition aux limites d’imperméa- 
bilité est respectée suivant la corde en moyenne. Respectivement on 
détermine non pas les angles de déflexion en des points déterminés, 
mais seulement leurs valeurs moyennes pour la section donnée de 
l'aile. Ceci permet d'obtenir la formule du coefficient de la force 
normale sous la forme 


d’où avec À — 0 
Cy = Cn= 20". (XIT1.181) 


La formule (XI1.181) fournit de bons résultats lorsqu'on l’uti- 
lise pour les ailes d’allongement minimal et, comme il sera montré 
plus loin, peut être obtenue en partant d’autres considérations. 

La médiation de l’angle de déflexion suivant la corde, utilisée 
par Burago, ne permet pas d'obtenir les expressions des caractéristi- 
ques des moments de l'aile. 
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Comme on le sait de ce qui venait d’être dit, le centre de poussée 
des ailes de faible allongement se déplace du bord d'attaque vers 
le bord de fuite quand l’angle d'incidence augmente. Sur la fig. XI1.37 
est montrée la variation du coefficient du centre de poussée Ch en 
fonction de l’angle d'incidence pour une aile rectangulaire mince 
d’allongement À = 1. Du graphique on voit que dans la gamme de 
l’angle d'incidence de O0 à 20°, avec l’augmentation de l'angle de 


0 ‘} 20 30 40 œ° 
Fig. XIL.37 


1°, le centre de poussée se déplace d’environ à 1 % de la corde. On 
peut supposer qu'aucune théorie, qui ne tient pas compte du déplace- 
ment du centre de poussée avec la variation de l’angle d'incidence, 
ne peut assurer une coïncidence tant soit peu convenable avec l'ex- 
périence si on l’applique au calcul du coefficient de moment m.. 

Il est évident que pour bâtir une théorie qui ne s'appuie pas sur 
l'hypothèse de la constance du centre de poussée, il faut énoncer une 
hypothèse en principe nouvelle pour expliquer le déplacement du 
centre de poussée. 

Si on retranche de la valeur déterminée expérimentalement du 
moment M.1le moment de nature d'inertie M1, c’est-à-dire le moment 
correspondant à l'écoulement potentiel sans circulation autour d'un 
corps, et on divise ensuite la différence par la force normale R,, alors 
la coordonnée x, du centre de poussée ainsi obtenue correspondra à un 
écoulement purement à circulation. Admettons le point avec une 
telle coordonnée comme centre du tourbillon attaché 


Le coefficient sans dimensions du centre du tourbillon attache 
sera 
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Dans ces formules b est la corde de l’aile dans le plan zxoy. 
Comme on sait, en vertu de (VI. “e) 


VAE 


O Ù ko — À22/p et k11 = 11/0 sont des volumes de la masse virtuelle 
du fluide dans le cas du mouvement de l’aile respectivement dans les 
directions transversale et longitudinale. 
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Fig. X11.38 


Pour les profils d’ailes relativement minces, on peut poser k,, = 
= 0. Pour déterminer k:: pour les ailes de forme rectangulaire en 
plan, on peut utiliser les données expérimentales qui correspondent 
parfaitement à la formule de Pabst 


EL LS 
Ko = + D A (- — 0,425 >). 
Finalement il se trouve possible de calculer la grandeur 
Ca=Cnexp— 7 +. (XII.182) 
n Cxp 


Sur la fig. XI1.37 sont montrées les données dépouillées relatives 
à tous les résultats publiés sur les expériences avec des plaques carrées 
(À = 1). Les valeurs du coefficient C,, obtenues d’après ces données, 
témoignent de ce que, dans la gamme des angles d'incidence allant 
jusqu’à 40° le centre du tourbillon attaché se déplace sensiblement 
moins que le centre de poussée. La déduction concernant la stabilité 
relative du centre du tourbillon attaché est justifiée également lors- 
qu'on étudie l'écoulement derrière l'aile. 

Dans ce but on a effectué une série d'expériences spéciales avec 
des ailes rectangulaires d’allongement 0,5; 1,0 et 1,5 et de profil 
NACA-0012. 


$ 87] THÉORIES NON LINÉAIRES DE L'AILE 477 


Pour les angles d'incidence & = 5, 10, 15, 20 et 25°, au moyen 
d'un moulinet proposé par E. Minski, on déterminait les régions de 
tourbillonnement dans les différentes sections derrière l'aile. La 
section la plus proche de l’aile était à une distance de 5 mm du bord 
de fuite de l'aile, c'est-à-dire à une distance de 5% de la corde, égale 
à 100 mm. Sur la fig. XI1.38,a sont indiquées les frontières de la ré- 
gion de tourbillonnement suivant la verticale pour l'angle d’inci- 
dence & = 15° avec À = 1. En extrapolant les courbes des milieux 
de la région de tourbillonnement verticalement jusqu'à l’intersection 
avec la corde de l'aile et en prenant cette intersection pour la posi- 
tion du tourbillon attaché, nous obtenons la valeur du coefficient C, 
du tourbillon attaché, égale pour une aile carrée en moyenne à 0,68, 
ce quis’accorde avec les données obtenues d’après la formule (XI1.182). 
Sur la fig. XI1.38,bsont montrésles contours des régions de tourbillon- 
nement dans les différentes sections derrière l’aile avec À = 1 pour 
a — 15°. Le graphique montre que la nappe tourbillonnaire commence 
à s’enrouler en un tourbillon marginal déjà à une distance de 5 % de 
la corde derrière le bord de fuite. 

Dans la théorie non linéaire approchée élaborée par K. Fédiaevski, 
on admet en tant que première hypothèse principale que la position 
du centre du tourbillon attaché pour la forme donnée de l’aile en plan 
ne dépend pas de l’angle d'incidence. 

Déterminons la position du centre du tourbillon attaché, en uti- 
lisant les résultats de la théorie linéaire de l'aile à allongement 
réduit. 

Sur la fig. XII.39 est montrée la répartition de la charge suivant 
les cordes d’une aile ronde en plan, calculée d’après la théorie liné- 
aire et obtenue des expériences de Hansen. Comme il résulte des gra- 
phiques, pour un angle d'incidence égal à 4° la charge déterminée 
expérimentalement s'accorde suffisamment bien avec celle obtenue 
théoriquement pour les sections 7, II et III. Néanmoins, dans la 
section V elle dépasse déjà la charge théorique, ce qui est dû à un 
courant secondaire allant de l’intrados vers l’extrados. Avec un angle 
d'incidence de 8°, la charge déterminée expérimentalement dans tou- 
tes les sections diffère sensiblement de celle théorique. 

Ainsi, on peut considérer que les dérivées des coefficients de por- 
tance et du moment longitudinal suivant l’angle d'incidence, obte- 
nues d’après la théorie linéaire, doivent être inférieures aux dérivées 
de ces mêmes coefficients obtenues par l'expérience, même pour un 
angle d'attaque nul. Quant à la position du centre de poussée, son 
détermination théorique fournit des valeurs quelque peu inférieures 
du numérateur et du dénominateur. Ceci laisse supposer que la valeur 
théorique du centre de poussée est proche de la valeur expérimentale 
avec l'angle d'attaque nul. L'hypothèse faite est justifiée par la 
fig. XII.37 d’où il ressort que le coefficient du centre de poussée. 
obtenu d’après la théorie linéaire pour une plaque carrée, correspond 
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bien au coefficient obtenu expérimentalement pour un angle d’inci- 
dence nul. 

L'examen des charges dans la section d'emplanture, c’est-à-dire 
avec 3 — 0 (fig. XII1.39), montre que la valeur de la dérivée du coef- 
ficient de portance dans cette section d’après la théorie linéaire doit 
ètre proche de celle obtenue expérimentalement pour un angle d’inci- 
dence nul. Pour cette raison, il paraît juste d'utiliser pour la détermi- 
nation de la position du centre du tourbillon attaché les valeurs du 
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Fig. XII.39 


coefficient du centre de poussée C', +1. et de la dérivée du coefficient 
de portance dC,./da dans la section d’emplanture, où : — 0, obtenues 
d’après la théorie linéaire. 

En ouvrant l’indétermination dans le second membre de l’équa- 
tion (XII1.182), nous trouvons pour l’angle d'incidence nul 


où 2r est l’envergure du tourbillon attaché équivalent d'intensité 


constante. 


La fig. XII.40 montre la variation, d’après la théorie linéaire, 


du coefficient du centre du tourbillon attaché et du coefficient du 
centre de poussée en fonction de l'allongement des ailes rectangulai- 
res a et elliptiques b. Avec la diminution de l’allongement de l’aile, 
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le centre du tourbillon attaché se déplace vers le bord de fuite et le 
centre de poussée vers le bord avant. 

En tant que deuxième hypothèse pour les ailes rectangulaire et 
elliptique en plan nous admettrons que l'envergure du tourbillon 


Fig. XII.40 


attaché est égale à l’envergure géométrique moyenne de l'aile, 
c'est-à-dire 


Les expériences effectuées en vue de déterminer la zone de tour- 
billonnement au voisinage des 
extrémités de l'aile vérifient 
cette hypothèse. 

Nous considérerons ensuite 
que dans le plan de la symétrie 
de l’aile est justifié le postulat 
de Tchaplyguine-Joukovski rela- 
tif au détachement régulier des 
courants d'air sur le bord arrière 
du contour. Cette hypothèse si- 
gnifie que la vitesse v;, induite par 
le tourbillon attaché en U, est Fig. XIIL.41 
égale et de sens opposé à la com- 
posante normale de la vitesse à l'infini v. sin @ (fig. XII.41) 
de sorte que 


Vitvs sin a—0. 


En déterminant au moyen de la formule de Biot-Savart les valeurs 
v; au point arrière de l'aile, conditionnées par l’action d’un tourbil- 
lon attaché et de deux tourbillons marginaux semi-infinis, en som- 
mant ensuite ces valeurs et en passant aux coefficients sans dimen- 
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sions, nous obtenons 


Ge D 
28 UaicoVA+C+r  (4+Ca)sin(a—B) +72 
(1 + Ca) cos (x —B) 
x [1 
[+ Vurcy+r2 ve | } (XII.183) 


où r = r/b est la demi-envergure du tourbillon attaché, rapportée 
à la corde de la section moyenne. 

En introduisant le coefficient d'intensité sans dimensions du 
tourbillon en U 


r 
Cyo = I î 
3 xb 
et en tenant compte que v; = —v. sin &, on trouve de l'expression 
(XII.183) 
4x sin &@ 
C = ss à . 4 
vo = a (ab) (XIT.184) 


(+ Ca) V A+ca +r2  (1+0Ca) sin? (a—$f)+r2 X 


_ [1+ + (A+ Ca) cos (a —B) 
V'a+c+re 


Pour déterminer l'angle de déflexion des tourbillons libres 
(fig. XII.42), notons qu'aux points de leur détachement, la composan- 
te verticale de la vitesse induite par un autre tourbillon libre sera 


10 cos B, et la composante horizontale v> — Jo sin B. 


&nr 8nr 
D'où 
lo cos B Co 
BA gB= 7 + 
Pen IP 1-5 
ou 
Ba To — ue (XI1.185) 


Le coefficient C, peut être déterminé graphiquement ou par la 
méthode des approximations successives. En approximation nulle 
Cy se calcule d'après la formule (XII.184) avec B = 0. Ensuite il 
faut déterminer la valeur de l’angle B en première approximation, 
etc. Avec de très petits allongements, on peut admettre que les com- 
posantes des angles de déflexion des tourbillons libres, imprimées 
par ces tourbillons, jouent le rôle principal tandis que les déflexions 
dues aux tourbillons attachés sont négligeables. Dans ce cas l’angle 


6 87] THÉORIES NON LINÉAIRES DE L'AILE 481 
RP 


de déflexion des tourbillons libres dans la section de l'emplanture 
de l'aile doit être égal à l’angle d'incidence &, c'est-à-dire chacun des 
systèmes des tourbillons libres doit former l’angle de déflexion égal 
à æ&/2. Aux extrémités de l’aile où se détachent des tourbillons libres. 
chaque système de tourbillons libres en agissant sur l’autre forme 


Fig. XII.42 


l'angle de déflexion deux fois moindre, c'est-à-dire qu'à l’approxi- 
mation d'ordre zéro on peut prendre 


[9 À 
pe +. 


Pour déterminer la valeur de la force normale, utilisons le théore- 
me de Joukovski 


Ra=p {vx cos & +0; moy Sin (&œ— B)] lo2r — 
—=p [Lo COS HV; moy Sin (4 — B)] CybrU, 
U; Inoy #S 0 — 10 2æ., 


ar 21 ; 


En passant au coefficient sans dimensions de la force normale. 
nous trouvons 


y) b 
Cn=Cy + | cos a+ 


C0 sin (a —B)| (XI1.186) 
2nr 

Pour les ailes minces, par suite du décollement de l'écoulement sur 
l’arête vive avant, la force d'aspiration n'apparaît pas; par suite, en 
projetant la force normale sur les axes des coordonnées on obtient 
les formules du coefficient de portance 


Cy=Cncosa (XI1.187) 
31—084 


482 THÉORIE DE L'AILE [CH. XII 


et de l’accroissement du coefficient de traînée dû à l’angle d'inci- 
dence 


Cx—Cr 


œ 


_p = Cnsin a. (XIT.188) 


Le coefficient de moment s'obtient comme la somme des coeffi- 
cients des moments de nature tourbillonnaire et d'inertie 


m=CnCat 2 sin 20. (X11.189) 


Sb 

Les résultats des calculs de la portance et du moment longitudinal 
pour une plaque rectangulaire avec À — 1 el À — 0.35. indiqués sur 
les fig. XII1.34 et XII.35 par des lignes continues. assurent une bonne 
coïncidence avec l'expérience. 

Elucidons les changements qu’il faut introduire dans la théorie 
approchée énoncée ci-dessus dans le cas du passage des plaques à 
des ailes épaisses d’allongement réduit. 

Avant tout mettons en évidence l'influence qualitative de l’épais- 
seur de l'aile à allongement réduit sur sa force normale. Théorique- 
ment on peut montrer qu'avec l'augmentation de l'épaisseur du 
profil le coefficient de la force normale C, doit diminuer. En effet, 
l'expérience montre que la force normale des ailes épaisses ({ — 
— 12-20 %) à allongement réduit est en moyenne de 15 % inférieure 
à la force normale des plaques pour la même forme en plan. Par suite. 
pour le calcul des ailes épaisses à allongement réduit nous admet- 
trons 


Cn- —0,85C;. 
t#0 


D'autre part, dans le cas des ailes épaisses il est indispensable 
de tenir compte de la force d’aspiration. Admettons que l’angle moyen 
de déflexion du courant pour l'aile est égal à la moitié de l'angle 
d'incidence. Si la force d'aspiration est complètement réalisée. 
c’est-à-dire si le vecteur de la force résultante hydrodynamique est 
dirigé perpendiculairement au vecteur de la vitesse en tenant compte 
de la déflexion du courant de l’aile, alors le coefficient de la force 
d'aspiration aura pour expression 


Cx asp Cyr, 0 tg +=0,85CA tg S-- 


En tenant compte de la projection de la force d'aspiration sur 
les axes des vitesses, nous obtiendrons les formules suivantes des 
coefficients de portance, de l'accroissement de la traînée et du mo- 
ment longitudinal 

Cy=Cnr,o cosa—+Cz asp Sin a— 


==0,85C, (cosa+tg + sin a): (XIL.190) 
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C.—cC —=C,- sina—C Cos & — 


—0,85C; (sina—tgScosa) ; (XI1.191) 


kao — ki: 


EL sin 22 & 0,85C1Ca+8 sin 24.  (XI1.192) 


m—Cne Ca 

Sur la fig. XII.43,a. b, c sont indiquées les valeurs des coeffi- 
cients des moments et des forces aérodynamiques d’une aile épaisse 
carrée À — 1,0, calculées d’après les formules (XI1.190)-(XI1.192), 
ainsi que selon la théorie linéaire ; sur la même figure sont indiqués 
les points expérimentaux pour des ailes avec les profils Joukovski et 
NACA de différente épaisseur relative. 

Ainsi que l’on voit d’après la figure, le calcul suivant la théorie 
approchée proposée assure une assez bonne coïncidence des valeurs 
théoriques des coefficients avec celles expérimentales jusqu'à des 
angles d'incidence proches de 30°. 

Envisageons des théories plus simples relatives au mouvement 
de translation de l’aile, qui permettent de les étendre au cas de la 
rotation déterminée de l’aile suivant le cercle. A celles-ci se rapporte 
la théorie semi-empirique de l’écoulement à circulation et avec dé- 
collement. Elle explique la non-linéarité des caractéristiques hydrody- 
namiques par le fait que l'écoulement du fluide autour des bords laté- 
raux de l’aile s'effectue avec décollement et provoque l'apparition 
d'une résistance. Cette résistance, dirigée suivant la normale à l’aile, 
crée une composante supplémentaire de la force normale, propor- 
Jionnelle au carré du sinus de l’angle d'incidence. Betz a argumenté 
de la façon suivante la dépendance indiquée. 

On peut négliger l'écoulement longitudinal autour d’une plaque 
rectangulaire dont la corde est très grande par rapport à l’envergure 
(théoriquement avec l'allongement tendant vers zéro) et considérer 
l'écoulement autour d'elle d’un courant transversal à deux dimen- 
sions avec une vitesse égale à la composante normale de la vitesse 
a l'infini (fig. XI1.44). La force normale hydrodynamique, induite 
par l’écoulement transversal, s'écrira comme une force de la résistan- 
ce induite par ce courant en écoulement avec décollement, c'est-à- 
dire 


4 


00 
} 


Ra rés—C> pi sin° as , (X11.193) 


où C> h1 est le coefficient de résistance de la plaque en écoulement 
transversal autour d'elle. 

Pour une aile avec un allongement tendant vers zéro, c’est-à- 
dire avec un rapport de la largeur de la plaque à la longueur tendant 
vers Zéro, la valeur calculée théoriquement du coefficient de la résis- 
tance de la plaque à arêtes vives est C, ,1 = 2. En réalité, il y a une 
certaine distribution des valeurs des coefficients C, 1 suivant la 


31° 
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Fig. XIT.43 


corde. Par suite, la valeur C, ,, — 2 doit être considérée comme 
une valeur moyenne. En substituant cette valeur du coefficient dans 
l'expression (XI1.193) et en réduisant la force normale à la forme 
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d'un coefficient sans dimensions de la force normale, nous obtenons 


Cn rés = = I 9 sin? @. (XII1.194) 
Cu S 
Par conséquent, le coefficient de la force portante est 
Cyrés=Cnres Cosa—2sin* a cos «, (XII.195) 


et le coefficient d’accroissement de la résistance induite par le cou- 
rant transversal 


Cr — Cr = n rés sin a— 2sin$ Œ. (XI1.196) 


Il est évident que pour une telle approche du problème, la com- 
posante longitudinale de la vitesse ne peut engendrer que la compo- 


Fig. XIT.44 


sante longitudinale de la force hydrodynamique induite par le frot- 
tement. La force normale R, :6, est évidemment appliquée au mi- 
lieu de la corde, par conséquent le coefficient de son moment par rap- 
port à son bord avant est 


b 
M: rés Ra rés 2 . 0 
M re = sin? o. (XIL.197) 
pui, vé, 
> Sb —5 —Sb 


Le dépouillement de nombreuses données expérimentales montre 
que les différences entre les coefficients déterminés expérimentale- 
ment et les coefficients, calculés d’après la théorie linéaire, en pre- 
mière approximation ne dépendent pas de l'allongement de l’aile, 
ce qui a probablement conduit certains d'auteurs à penser que les 
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caractéristiques hydrodynamiques de l’aile à allongement réduit sont 
constituées de deux composantes: la première, déterminée par la 
circulation et calculée suivant la théorie linéaire et la seconde, dé- 
terminée par l'écoulement avec décollement autour des extrémités 
de l'aile. 

La répartition de la charge sur la surface de l’aile d’allongement 
réduit peut en quelque sorte servir de justification d’un tel point 

| | de vue. 

Sur la fig. XII.45, suivant les 
données de Winter, est montrée 
la répartition de la charge sur la 
moitié d’une plaque carrée avec 
un angle d'incidence &æ=8°. Com- 
me on le voit de la figure, la 
charge est concentrée surtout aux 
extrémités de la plaque. Et de 
plus, la charge sur le bord avant 
et au milieu de la plaque est 


Charge, Ag/mè 


# 
4 00 


GS 10 15,20 
Fig. X11.45 Fig. XI1.46 


proche de la charge qui est en écoulement avec circulation autour de 
l'aile, tandis qu'aux extrémités elle correspond à l’écoulement avec 
décollement autour d'une plaque plane normale à l'écoulement de 
vitesse v . sin &. Ainsi, l’addition du coefficient obtenu d’après la 
théorie linéaire avec le coefficient obtenu d'après la théorie de 
l'écoulement avec décollement peut être considérée comme l’addi- 
tion de la charge rapportée au bord avant et au milieu de l'aile 
avec la charge rapportée aux extrémités de l’aile. 

En admettant les caractéristiques hydrodynamiques comme étant 
constituées des deux composantes indiquées, nous obtiendrons Îles 
formules suivantes 


Cy=Cyta+2sin*acosa—C};11sinat2sin*acosa; (XII.198) 
Cr Crno = Critit2sin$a—ksin"a+2sinsa; (XII.199) 
m=m;t1+sina—=mt,, sin &«—+sin° a. (XIT.200) 

Les valeurs des coefficients C7, m: et k, calculées par K. Wieg- 


hardt suivant la théorie linéaire, sont indiquées sur la fig. XII.31, 
XII.32 et XII.46. Les résultats des calculs effectués d’après les for- 
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mules (XI1.198)-(XII1.200) peuvent être comparés avec les données 
expérimentales sur les ailes profilées suivant les graphiques de la 
fig. XII.47,a et b. Sur cette figure sont données les courbes théori- 
ques et expérimentales pour une aile carrée avec profil NACA-0020 
d’après les expériences de G. Burago. 

Les résultats expérimentaux pour une plaque plane carrée sont 
indiqués sur la fig. XII.48. Ils correspondent d'une manière satis- 
faisante aux formules de calcul respectives. 

Il est à signaler que dans tous les cas considérés la coïncidence 
des données théoriques avec celles expérimentales est satisfaisante. 
Quant aux données relatives aux moments, elles coïncident moins 
bien. Il s'ensuit que les caractéristiques hydrodynamiques des gou- 
vernails profilés à allongement réduit aux extrémités non arrondies 
peuvent être calculées en première approximation d'après les for- 
mules (XI1.198)-(XI1.200). Avec les extrémités arrondies, on ne 
peut déjà plus adopter le coefficient C,; n = 2 

Quant à l'accroissement de la résistance des gouvernails, qui 
sont des plaques planes, dû à l’angle d’incidence, la formule (XIT. 199) 
s'avère être inutilisable pour sa détermination. La fig. XII.48.b 
représente une courbe construite d'après la formule (XII.199) pour 
une aile carrée. La diminution considérable de la résistance d’une 
plaque plane, obtenue d’après cette formule, s'explique par le fait 
qu’au voisinage du bord avant de la plaque, lors de l’écoulement 
autour d'elle, il se produit un décollement du courant et, par consé- 
quent, la force d'aspiration ne peut apparaître. Dans ce cas, la ré- 
sultante des pressions doit être dirigée suivant une normale à la 
plaque plane. Alors l’accroissement de la résistance peut être déter- 
miné d’après la formule proposée par K. Fédiaevski 


Cr —Crs_o = Cytga—=(Cyr1+2sin"acosa)tga, (XII.201} 


puisque, comme on le voit de la fig. XI1.48,a. pour le calcul du coef- 
ficient de la force portante d’une plaque plane on peut toujours uti- 
liser la formule (XI1.198). Le calcul de l’accroissement de la résis- 
tance d’après la formule (X1I1.201) fournit une bonne coïncidence 
avec l'expérience. 


CHAPITRE XIII 


THÉORIE DES ONDES ET DES FORCES 
HYDRODYNAMIQUES ONDULATOIRES 
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Les divers mouvements ondulatoires de fluide qui existent dans 
la nature sont provoqués par les perturbations extérieures et re- 
présentent le processus de la transmission de ces perturbations dans 
le milieu fluide. Suivant la nature des forces qui sont à l'origine du 
processus de la formation de la houle, les ondes peuvent être divisées 
en ondes de gravité, capillaires et élastiques. 

Les ondes de gravité apparaissent par suite de ce que le fluide 
se trouve dans le champ d'action de la force de pesanteur. Les causes 
extérieures provoquent des perturbations de sa surface, qui engen- 
drent les oscillations des particules de fluide autour de la position 
d'équilibre. Le processus de formation et de transmission de ces 
oscillations, dû à l’action de la force de pesanteur, est perçu par 
l'observateur comme une houle. On classe aux ondes de gravité 
les ondes dues au vent, ou celles provoquées par le mouvement des 
<orps dans un fluide, ainsi que les ondes provoquées par les marées 
qui ont pour leur origine les perturbations créées par la Lune et 
le Soleil. 

Les ondes capillaires sont dues à l’action des forces de la tension 
superficielle. Elles ont la forme de rides et sont aussi provoquées 
par le vent ou le mouvement d’un corps, mais se développent sous 
l’action des forces capillaires qui s'efforcent de rétablir la position 
de la surface du liquide. 

Dans les conditions réelles, les ondes de gravité et les ondes 
capillaires peuvent se former simultanément. Leur formation s’ef- 
fectue sur la surface libre d’un fluide ou sur la surface de séparation 
des fluides de différentes densités. Les ondes qui apparaissent dans 
ces conditions s’appellent ondes superficielles. 

Les ondes élastiques, contrairement aux ondes superficielles, 
englobent toute la masse du fluide ; leur formation est liée aux phé- 
nomènes de compressibilité. A celles-ci se rapportent les ondes so- 
nores et les ondes qui se forment au cours des explosions sous-ma- 
rines ou aériennes. 
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Dans ce qui suit nous n’envisagerons que les ondes de gravité 
superficielles, comme présentant un intérêt particulier du point de 
vue de l’étude des ondes provoquées par le vent et des ondes de la 
houle. La formation des ondes de gravité sert également de cause à 
l'apparition des forces et des moments hydrodynamiques supplémen- 
taires agissant sur les corps se déplaçant sur la surface libre du 
fluide ou au voisinage de celle-ci et provoquant sur elle la houle. 
Ces forces et ces moments s'appellent forces et moments de nature 
ondulatoire; ils peuvent sensiblement changer les caractéristiques 


Fig. XIII. 


hydrodynamiques des corps par rapport à celles observées lors du 
mouvement des corps dans un fluide infini. En particulier, on rappor- 
te à ces forces la résistance ondulatoire qui a une grande importance 
du point de vue du mouvement des navires. 

Les ondes superficielles dont les caractéristiques se répètent 
périodiquement s’appellent régulières. Généralement les ondes dues 
au vent ou les ondes provoquées par le mouvement des corps dans 
un fluide sont à trois dimensions. Mais, parfois, par exemple dans 
le cas des ondes de la houle, l’image du mouvement ondulatoire est 
identique dans tous les plans correspondants avec la direction de 
la propagation des ondes et les génératrices de la surface houleuse 
sont des lignes droites. De telles ondes sont dites planes. Envisageons 
la section de la surface de l’eau couverte d'ondes régulières planes, 
montrée sur la fig. XIII.1. Les parties caractéristiques du profil 
ondulatoire formé par cette section, tracée dans le plan de la propa- 
gation des ondes, sont les crêtes et les creux des ondes et les princi- 
pales caractéristiques des ondes sont leur longueur À, leur hauteur À 
et la période +. 

On appelle longueur d'onde la distance entre les deux crêtes ou 
entre les deux creux voisins, mesurée dans le sens de leur propagation, 
et la hauteur d'onde, la distance À depuis le creux jusqu'à la crête. 
La moitié de la hauteur des ondes périodiques régulières s'appelle 
leur amplitude a — h/2 et le rapport h/À, la hauteur relative de l'onde. 
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L'angle formé par la tangente au point donné du profil de l’onde 
avec la surface horizontale du fluide au repos est dit angle de pente 
de l’onde &,. Sa valeur diffère suivant les points du profil. Dans 
l'étude des caractéristiques des ondes, on envisage ordinairement la 
valeur maximale de cet angle. 

Les ondes peuvent être subdivisées en ondes progressives et sta- 
tionnaires. Le profil des ondes progressives se déplace dans l’espace : 
parmi ces ondes il y a des ondes dues au vent et celles provoquées 
par le mouvement des corps dans un fluide. Le profil des ondes 
stationnaires ne se propage pas mais change seulement avec le 
temps ses ordonnées dans la région donnée de l'espace. Les ondes 
stationnaires peuvent se former par exemple grâce à l'interaction 
des ondes progressives lorsqu'elles se réfléchissent des rives et des 
ouvrages quelconques. 

Imaginons qu'un observateur se trouve en un certain point 
immobile de l’espace. Alors par rapport à celui-ci. la période de 
l'onde représente un intervalle de temps entre le passage de deux 
crêtes ou de deux creux consécutifs par ce point. Si le point d’obser- 
vation se déplace dans l’espace, alors la période, mesurée dans ce 
cas, s’appelle relative ou apparente. Le rapport o — 2x/T s'appelle 
fréquence des ondes. La vitesse, avec laquelle les crêtes des ondes 
progressives se déplacent dans l’espace, s'appelle célérité des ondes c, 
ou célérité de phase. La célérité c est la vitesse de déplacement du 
profil des ondes et il ne faut pas la confondre avec la vitesse de dé- 
placement des particules qui prennent part au mouvement ondu- 
latoire. qui est ordinairement faible. 

En tenant compte que la célérité des ondes est constante, sa liaison 
avec la longueur et la période de lame aura pour expression 


À 
C——. 
T 
Généralement les ondes provoquées sur la surface de la mer par 
le vent représentent une houle irrégulière avec la hauteur. la longueur 
et la période de lame variant avec le temps. L'irrégularité et le 
caractère tridimensionnel de la houle marine sont dus aux rafales 
du vent, variables d'intensité et de direction, dont les impulsions, 
appliquées à la surface de l’eau, déterminent l'apparition des ondes 
de différentes grandeurs et formes et leur communiquent l'énergie. 
Pour cette raison, la houle due au vent est un processus aléatoire 
dont les caractéristiques sont obtenues par le traitement statistique 
des données sur les observations systématiques des ondes marines. 
Dans le cas général une telle houle peut être considérée comme un 
spectre qui s'obtient par la superposition de différentes ondes planes 
élémentaires. 
Les ondes dues au vent, ainsi que celles provoquées par le mou- 
vement des corps dans un fluide ou encore résultant de l’action d’une 
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impulsion de pression appliquée brusquement à la surface du fluide 
s'appellent ondes forcées. Outre les ondes forcées, on examine dans 
la théorie les ondes libres qui restent dans le fluide après que la 
cause qui les avaient provoquées a cessé d’agir. On peut considérer 
les caractéristiques de telles ondes comme ne dépendant pas de la 
durée de leur longévité. Par leurs propriétés, les ondes de la houle, 
par exemple, sont proches des ondes libres. Les observations mon- 
trent que le profil des ondes libres de la houle se rapproche de la 
trochoïde ; le profil des ondes forcées dues au vent diffère du profil 
des ondes de la houle: sa pente du côté du vent est plus douce par 
rapport au côté sous le vent. 

Pour justifier la théorie des ondes, il faut connaître les caracté- 
ristiques limites et moyennes des ondes réelles. 

Les hauteurs limites des ondes dues au vent ne dépassent guère 
20-30 m et les longueurs 400 m. Parmi les ondes mesurées les ondes 
les plus raides avaient le rapport _ z + — Z: pour les valeurs 
supérieures de ce rapport, il se produit la destruction des ondes. 
L'angle minimal au sommet des ondes, pour lequel il se produit le 
renversement et la destruction de la crête, est d'environ 130°. Cepen- 
dant ces valeurs limites sont rarement observées. Plus caractéristi- 
ques sont les données consignées au tableau et qui se rapportent 
aux ondes les plus grandes observées avec diverses forces du vent. 


Vent Ondes 
Degrés | tv). m/s | h, m | À, M | R/k | c, m/8 | T,S 
4 8 1,2 25 1/21 6,2 4,0 
5 10 2,6 39 1/15 1,8 9,0 
6 13 4,0 87 1 /22 11,8 7,4 
l 16 5,8 129 1/22 14,2 9,1 
8 19 8,4 138 1/18 14,7 9,4 
9 22 11,9 180 1/16 16,8 10,7 
10 25 12,6 285 1/23 21,1 13,9 
11 27 14,5 376 1/26 24,4 15,5 


Ces données montrent que la hauteur relative k/À même des 
ondes très grandes est faible et, par conséquent, sont faibles les 
angles d’'inclinaison de la surface sur l'horizontale. Les limites 
analogues des valeurs des hauteurs relatives sont caractéristiques 
également pour les ondes forcées provoquées par le mouvement 
d’un navire. Cela conduit à penser que la surface de l’eau, couverte 
d'ondes de gravité, se distingue peu d’un plan; la propriété indi- 
quée est largement utilisée dans l'élaboration de la théorie des 
ondes. D'autre part, les observations montrent que la viscosité de 


494 THÉORIE DES ONDES ET FORCES HYDRODYNAMIQUES (CH. X1I11 


l’eau influe peu sur les phénomènes de la formation de la houle. 
Ceci explique justement le fait que la houle se conserve longtemps 
après que le vent cesse ou passe dans une autre région de la mer. 

Une influence sensible sur les caractéristiques des ondes exerce 
le passage de l’eau profonde à l’eau peu profonde; il se produit 
alors la transformation de leur profil, ce qui peut amener à l’appari- 
tion des montées et près de la côte, des vagues déferlantes. 

Une onde caractéristique sous la forme d'une intumescence se 
déplaçant solitairement se forme sur l’eau très peu profonde et dans 
les canaux. Ces ondes sont dites ondes solitaires. 


$ 89. FORMULATION GÉNÉRALE DE LA THÉORIE 
DES ONDES PLANES LIBRES 


Envisageons la théorie des ondes de gravité superficielles dans 
un fluide non visqueux limité par une surface libre et ayant une 
profondeur finie H. Nous considérerons le mouvement ondulatoire 


Fig. XIII.2 


du fluide comme potentiel et cela, par suite de l’absence de tour- 
billons dans le fluide au repos au moment de la formation dans celui- 
ci des ondes sous l’action d’impulsion de pression appliquée à ce 
fluide. Alors, d’après le théorème de Thomson, le tourbillonnement 
n'aura pas lieu également dans le processus ultérieur du développe- 
ment des ondes. L'hypothèse sur le caractère potentiel du mouve- 
ment ondulatoire permet de réduire le problème d'étude à la recher- 
che du potentiel de la vitesse q de ce courant, qui dans le cas donné 
représente une fonction des coordonnées des points de l’espace occu- 
pé par le fluide et du temps. Adoptons l’origine des coordonnées 
cartésiennes sur le plan coïncidant avec la surface du fluide au 
repos et dirigeons l’axe des z verticalement vers le haut (fig. XIII.2). 
Dans ce système de coordonnées, le potentiel œ (x, y, z, t) satisfait 


£ 89] FORMULATION GÊNÉRALE DE LA THÉORIE DES ONDES 495 


à l'équation de Laplace. qui traduit la condition de continuité du 
fluide, 


GE d=y de - 
2 + rt 0. (XIIL.1) 

La connaissance du potentiel @ permet de calculer toutes les 
caractéristiques du mouvement ondulatoire, le champ de la vitesse 
et les pressions. 

Pour intégrer l'équation (XII1.1) il est indispensable de soumet- 
tre sa solution aux conditions aux limites. Comme on le sait. ces 
conditions peuvent être de deux types: cinématiques et dynami- 
ques. On peut composer les conditions aux limites cinématiques 
pour la surface libre du fluide et pour les frontières solides du bas- 
sin. La surface libre des ondes a pour ordonnées z,, déterminées par 
la relation 


2o—= f(x, y, t), (XIIL.2) 


dont la forme n'est pas connue à l'avance et doit être déterminée 
au cours de la résolution du problème. Pour les particules du fluide 
disposées sur la surface libre, la projection de la vitesse de leur 
mouvement sur l’axe des z peut être calculée par la formule 
dz 
DT. (XIIL.3) 
En tenant compte de ce que d’après (XIII.2) z représente une 
fonction complexe des coordonnées et de la variable indépendante f, 
la dérivée totale pourra s’écrire sous la forme 
do _ 02 de to 9 029 
dt Or dt Ÿ üy dt ôt 


Comme pour les points de la surface libre dxr/dt = v, et dy/dt — 
= V,, alors en tenant compte qu'en mouvement potentiel vw, — 
— 0p/ôx, v, — 0p/ôy et v. — dp/ôz, on peut récrire la relation 
(XIII.3) sous la forme suivante 

0® __ 02 0 dzo 09 02 
D A EPL T EE (XIII.4) 

Cette condition doit être observée sur la surface libre du fluide, 
c'est-à-dire avec z = 2. 

Sur les frontières solides du bassin doit se vérifier la condi- 
tion d’imperméabilité et d'écoulement sans décollement. D'après 
cette condition, la composante de la vitesse du fluide, normale à 
ces frontières, doit être v, — 0 ou par suite du mouvement poten- 
tiel 0/0n = 0. Dans le cas où la frontière est un fond plan, cette 
condition d’après la fig. XIII.2 aura pour expression 


0 pour z= — H. (XIIE.5) 
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Passons à l'écriture de la condition aux limites dynamiques. 
On peut l'obtenir si l’on tient compte de ce que le long de la sur- 
face libre du fluide la pression est constante et égale à la pression 
atmosphérique, c’est-à-dire po. On sait qu’en mouvement potentiel 
variable, la pression se détermine au moyen de l'intégrale de La- 
grange (IV.18) 


pr? 


Ô 
pe + v2+ p=C (1). 


Ce] 


Posons dans cette équation p = po. Faisons introduire la cons- 
tante po et la fonction C (t) dans le potentiel de la vitesse æ. en 
tenant compte de ce que ces valeurs, indépendantes des coordonnées, 


n’influent pas sur le champ de la vitesse v — grad œ. Alors en vertu 
de l'intégrale de Lagrange, compte tenu que v? = v£ + vf + vi, 
nous obtenons 


+ (5) + (50) + (50) eo =0 avec 2—2Zn. (XIII.6) 


L'équation (XIII.1) combinée avec les conditions aux limites 
sur la surface libre (XI11.4) et (XITI.6) et à la condition sur le fond 
(XIII.5) constitue l'énoncé mathématique du problème sur les 
ondes de gravité libres de toute amplitude finie. Comme les condi- 
tions aux limites (XIII.4) et (XIII.6), remplies sur une surface cur- 
viligne ondulatoire qui n'est pas connue d'avance, comportent 
des produits et des carrés des dérivées des fonctions cherchées, le 
problème énoncé est non linéaire et sert de base à l’élaboration de la 
théorie non linéaire des ondes d'amplitude finie. Du point de vue 
mathématique, cette théorie est très compliquée. 

Les difficultés mathématiques de la solution du problème des 
ondes de gravité peuvent être surmontées si l’on simplifie les con- 
ditions sur la surface libre. A cet effet, utilisons les propriétés des 
ondes. connues du $ 88, suivant lesquelles leurs hauteurs relatives 
sont ordinairement petites. En définitive, les angles d’inclinaison 
de la surface ondulatoire se révèlent être petits, c’est-à-dire les 
dérivées 0z/0zx et 0:/0y qui caractérisent ces angles. D'autre part, 
on peut considérer également comme petites les vitesses du mouve- 
ment des particules de fluide dans les ondes, c’est-à-dire les déri- 
vées 0vp/0x. ôp/ây et 8p/0:. Cela permet de négliger dans les équa- 
tions (XII1.4) et (XITT.6) les carrés et les produits des petites gran- 
deurs et de transférer les conditions de la surface des ondes sur le 
plan xy, alors 


PP _% avec z—0: (XIII.7) 


100 avec z—0. (XIIL.8) 
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A partir de l'expression (XIII.8) on peut obtenir l'équation dé- 
terminant les ordonnées de la surface libre 
4  dp(z, y,0o,t) 


Zo — — — 


: _ (XIH.9) 


En dérivant cette expression par rapport à £{ et en portant le 
résultat dans (XIII.7), nous obtenons 


rh = avec z—0. (XIIT.10) 


Cette nouvelle condition aux limites, de même que la condition 
(XIII.5) et l'équation de Laplace, est linéaire par rapport à la 
fonction cherchée ; ces conditions combinées avec l'équation 
(XII1I1.1) permettent d'énoncer le problème mathématique de la 
théorie linéaire des ondes ou, comme on l'appelle encore, de la théorie 
des ondes de gravité d'amplitude relativement faible. 

En appliquant cette théorie au calcul de la pression dans un 
fluide, il convient également de négliger dans l’intégrale de Lagrange 
le carré de la vitesse induite, c'est-à-dire conformément à la remarque 
faite précédemment relative à l'inclusion de C (t) dans le potentiel 
de la vitesse, calculer la surpression en n'importe quel point du fluide 
d’après la formule 


(4) » 
P— Po= —Y2—p<+. (XIII.11) 


La linéarité de la théorie des ondes d'amplitude relativement 
faible permet d'employer pour la recherche du potentiel le principe 
de la superposition des solutions élémentaires qui satisfont à l’équa- 
tion de Laplace. Cette méthode est largement utilisée pour la 


résolution des problèmes linéaires sur les mouvements ondulatoires 
du fluide. 
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L'une des propriétés importantes des ondes est leur périodicité. 
Adressons-nous aux équations de la théorie linéaire des ondes et 
déterminons la forme du potentiel @ qui correspond à cette propriété. 
Ce potentiel doit satisfaire à l'équation de Laplace et, comme on sait 
des mathématiques [21], pour résoudre cette équation on peut se 
servir de la méthode de Fourier de la division des variables. c'est-à- 
dire chercher la fonction œ (x, y, 5, t), sous la forme du produit des 
fonctions dans lesquelles les variables sont divisées 


P— (1) Par, y, 2). (XIHT.12) 
Introduisons cette expression dans l'équation (XIII.10) 
dpe_____ 1 dy 
DZ de V2 


32—064 
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c’est-à-dire 
Ni — 5 EE, (XIII. 13} 


Le premier membre de cette équation represente la fonction 
seulement du temps t et le deuxième, seulement des coordonnées. 
Cette égalité n’est possible que dans le cas où ces deux membres sont 
identiquement égaux à une grandeur constante, laquelle nous 
désignerons par + 0°. En définitive, nous obtenons une équation 
différentielle homogène ordinaire de la fonction : 


pi + op —0. (XIII.14) 
Les racines de l'équation caractéristique correspondante 
k? + o2—0 


ont la forme dans le premier cas ki: — —+ io avec le signe plus et 
dans le second cas k,,;: — + © avec le signe moins dans l'équation 
(XIII.14). Au premier cas correspond la solution 


qu= Ajeït- Ae-iot, (XI.15) 


et au second cas 
Pi —= Aest + 4er, 


où ÀA,et À: sont des constantes. 

Dans le second cas la fonction ®, croit d’une façon illimitée 
avec l’augmentation du temps, et la périodicité du processus. ainsi 
que le caractère fini du champ des vitessses ne sont pas assurés dans 
ce cas, c’est-à-dire que cette solution ne satisfait pas aux conditions 
du problème. 

La solution (XIII1.15) décrit la fonction :, périodique et finie 
dans le temps, satisfaisant aux conditions requises. En remplaçant 
A; et À: par de nouvelles constantes À et & et en tenant compte de 
ce que le potentiel de la vitesse est une valeur réelle, on peut écrire 
cette fonction sous la forme suivante 


P. = À cos (0t—+-&5). 


En utilisant cette expression de ®p;, on peut écrire le potentiel 
pour n'importe quels mouvements ondulatoires périodiques dans 
l’espace sous sa forme générale 


p— À cos (ot— es) po (x, y, 2). (XII1.16) 

Par une substitution de (XI11.16) dans l'équation de Laplace 

et dans l'expression (XII1.10), on détermine aisément que la fonc- 
tion > satisfait à l’équation 


0 9 92 9 0 
+ + 9e —0, (XIIL.17) 
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ainsi qu’à la relation 
0Pe _ 0? 


m7 2 Pour z=0. (XIII.18) 


Passons maintenant au mouvement ondulatoire plan s’effectuant 
dans le plan xz. Dans ce cas @> représente la fonction seulement de 
x et de z, limitée dans tout le volume de fluide. Pour sa détermina- 
tion, utilisons à nouveau la méthode de la division des variables 


Pa À (zx) Z (2). (XIHI.19) 


La substitution de cette expression dans l'équation (XIIT.17) 
conduit à la relation suivante: 


X"Z+XZ"—0 
ou 
= 1. (XIII. 20) 


La réalisation de cette égalité n’est également possible que 
dans le cas où les premier et deuxième membres sont identiquement 
égaux à une grandeur constante que nous désignerons par —+k*. 
Envisageons l'équation 

+ — +R. (XII.21) 


L'analyse de cette équation est analogue à l’analyse des solu- 
tions de l'équation (XIII.14). Nous obtiendrons des solutions limitées 
pour toute valeur de zx, si dans le deuxième membre (XIII.21) la 
constante est affectée de signe moins. Finalement, la résolution de 
cette équation sera de la forme 


X— Beike Be-ikz— Bcos (kr — &), (XIIL.22) 


où B;, B: et B, €, sont des constantes. 

En tenant compte du signe adopté de la constante dans l'équation 
(XII1.21) et en substituant cette valeur dans le premier membre 
(XIII.20), nous obtenons l'équation pour la détermination de la 
fonction Z 


Z'— Kk°Z —=0. 
La résolution de cette équation, vu que les racines de l'équation 


caractéristique qui lui correspond sont réelles +k, aura pour expres- 
sion 


Z= Die“ + Der“. (XIII.23) 

Pour déterminer les constantes D, et D», utilisons la condition 
aux limites sur le fond du bassin (XIII.5), qui, compte tenu de 
32* 
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(XII1.12) et de (XIIT1.19), pourra s'écrire ainsi: 


= pXZ —0 avec z2—= — H. 


Comme généralement parlant, les fonctions y, et X ne sont pas 
nulles, cette condition sera de la forme 
dZ 


7 = 0 avec 2z— — H. 
Z 


En y substituant la relation (XIII.23), nous obtenons 
k(D,e-kH — D,ekH)—0(. 
Possédant une équation, nous pouvons exprimer les deux constan- 


tes inconnues D, et D, pour toute valeur de À par une nouvelle 
constante que nous désignerons par D/2 


D 
Die = Det . 


Finalement nous aurons 


Z— 2 enHen LT e-hHe-h5  Dchk(zLH). (XII.24) 


En tenant compte des expressions (XI11.16), (XIII.22) et (XIII.24) 
nous obtenons finalement l'expression générale suivante du poten- 
tiel de la vitesse du mouvement ondulatoire 


p— ABD cos(ot— es) cos (kx —e;)chk(z+H). 
Désignons le produit des constantes 4BD — C' et tenons compte 


de ce qu’en changeant le commencement du compte du temps, on 
peut parvenir à ce que € = Ü et en transférant l'origine des coordon- 


nées le long de l'axe des z, on peut obtenir €, — n/2. Cela permet 
d'utiliser le potentiel pour l’analyse ultérieure sous la forme 
p—C cos ot sin krchk(:+H). (XIII.25) 


Dans les formules (XI11.25) et (XII1.26). les constantes © et k ne 
sont pas indépendantes. La liaison entre elles peut être établie au 
moyen de l’équation (XII1.18) encore non utilisée. En y substituant 
la fonction 2: exprimée par X et Z, nous obtiendrons 


k cos (kr —e,)sh k(2+H)= cos (kz—e,)chk (24H). 


En admettant ici z — 0, nous déterminons la liaison cherchée 
entre © et k 
o—gkthkH. (XIIT.26) 


Déterminons maintenant la forme du profil de l'onde. A cet effet, 
utilisons la relation (XII1.9) ; en y substituant (XIII1.25), nous trou- 
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20 = +460 RE sin ofsin kr. (XIII.27) 


Le facteur constant des fonctions trigonométriques représente ici 
l'amplitude de l’onde 
Co ch kII 
a = —— . 
£ 


A l'instant donné, par exemple pour { — x/20, l'équation de la 
surface du fluide représente une sinusoïde 


(XIIL.28) 


Z9 = 4 sin kx 


de longueur d'onde À — 2x/k. 

De cette façon, la constante k est liée avec la longueur des ondes 
et s'appelle fréquence de forme de l'onde. Elle montre le nombre de 
longueurs d'ondes contenu dans le segment de longueur 21. 

Il résulte de la formule (XI11.27) que les abscisses des points d’in- 


tersection du profil ondulatoire avec l'axe des zx, où x =— 
(m = 0, 1, 2, ...), ne changent pas leur position dans le temps : 


ces points sont dits nœuds d’ondulation. Par conséquent, le profil 
de l'onde ne se déplace pas le long de l'axe des x mais oscille seule- 
ment par rapport à cet axe, c'est-à-dire à la surface non perturbée de 
l’eau. Dans les intervalles entre les nœuds, il y a des oscillations de 
la surface dans le temps suivant une loi sinusoïdale de fréquence 0. 
Ces tronçons du profil des ondes s'appellent intumescences et les ondes 
mêmes, ondes de gravité stationnaires planes. 
La période d’oscillation + se détermine par la relation 
T1=— 
CO 

ou, si l’on tient compte de la formule (XI11.26) et de la liaison entre 
ket À, 


V/ 2 th ZA 
À À 


Etudions les trajectoires des particules du fluide dans les ondes 
stationnaires. Pour cela, remarquons que suivant les formules de la 
cinématique les points v, — dx/dt; v, = di/dlt. 

Au moyen du potentiel de la vitesse (XIITI.25), on peut détermi- 
ner les projections de la vitesse des particules, en obtenant fina- 
lement, 


_ —=Ck cos ot cos kzchk(z+H); 
(AIIL.30) 


T=Ck cos ot sin kxz sh k(z+H). 
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Ces relations peuvent être considérées comme des équations 
différentielles déterminant les coordonnées zx et z de la particule dans 
le temps. Lors de leur intégration, en admettant pour raison de la 
petitesse des amplitudes des ondes les déplacements des particules 
petits, remplaçons les coordonnées courantes z et z dans le deu- 
xième membre par les valeurs x, et z, correspondantes à la position 
d'équilibre de la particule donnée. Compte tenu de ce rempla- 
cement, en divisant les variables et en intégrant, nous obtenons 


z=% sin ot cos kxoch k(z+H)<+C; 


Ck (XIIT.31) 
z=— sin of sin kxo sh k (294-H)+-C2. 


Les constantes d'intégration C, et C2 avec t = 0 s’obtiennent de 
la condition qu'au moment donné z = tzoet 5 = 59, c'est-à-dire C1 — 
—= Zo et Ca = Zo. 

En éliminant de ces équations le temps, nous trouvons l’équation 
des trajectoires des particules 

TO —tgkrothk (z0+H), (XIHI.32) 


L—TQ 


qui représente une famille de segments des droites inclinées de para- 
mètres zo et 20. Pour les particules disposées à la surface libre (20 = 0) 
et qui coïncident avec les nœuds (x9 = mn/k) suivant (XII1.31) 


r= sinotchkH; z2—0(. 


Ceci montre qu'elles effectuent des oscillations le long du seg- 


. 1 . Ck … a 
ment horizontal de l'axe des x avec une amplitude — ch kH = =. 


Les équations du mouvement des particules au centre des intumes- 
cences (zo = mx/2k) ont pour expression 


x —0 ; 
k . 
= + sin ot sh kA, 


c'est-à-dire qu'elles oscillent suivant des segments des droites vertica- 
les avec une amplitude a — - sh kH. L'aspect des trajectoires des 


particules est montré sur la fig. XII1.3. Si l’on pose À — oc, alors 
à la limite, les formules déduites décriront les ondes stationnaires sur 
la surface du fluide de profondeur infinie. 

En remplaçant dans (XI11.25) la valeur de C par l'amplitude de 
l'onde a suivant (XIII.28) et en tenant compte que 
chk(z+H)  h: 


mn ge ; 


11 — 00 
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nous obtiendrons le potentiel des ondes stationnaires pour un liquide 
de profondeur infinie sous la forme 


p=-# cos ot sin kz e*°. (XIIL.33) 


Les ordonnées du profil ondulatoire se déterminent toujours par la 
formule 
Zo = Sin Of sin kzx. 


Les trajectoires des particules, compte tenu que dans (XII1.32) 
limthk(z+H)=1, (XI11.34) 
H—co 


sont toujours des segments de droites 


Z— 20 __ . 
T7 = tg KZos 


mais avec un angle d'inclinaison changé. 


Zz 7 Woeuds 


AR ROMRROS AA 


Fig. XIIL3 


En tenant compte de la formule (XIII.29) et le passage à la 
limite (XIII.34), nous trouvons la liaison entre la période et la 
longueur d’onde sous la forme 


= Es (XIIL.35) 


ou 
= gk. (XIIL.36) 


L'étude du problème spatial permet de montrer la possibilité 
de l'existence des ondes circulaires en plan stationnaires tridimen- 
sionnelles, mais dans les ondes stationnaires spatiales, contraire- 
ment aux ondes planes, l’amplitude s’amortit à mesure qu'on s'éloi- 
gne de l'origine des coordonnées. 
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Le trait typique des ondes progressives est le déplacement de 
leur profil dans l’espace avec le temps. Etudions ces ondes dans un 
fluide de profondeur limitée H. Pour obtenir le potentiel de ce 
mouvement ondulatoire, faisons appel au principe de la superposition 
des solutions simples de l’équation de Laplace, qui satisfont aux 
conditions aux limites linéaires imposées sur la surface libre du 
fluide (XI11.10) et sur le fond du bassin (XIII.5). Pour ce faire, 
additionnons deux potentiels d'ondes stationnaires (XIII.25), qui 


diffèrent par leur phase d’oscillation de la valeur &4 — J., c'est-à- 
dire 
. LA . X \ 
ET A [ cos ot sin kz cos (ot++) sin (4r+—) | chk(zt}). 


En tenant compte que cos (os + 5) — —sin O/; sin (xz+5) — 


— Cos x, en employant la formule du sinus de la différence des 
angles et en remplaçant la valeur de C par l'amplitude suivant 
(XII1.28), nous obtenons 


p=— + sin (kz—ot)chk(z+H). (NIHIL.37) 


Etudions l’aspect de la surface libre en utilisant la formule 


(XIIL.9) 


20— — + ED 2 a cos (kx — ot). (XIIL.38) 


Les positions des crêtes et des creux des ondes correspondent 
aux abscisses pour lesquelles cos (4x — ot) = 1, c'est-à-dire 
kx—ot—mn (m—=0, 1, 2, ...). 


On en déduit que 


mi oO e 
T= — +é, (XII1.39) 
c’est-à-dire que l’abscisse de la crête (ou du creux) comportant 
l’indice m se déplace le long de la direction positive de l’axe des 
abscisses à la vitesse constante 
c=—. (XII. 40) 
Par conséquent, le mouvement examiné correspond aux ondes 
planes progressives d'amplitude relativement petite avec un profil 
cosinusoidal de la surface. La longueur des ondes, pour { donné, 
s'obtient comme la différence des abscisses de deux crêtes ou creux 
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voisins, c.-à-d. d’après (XII1.39) 


21 
À = Zms2 — Im =. (XIII.41) 

En utilisant la relation entre o et X établie par la formule 
(XIII.26), on peut exprimer la célérité des ondes dans (XIII.40) 
par leur longueur 


= Ethan EE (XIIL.42) 


Cette relation atteste de la dépendance entre la vitesse des ondes 
de gravité et leur longueur. Cette propriété s'appelle dispersion 
des ondes. 

Si la valeur 21H/XÀ est petite, c'est-à-dire si, par exemple, la 
profondeur d’eau est petite, alors on peut admettre que 


th 4H = kH. 


Dans ce cas 
c=V gli. (XIIL.43) 


et la célérité des ondes ne dépend pas de leur longueur. Sur l’eau 
peu profonde, elle est limite, et pour une profondeur donnée A, 
les ondes ne peuvent pas se propager à sa surface avec une vitesse 
plus grande. 

L'angle de pente de l’onde «, des ondes progressives peut se 
trouver par la formule 


tg Go— Te — —aksin(kr— ot). 


Etant donné que les angles de pente de la surface des ondes 
sont petits, on peut admettre tg &, — &, et alors la valeur maxi- 
male de cet angle sera (en radians) 


Lo mex = ak = 2€ . (XIIL.44) 

La période des ondes progressives se détermine toujours d'après 
la formule (XII1.29). 

Les relations obtenues permettent de conclure que la particu- 
larité importante des ondes progressives est l’indépendance de leur 
célérité, des périodes et, par conséquent, des longueurs de l’ampli- 
tude; pour une amplitude donnée la longueur d'onde peut être 
quelconque. Cette propriété est caractéristique pour les ondes d'am- 
plitude relativement faible et n’a pas lieu dans le cas des ondes 
d'amplitude finie, c’est-à-dire dans la théorie non linéaire des 
ondes. 

La valeur de l’amplitude a ne peut pas être déterminée par 
la théorie linéaire, on ne peut la déterminer que si l’on tient compte 
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des conditions de la formation des ondes, c’est-à-dire des conditions 
initiales, ou de l'intensité des perturbations qui agissent sur le 
uide. 

Pour déterminer l'aspect des trajectoires des particules de fluide 
pour les ondes progressives, on doit utiliser le procédé décrit dans 
le paragraphe précédent. Ecrivons les équations de mouvement, 
en employant pour le calcul des vitesses des particules le potentiel 
(XIII.37), sous la forme 


= PE cos(kr— ot)chk (24H): 
= PET sin (kz — ot) sh k (24H). 


En remplaçant ici dans le deuxième membre x par x = toet z 
par 3 = 20, où to et 5, sont les coordonnées de la position d'équilibre 
des particules, nous obtiendrons 


k ; 
TZ —= — ET Sinl (kzo — ot) ch# (z0+H)—+ Lo ; 
5 (XIIL.45) 
= EhKrt cos (kzo — ot) sh Æ (z0+H4)+ 20. 


ta 


En tenant compte de ce que d’après (XI11.26) 
gk _ 1 
o2chkH ” shkH ? 


et éliminant de ces égalités le temps, nous trouvons l'équation 
des trajectoires du mouvement des particules 


T— 7 2, - 2— % 2 
| a ch # (20 + H) | ui a sh k (20+ H) | = À, (XIIT.46) 
sh kH sh k/1 


qui décrit des ellipses de demi-axes 


… ach k(:0+ FH) … ashk(20+ H) 
rt 77 dr —- 
Les particules disposées au voisinage du fond, où 20 = —H, 


a; = a/shkH et b, — 0, se déplacent suivant les segments des 
droites horizontales le long du fond. Les particules se déplacent 
suivant des ellipses dans le sens de l'horloge et leur temps de révo- 
lution est égal à la période d’onde. Dans la région de la crête des 
ondes, elles se déplacent suivant la partie supérieure de l'arc de 
l’ellipse dans le sens de la propagation des ondes, tandis que dans 
la région du creux, dans le sens inverse. 

Les résultats obtenus attestent que les trajectoires des parti- 
cules pour les ondes progressives sont des courbes fermées, c'est-à- 
dire qu'il n’y a pas de déplacement des masses de fluide dans la 
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direction de la propagation des ondes. Cette particularité est justi- 
fiée par les recherches expérimentales des ondes libres, du type 
ondes de houle. 
Envisageons le cas d’un fluide de profondeur infinie, en effec- 
tuant dans les formules obtenues le passage à la limite pour A—+ co. 
Avec cela tenons compte du fait que 


... Shk(z+H) __,}. chk(z+H) _ &- 
Alors suivant (XIII.37) 
p=# sin (kr — 1) e"°, (XII1.48) 


Les projections de la vitesse du mouvement des particules sur 
les axes de coordonnées pour l’eau profonde sont 


a S* cos(kx— ot) e“° ; 
“ (XIIT.49) 
— e sin(kr—ot)e*:, 


et la vitesse totale de leur mouvement 
— 2 5 _ agk h: 
v=V rit e 


ou en tenant compte de Ia liaison entre © et k, déterminée dans le 
cas de l’eau profonde par la relation (XII1.36) 


2rna 2u 
D— ae = —— € h . 


(XIII.50) 
La formule {XIII1.50) montre que la vitesse du mouvement des 
particules diminue intensément avec la profondeur de leur immer- 
sion sous la surface libre. Ceci explique le fait bien connu qu’en 
cas d’une immersion peu profonde d'un sous-marin pendant la 
tempête, son équipage ne ressent pas de ballottement. La pression 
dans le fluide en mouvement ondulatoire se détermine par la formule 
{XIII.11), c'est-à-dire en cas d'ondes sur l'eau profonde 


P— Po—Y2z—+ pag cos (kr — ot) e*°. 


La célérité des ondes en eau profonde en vertu de la formu- 
le (XIII.42), étant donné que 


se calcule par la relation 
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Il en résulte que le rapport des célérités des ondes de longueur 
identique dans l’eau de profondeur limitée c; et en eau profonde 


Cæ à la forme 
CH __ 21H 


Cela signifie qu’en passant à l’eau peu profonde, les ondes de 
longueur constante ralentissent leur célérité. 

Le rapport de la vitesse v du mouvement des particules, dis- 
posées sur la surface libre (avec 0 = 0), à la célérité c des ondes 
en vertu de (XIII.50), si l’on tient compte que 0° = gk, est 


c’est-à-dire pour les ondes d'amplitude relativement petite v< c. 
Les trajectoires du mouvement des particules en cas d’eau profonde 
s'obtiennent d’après (XIII.46), en tenant compte des passages à la 
limite 

lim di — lim b,— ae, 

H—co H—00 


Les trajectoires ont la forme de cercles dont l'équation est 
(z — 20) + (2 — 20) = a°e2h:0. 


Les rayons de ces cercles 
ro — aeh:0 


que possèdent les particules disposées à la surface (avec 50 = 0) 
sont égaux à l'amplitude de l’onde et diminuent rapidement au fur 
et à mesure de l'augmentation de la profondeur d'immersion. Ainsi, 
à la profondeur z,, égale à la longueur d'onde, le rayon du cercle 
est 535 fois plus petit que l’amplitude de l'onde. 

Les formules, déduites pour les caractéristiques des ondes progres- 
sives en eau profonde. peuvent être employées avec un degré de 
précision suffisant également en cas d’eau de profondeur limitée, 
si elle dépasse la moitié de la longueur d’onde. 


$ 92. ÉNERGIE DES ONDES 


Envisageons le problème de calcul de l'énergie d’un fluide qui 
prend part au mouvement ondulatoire. Son énergie totale E se 
compose de la somme des énergies cinétique 7 et potentielle TI. 
Calculons cette somme pour le volume de fluide ABCD limité par la 
longueur d'onde (fig. XIII.4). Pour la détermination de l'énergie 
cinétique, utilisons la formule (VI.32) qui fournit sa valeur en mou- 
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vement potentiel du fluide 


_p 2 


Ici la région d'intégration S est limitée en cas d'ondes planes 
par le fond du bassin DC, les deux sections transversales AD et BC 
qui se trouvent aux endroits de la disposition des crêtes des ondes, 
et par le tronçon de la surface libre AB. Le symbole n désigne la 
direction de la normale extérieure vers le volume de fluide examiné. 


ee 0 0 0 000 0 0 0 0 0 035020505070 0707 074 ROC OO OT OT OO ATOS SE 


Fig. XIIL.4 


Sur le fond du bassin est vérifiée la condition d'imperméabilité, 
suivant laquelle 


0@___ 9 _ ee z— —_J 

Fe — 5 = 0 avec z— — l1, 
c’est-à-dire la partie respective de l'intégrale s’annule. Les intégrales 
le long des segments verticaux AD et BC donnent en somme égale- 
ment zéro, car les phases du mouvement des particules et. par con- 
séquent, les valeurs de la fonction sous le signe somme sur ces tron- 
çons sont identiques et les normales extérieures (fig. XIII.4) ont 
des directions contraires. En tenant compte de ces remarques nous 
trouvons que 


En admettant que la surface des ondes diffère peu de la surface 
horizontale, nous pouvons écrire que dans cette formule 
9 dp 


dS — dx, et On — avec z—0. 
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En utilisant le potentiel (XII11.37), en calculant sa dérivée par 
rapport à z et enfin en admettant dans la fonction œ et dans sa déri- 
vée 0p/0z z — 0, après la substitution du résultat obtenu dans 
l'expression de l'énergie cinétique, on trouve 


o n 
T=<+ | 


— TE sin® (kz — ot) k sh kH dz. 
0 


En tenant compte que 


» À 

| sin” (kr — ot) dr — Î 1 EE) gr À, 
0 0 : 
d 


ainsi que d’après (XI11.26) 
thkH=<, 
£ 


nous obtenons 


T = ne À. (XII1.52) 
Calculons l'énergie potentielle II comme excédentaire par rapport 
à l'énergie potentielle du fluide au repos. Pour le tronçon d'onde 
de longueur dx, l'énergie potentielle en excédent est égale au produit 
du poids du volume élémentaire Yz.dx par la hauteur d’élévation 
de son centre de gravité 2,/2; alors pour un tronçon de longueur À 

À 

+ | z° dx. 
A Le) 
0 


En utilisant pour z, son expression (XIII.38), nous obtenons 


À 
n=2E À cost (kz—ot)dz. 
0 


La valeur de cette intégrale est égale à l'intégrale du carré du 
sinus, calculée ci-dessus, c’est-à-dire À/2, par conséquent 

ne 1. (XIII.53) 

Comme il suit des formules (XI11.52) et (XII1.53). les énergies 

cinétique et potentielle des ondes progressives d'amplitude relati- 

vement petite sont égales entre elles. L'énergie totale des ondes 

rapportée à un tronçon de longueur égale à la longueur d'onde est 


E=T+n= 2 à, (XIII.54) 
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c'est-à-dire l'énergie des ondes est proportionnelle au carré de leur 
amplitude aussi bien pour une profondeur finie que pour une profon- 
deur infinie du fluide. On peut montrer que la formule (XIII.54) 
est valable également en cas des ondes stationnaires. 

Examinons le processus de transfert de l’énergie par les ondes 
progressives dans un fluide de profondeur limitée. A cet effet, calcu- 
lons le flux d'énergie E transféré par le fluide pendant la période 
de l’onde + à travers une section immobile BC (fig. XIIT.4). 

Pendant l'intervalle de temps dt par l'élément dz: de la section 
BC est transféré un volume de fluide égal à dzv,dt. L'énergie conte- 
nue dans ce volume est égale à la somme des énergies spécifiques 
cinétique et potentielle pu?/2 + yz, multipliée par la valeur du 
volume transféré. En intégrant cette énergie sur le temps et sur la 
hauteur, nous déterminerons le flux total 


E— | (2 +v2) v, di dz. (XII1.55) 


0 —JT 


Nous effectuerons les calculs pour un fluide de profondeur infi- 
nie, quand À = oo. 

Remplaçons dans cette relation la vitesse v du mouvement des 
particules par sa valeur suivant (XIII.50) et la valeur v,, suivant 
(XIII.49). Exprimons la coordonnée : au moyen de la relation 
(XIII.45) en y tenant compte du passage à la limite (XIII.47). 
Finalement, nous obtenons 

+ 0 
E=\ | LÉ atote# + ee cos (kz — ot) eh5o + 2 | X 
0 


nd 


X 2° cos (kr — ot) e*° dt dz. 


En tenant compte que 
T 
| cos (kx — ot) dt 0, 
0 
et 
EI , 


T 
| cos? (kr — ot) dt = 
0 


nous trouvons 
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mais 
0 hs 0 R 
2 e*= 
| e#° dz=| = | = 
2k |—o0 2k 
— 00 
par conséquent, en partant de ce que o/k = c, nous obtenons 
… va” c 
Er 


Le facteur ya’/2 dans cette expression représente l'énergie rap- 
portée à l'unité de la longueur d’onde et le produit ct/2 joue le rôle 
du chemin de transfert de l'énergie. Ce chemin correspond au trans- 
fert de l'énergie à la vitesse 


u=<, (XII1.56) 


c'est-à-dire en eau profonde la vitesse de transfert de l'énergie par 
les ondes progressives est deux fois moindre que leur célérité 


a? = 
E=+ ur. (XIIL.57) 
A l'aide de la formule (XI11.55) on peut effectuer des calculs 
identiques également pour les ondes dans un fluide de profondeur 
finie. La vitesse de transfert de l'énergie étant dans ce cas 


2kH _ 
u= + (er +1): (XIL.58) 


En admettant dans cette formule }Z — ©, nous passons à la 
relation obtenue précédemment (XIII.56). 

Il est intéressant d'examiner également les cas d’eau de profon- 
deur minimale quand ÆAH est petit. Dans ce cas sh 24H = 2 kH, 
c'est-à-dire u — c. Cela signifie qu'en eau peu profonde, lorsque la 
célérité des ondes c = V gH, la vitesse de transfert par celles-ci de 
l'énergie est égale à la célérité des ondes. Dans tous les autres cas 
UC. 
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Les ondes marines provoquées par le vent et autres ondes forcées 
sont généralement le résultat de la superposition des systèmes ondu- 
latoires élémentaires aux caractéristiques proches. Ceci étant, envi- 
sageons le cas de la superposition de systèmes d'ondes planes aux 
amplitudes égales, mais de longueurs différentes et, par conséquent, 
de périodes différentes également. Admettons que l’ondulation à la 
surface d’un milieu fluide de profondeur finie résulte de la superposi- 
jion de deux systèmes d'ondes progressives avec des longueurs 
proches À; Æ À, c'est-à-dire avec des fréquences proches 6, Æ 02. 


6 93] TRAIN D'ONDES 913 


En utilisant le principe de la superposition des potentiels, nous 
trouvons 
chhi(ztH) 1 chke(ztH) . 1 
pas] ch Pr] sin (Giro) + — Pa sin (&2z — ot) | . 
Le profil d'onde résultant, correspondant à ce potentiel, se 
détermine par la formule (XI11.9) 


zo—a{cos(kx— ot) + cos(k:x — Got)], 
c'est-à-dire en utilisant la formule de transformation de la somme 
des cosinus, nous obtenons 


ki ko Oy +0 
20 — 24 COS (= 2-18 1) 


Ki— Ko — Ta 
he QU 4), 


; 2 
(XILL.59) 


Le résultat de la superposition représente un système d'ondes 


cos | 


Fig. XHIL.5 


progressives. À l'instant donné, par exemple pour { = 0, le profil 
d'onde 


Kki— ko 
Z9= 2a cos —1 = EEE + x cos + 2 


a son amplitude maximale 2a. Ce profil, montré sur la fig. XI11.5, 
représente la superposition d'oscillations de fongueur 


4n 
FER 
sur une oscillation d'onde longue de longueur 
An 
L=— EE 


Les ondes, situées sur un tronçon de l’axe des abscisses de longueur 
z — L'2, forment un groupe d'ondes à amplitude variable, ou ce 
que l’on appelle un train d'ondes. Dans l'intervalle entre les trains 
d'ondes, la surface libre du fluide n’est pratiquement pas perturbée. 


33-064 
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Chaque onde faisant partie du train d'ondes se déplace avec 
une célérité 
__ F1 0e 
ke 


et si l'on tient compte que 01 = 06: = 0 et k, &k: &k, alors la 
célérité des ondes dans le train se déterminera par la formule ordi- 
naire 


C—=—. 


k 
La célérité c;, du train d’ondes est 


ou compte tenu que les fréquences sont voisines 


do 


. (XIII.60) 


Ci — 
La grandeur c, est dite célérité de groupe. Déterminons la rela- 
tion qui existe entre la célérité de groupe et la célérité de phase, 


en se servant de la formule des ondes dans un fluide de profondeur 
finie. En partant de la relation (XIIT.26) liant o et k, nous trouvons 


___ d Tr __ À _E& . kH 
= (VERRE) = LV (tn RH RE En ) 


_4 V gthkil 2kH 
ATY + (+): 


Comme la célérité des ondes à la surface du fluide de profondeur 
finie est 
_- gthkH 
VER. 


a=+ (+): 


ou 


donc 
(XII1.61) 


Etant donné que 24H << sh 2kH, alors il est clair que la célérité 
de groupe c; est généralement inférieure à la célérité des ondes com- 
posant le train. Il semble à un observateur que les ondes se forment 
au bord du train, parcourent vers l’autre bord dans le sens du mouve- 
ment du train, mais à une vitesse plus grande, et s’amortissent là-bas. 

Dans le cas de l’eau profonde 
2kH __h 


TE 77 
et 
=. (XIII 62) 
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En comparant les valeurs données de c,; avec les valeurs de la 
vitesse uw de transfert de l'énergie dans les ondes (XI11.56) et 
(XII1.58), nous voyons qu'elles coïncident, c’est-à-dire pour les 
ondes de même longueur c; — u. Cela veut dire que l'énergie conte- 
nue dans le train d'ondes est transportée avec ce train et il n°y a pas 
de transmission d'énergie entre des trains d'ondes séparés. 


$ 94. ONDES D'AMPLITUDE FINIE 

La théorie des ondes d'amplitude relativement petite est cons- 
truite sur l'hypothèse de la petitesse de la valeur du rapport + ; 
cette hypothèse a permis de linéariser la condition aux limites sur 
la surface du fluide et d'obtenir la solution du problème qui décrit 
suffisamment bien plusieurs espèces d'ondes de gravité. Cependant, 
on rencontre souvent des types d’ondes tels pour la description 
exacte des particularités desquelles il est indispensable d'employer 
la théorie non linéaire des ondes, c’est-à-dire la théorie dite théorie 
des ondes d'amplitude finie. 

L'élaboration de la théorie non linéaire des ondes représente 
un problème mathématique extrêmement compliqué, dont la réso- 
lution sous la forme générale ne peut jusqu’à présent être considérée 
comme achevée. 

Abordons maintenant le problème des ondes planes d'amplitude 
finie se propageant avec une célérité c et dont la forme du profil 
à la surface du fluide est invariable dans le temps. 

Pour simplifier la solution et éliminer le temps t du nombre des 
variables, on peut considérer le mouvement du fluide dans le système 
de coordonnées x, y comme étant égal à la célérité des ondes. Par 
rapport à un tel système, le profil des ondes sera immobile. En 
revanche, la vitesse du fluide à une grande profondeur sera non pas 
nulle, mais égale à c (fig. XIII.6). En définitive le potentiel de la 
vitesse @ et la fonction de courant 1 de l'écoulement irrotationnel 
plan considéré seront fonction seulement des coordonnées des points 
du fluide, c'est-à-dire 


wW(z)=@(x, y)+ib(z, y). 

Le potentiel de la vitesse et la fonction de courant sont des 
fonctions harmoniques satisfaisant à l’équation de Laplace et aux 
conditions de Cauchy-Riemann. 

Les conditions aux limites du problème envisagé consistent en 
ceci. Le profil de l’onde dans le système de coordonnées adopté 
est une ligne de courant immobile. Alors, en vertu de la propriété 
des lignes de courant il faut poser pour ce profil, qui constitue la 
frontière de l'écoulement, 


d—0 avec y—y, (XIII.63) 
où y, sont les ordonnées inconnues de la surface de l’onde. 
33* 
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Ensuite, en admettant la pression à la surface libre constante 
égale à ps, nous pouvons, en utilisant l'intégrale d'Euler, écrire 
que le long du profil de l'onde est réalisée la condition 


2 + yo, (XIIL.64) 


où v est la vitesse du fluide en des points du profil ondulatoire dans 
le mouvement ondulatoire transformé. 

À une grande profondeur avec y —>—o ‘la vitesse du fluide 
tend vers la célérité transformée des ondes, c’est-à-dire 


V—>C avec y —-> — ©, 
(XIHI.65) 


Q 


| et 
Ÿ — — co. 


Ÿ En outre, l’image de l’écou- 
lement est périodique, c’est- 
À £ a-dire se répète à la variation 
de l’abscisse x de la valeur À. 
D) 2 La complexité du problème 
réside dans le fait que les con- 
| ditions (XII1I.63) et (XIII.64) 
À déterminant la fonction w (2) 
T 7 sont données sur une surface 

C | 7 ES 
4 Bo L curviligne inconnue à l’avan- 
9 ce. Pour éliminer partielle- 
Fig. XI11.6 ment ces difficultés, on peut 
recourir au procédé suivant. 
Introduisons un nouveau plan de la variable complexe w (y, vw) 
avec des axes réel et imaginaire w (fig. XII1.7). Alors à un point 
quelconque D (x, y) de l'écoulement dans le plan z avec les valeurs 
de œ@ et données correspondra univoquement un certain point 
D (®, Ÿ) dans le plan de la nouvelle variable complexe w. Les lignes 
æ = const et 1 — const dans le plan = passeront dans le plan w 
sous la forme de droites parallèles aux axes. On peut donc considérer 
que la fonction w (z) réalise la représentation conforme de Ja 
région de l'écoulement, s’effectuant dans le plan physique 3, sur le 
plan w. Mais dans ce cas il doit alors exister sa fonction inverse 
z — f(w), c'est-à-dire = — f (p, Ÿ) qui réalise univoquement la 
représentation inverse. La recherche de cette fonction inverse f (w) 
dans plusieurs cas. y compris le cas examiné, se trouve plus simple 
que la résolution directe du problème. Le procédé indiqué trouve un 
large emploi dans la résolution de nombreux problèmes de la méca- 

nique des fluides. 

Considérons la région représentée de l'écoulement, limitant une 


longueur d'onde de z — jusqu'à Z = — + (lg. XIII.6) dans 


aÙ 
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le plan w (fig. XIII.7). Au tronçon de la surface de l'onde 4BC 
correspond une valeur Ÿ = 0. Le potentiel œ@ le long de ce tronçon 
varie d’une façon monotone en augmentant de À à C. Comme dans 
les sections AA,, BB, et CC, les vitesses de l'écoulement sont paral- 
lèles à l’axe des z, les droites de ces sections sont les lignes d’égal 
potentiel. Si l’on admet que dans la section BB, @ — 0 alors dans 
les sections AA, et CCo par 
raison de symétrie il faut po- 4» 
ser ® — —po et p = po. En 
définitive, au tronçon ABC 
sur le plan w correspond le 
segment d’axe réel A,B;,C:, 
a la section A44,, la droite 
A1Ao et à la section CC, 
la droite CiCo, c'est-à-dire 
à la zone d'écoulement limitée 
par la longueur d'onde corres- 
pond dans le plan w la ré- Fig. XIII.7 
gion à l’intérieur d'une bande 
semi-infinie. Maintenant la condition aux limites complexe (XI11.64) 
doit se vérifier sur le segment de droite A;C1. 

Pour réduire cette condition aux limites à une forme commode 
pour les calculs, exprimons la vitesse complexe de l'écoulement 


dw 
dz 


par de nouvelles variables + et 0 


= cer-i0, (XIII.66) 


c'est-à-dire posons que le module de la vitesse au point donné 
5 |=v=cer, (XIIL.67) 


où 8 est l’angle d'inclinaison du vecteur de la vitesse sur l’axe des zx. 

Les nouvelles variables t et 6, de même que z, sont des fonctions 
de w, c’est-à-dire en fin de compte de œ et w, et pour elles, comme 
pour les fonctions de la variable complexe, sont valables les condi- 
tions de Cauchy-Riemann 


08 ôtT . d ot 
7 = 2 76 (XII1.68) 

Introduisons dans la condition (XI11.64) de nouvelles variables 
en tenant compte qu'elle est remplie le long de la ligne de courant 
d — 0. Par conséquent, le long de cette ligne, dont l'élément d’arc 
est ds, les valeurs v, 6 et t sont des fonctions seulement de @. Dérivons 
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cette condition par FAPPOrt n S 


He __ , 
pu 7 + PE Ly — 0. (XIII.69) 
Maintenant tenons compte qu'en vertu de (XIII.67) 
dv et OT 
op 0e 
La dérivée Je est égale au sinus de l’angle d’inclinaison de la 


tangente sur la ligne de courant # — O par rapport à l'axe des x, 
c'est-à-dire dans le cas donné sin, et = — v. En substituant ces 
dépendances dans (XII1.69), nous obtenons 


_ + sin 6— pv" + sin 6—0. 


En utilisant maintenant la seconde des conditions (XIT1.68) 
ainsi que la relation (XIII1.67), nous trouvons que 
00 £ _ © Fm 
Hs" 3t sin 0 avec ÿ—0. (XIIL.70) 
Les fonctions 6 et + doivent satisfaire non seulement à cette 
condition aux limites, mais suivant (XIII.65) également à la con- 
dition 


pu*cet 


8—0 avec P— — 0, (XIIL.71) 


ainsi qu'aux conditions dans les sections verticales A4,, BB, et 
CCo;, d’après lesquelles 


0—0 avec p—0 et p—= +. (XIIT.72) 


Le problème de la recherche de la fonction périodique harmonique 
t — i0 de période 2m, et respectant les conditions (XI11.70)-(XII1.72) 
permet, en utilisant par la suite la relation (XIII.66), d'étudier 
les propriétés des ondes d'amplitude finie sur la surface d’un fluide 
de profondeur infinie. 

En cas de la profondeur finie du fluide, toutes les conditions 
restent les mêmes, sauf (XIII.71), qui en eau peu profonde doit être 
remplie pour y — —H, c'est-à-dire pour une certaine valeur 1 — 
— —1ÿ, — const ; l’image de l'écoulement dans le plan w est un 
rectangle fermé. 

La position de problème ainsi énoncée reste valable également 
pour l'onde solitaire. Pour une telle onde, qui ne possède qu’une 
seule intumescence, la condition de périodicité n’a aucune impor- 
tance et est remplacée par la condition 


V—=C avec T— +oo, 
c'est-à-dire 
Tt+i8—0 avec p— +oo. 
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Cependant, jusqu’à ces derniers temps on n’est pas encore parvenu 
à obtenir la solution exacte de l'équation (XII1.70) sous la forme 
générale. Dans les travaux exécutés par Stokes, A. Nékrassov, 
Levi-Civita, Davis et autres [5], [22] la résolution s'effectuait au 
moyen de méthodes approchées très difficiles qui avaient permis de 
se faire une idée sur les particularités des ondes d'amplitude finie. 
Les résultats de ces solutions se trouvent en accord avec les données 
des observations des ondes. 

La particularité caractéristique des ondes d'amplitude finie 
consiste non seulement en ce que leur vitesse de propagation est liée 
à la longueur d'onde, comme il a été établi par la théorie linéaire 
des ondes, mais aussi à leur hauteur. Ainsi, par exemple, en eau 
profonde la célérité des ondes peut être déterminée par la formule 
de L. Srétenski 


VE + +] 


- 2a r 
qui pour + —0 se transforme en formule connue de la théorie 


linéaire des ondes. 
L'aspect du profil d’onde peut approximativement être représenté 
par la formule de Stokes 


2 ‘ 2 nai 
Yo + a cos z—(+— Te ÉCNEE LS : et 


3 n’a 8 nat 7 
+37 cos 3 x — zm C0S4— 


Ce profil rappelle une trochoïde ; son contour, par rapport aux 
ondes cosinusoïdales, est plus aigu aux sommets et plus doux dans 


la région du creux. A partir de cette relation pour < —+0, on 


obtient la formule du profil d'onde de faible amplitude. 

Dans les ondes considérées, on observe le transfert de fluide du 
côté de déplacement de l'onde. Ceci montre que les trajectoires des 
particules, au lieu de cercles fermés, représentent des courbes non 
fermées. La vitesse de l'écoulement ondulatoire superficiel peut se 
calculer par la formule 

4Ty 


v— de à V’e (+= 27 =). 


Comme on le voit d’après cette formule, la vitesse de déplace- 
ment des particules, en diminuant intensément au fur et à mesure 
que la profondeur augmente —y, a la plus grande valeur dans la 
couche superficielle avec y = 0. 

L'étude de la condition de continuité de l'écoulement montre 
que les ondes permanentes de type considéré ne peuvent exister 
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que lorsque l’angle à la crête de leur profil dépasse 120°. Avec des 
sommets plus aigus il se produit la destruction des crêtes, qui est 
l’origine du moutonnement des vagues. La valeur théorique maxi 


. . PURE 2a 
male des hauteurs relatives des ondes qui se détruisent est FT = 


— 0,142 : cette valeur constitue la hauteur relative limite de l'onde. 

Les valeurs des énergies cinétique 7 et potentielle FM se trouvent 
également autres que pour les ondes de faible amplitude sur le tron- 
çon égal à la longueur d'onde 


T= (1-57 )a: 


I1— ve (17e ci r)A. 


c'est-à-dire dans le cas donné IT  T ; leur égalité devient possible 


seulement pour + —+ 0. 


Une onde solitaire représentant une intumescence se déplaçant 
à la surface d'un fluide de profondeur finie peut être examinée 
dans le cadre de la théorie non linéaire énoncée ci-dessus comme le 
cas limite de l’onde progressive dont la longueur tend vers l'infini. 
L'équation du profil de l’onde solitaire par rapport à l’origine des 
coordonnées, située à la surface du fluide au repos, a pour expression 


Yo 
(GTV +3) 


où a est la hauteur de l'onde solitaire. Cette hauteur est toujours 
inférieure à la profondeur du bassin H, puisque avec a > H l'onde 
devient instable et se détruit, l'angle au sommet atteignant 120°. 
La célérité de l’onde se détermine par la formule 


c=V g(H+-a) 
qui pour a € H correspond à la formule de la célérité limite des 
ondes d'amplitude relativement petite en eau peu profonde. 
Lors du passage d’une onde solitaire, les trajectoires des particules 
ne sont pas fermées et sont proches des arcs des paraboles avec des 
sommets tournés vers le haut. La voie de déplacement des particules 


So = . , . - 
est > où S, est la surface du profil d'onde au-dessus du niveau pri- 


mitif du liquide. La vitesse du déplacement horizontal des particules 
dans le sens de propagation de l’onde est 
ca 1 


ch? (7 sn V 2) 


Px— "7 
Le transfert de l'énergie par les ondes solitaires s'effectue avec 
une vitesse égale à leur célérité. 
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$ 95. POSITION GÉNÉRALE DU PROBLÈME DE LA HOULE 
LORS D'UN ÉCOULEMENT AUTOUR DES CORPS 
AU VOISINAGE DE LA SURFACE D'UN FLUIDE 


Lorsqu'un corps se déplace dans un fluide au voisinage ou sur 
la surface libre. sur celle-ci apparaissent des ondes forcées. L'image 
de cette houle a un caractère compliqué. Les vitesses supplémentai- 
res de fluide induites par la houle influent sur la loi de la répartition 
de la pression à la surface du corps. Il en résulte que sur un corps 
commencent à agir des forces et des moments hydrodynamiques 
de nature ondulatoire. La détermination de ces forces, ainsi que de 
l'aspect des ondes forcées suivant la forme du corps, la vitesse et 
autres conditions de son mouvement est un problème important de 
l'hydrodynamique, ayant une grande importance pour l'étude du 
mouvement des navires, des sous-marins, des bateaux à aile sous- 
marine, etc. À l'étude de ce problème, on admet dans la théorie 
des ondes, comme toujours, que le mouvement du fluide est potentiel. 

Etudions le cas du mouvement d’un corps avec une vitesse 
constante v. sous la surface d’un fluide. Les hauteurs des ondes 
forcées, provoquées par le mouvement du corps, seront supposées 
petites devant leur longueur. Ceci permettra par la suite de considé- 
rer comme petites les vitesses induites par le mouvement ondulatoire 
et, en négligeant les carrés des petites valeurs, d'obtenir la théorie 
linéaire des ondes forcées. L'hypothèse faite sur la petite hauteur 
relative des ondes est valable pour un corps de forme quelconque 
s’il se déplace profondément au-dessous de la surface libre, ainsi 
que pour les corps qui se déplacent à la surface, si leur forme est 
telle que les vitesses des particules de fluide induites par eux peuvent 
être considérées petites ; une telle forme est caractéristique pour des 
corps allongés ou minces. 

Pour réduire le problème à l’étude du mouvement permanent, 
utilisons le principe d’inversion, c’est-à-dire nous examinerons 
l'écoulement autour d’un corps immobile disposé au-dessous de la 
surface libre d'un fluide dont la vitesse à l'infini en aval est v. 
Choisissons un système de coordonnées fixe x, y, 3 dont l’origine se 
trouve à la surface libre non perturbée (fig. XIII.S). Le problème 
de l'écoulement autour du corps et de la houle sera résolu si l'on 
arrive à déterminer le potentiel ®, du mouvement relatif du fluide. 
Dans ce mouvement le potentiel ne dépend pas du temps, et les ondes 
forcées sont immobiles par rapport au système de coordonnées choisi. 

Le potentiel D, satisfait à l’équation de Laplace et se compose 
de la somme des potentiels de l'écoulement parallèle et du potentiel 
y des vitesses induites, y compris les vitesses des particules dans le 
mouvement ondulatoire 


Do —vxrz px, y, 2). (XIT1.73) 
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Cette relation montre que le potentiel inconnu œ doit également 
satisfaire à l'équation de Laplace 
d® d® 22 
dx? + oy? + d2?2 = 0. 
Pour résoudre cette équation, il est indispensable de formuler 
les conditions aux limites auxquelles satisfait la fonction œ. Ces 


conditions aux limites se superposent à la fonction q sur la surface 
du corps, sur la surface libre du fluide et à l'infini. 


PS 


mm 
—— 
—————— 
el 
———— 
—— 
EE ——— 
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EU 
Æ— 


Fig. XIII.8 


Le long de la surface solide S du corps est observée la condition 
d’imperméabilité et de l'écoulement sans décollement, d’après 
laquelle la vitesse doit être dirigée suivant une tangente à la surface 
S. Ceci signifie que le long de S 

__ D 


NT On 
et si l’on y substitue la valeur de @, et on tient compte que 


Ôx 
7 —= COS (n, x). 


alors 


dp 


2 Va COS (n, x). (XTII.74) 


Sur la surface libre du fluide est observée la condition de la cons- 
tance de la pression, c'est-à-dire p — ps. En écrivant l'intégrale 
d'Euler pour les points situés sur la surface du fluide loin en aval du 
corps. où les ondes sont absentes, et à l'endroit de la disposition du 
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Corps où Zz — Z, nous obtenons 
PL pu? 
Po+ = Pot Yo +5 —- 


En tenant compte que 2? = v5 + cv}, + vi et d’après (XII1.73) 


) ) ) 
Ux = — Vo _ : y : =, (XIIT.75) 
et en négligeant les carrés des vitesses induites, nous obtenons 
lo OP 1 
Do Gr (XITI.76) 


Par raison de linéarité du problème, nous pouvons considérer 
cette condition comme étant réalisée non pour z — z,, mais pour 
Sur la surface libre, qui sert de surface de courant, la composante 
v. de la vitesse du mouvement des particules peut être calculée 
d’après les règles de la cinématique du point 

020 d 
V, = O0 EE 0 
2 dt 0x dt Oy dt 


. . . . d 
En prenant en considération que pour une particule fluide _ = 


= Ve; ÿ — v, et en tenant compte de l'expression (XIII.75) nous 
trouvons 


0® __ d2 d® 020 99 
"0z x (—ve+ Ôzx }+ dy 0y 
En admettant les angles d’inclinaison de la surface ondulatoire 
sur l'horizontale, c'est-à-dire les dérivées 0:./0zx et 9z,/0y, petits et 
en négligeant dans cette relation les produits de petites valeurs, nous 
obtenons 
0 k 029 
9 — Ver : 


En calculant la dérivée 0z,/0x par dérivation de (XII1.75) et 
en rapportant cette condition au plan 3 = 0, nous trouvons la con- 
dition pour le potentiel à la surface libre sous la forme 


2p ____£g_ dp … == 
Ja = ne 5 ave z=0. (XIII.77) 
À une grande profondeur, c’est-à-dire pour 3 — —oo, les vitesses 


induites v tendent vers zéro 
p—0 avec z2— — co. (XIIT.78) 
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En cas d’un fluide de profondeur finie H cette condition est rem- 
placée par la condition d’imperméabilité pour le fond du bassin 


F0 avec z— —H. (XIIL.79) 

Enfin, pour assurer l’unicité de la solution du problème, c’est- 
à-dire pour exclure la superposition à la solution des ondes libres, 
dont le potentiel satisfait également aux conditions (XIII.77) et 
(XIII1.78), il faut exiger que loin en amont du corps les vitesses 
induites soient absentes, c’est-à-dire 


p—0 avec z— +00. (XIIT.80) 


Dans ce cas la surface libre du fluide loin en amont du corps sera 
horizontale. 

Par conséquent, la solution du problème de la houle en mouve- 
ment d’un corps se ramène à l'intégration de l'équation de Laplace 
pour la fonction q@ avec l'observation des conditions aux limites 
(XI11.77), (XIII1.78) et (XIII.80) en cas de l’eau profonde et (XIII.77), 
(XII1.79) et (XIII.80) en cas de liquide de profondeur limitée. 

L'équation des ordonnées de la surface libre peut être trouvée 
au moyen de (XII1.76), la pression en tout point peut être déter- 
minée en utilisant l'intégrale d’Euler. 

Etant donné que l’équation de Laplace et les conditions aux 
limites sont linéaires. on peut utiliser pour la recherche de la fonc- 
tion @, de même qu’en écoulement autour des corps d’un fluide 
illimité, le principe de superposition des solutions simples. En 
particulier, dans l’étude de contournement des corps par un courant 
continu on utilisait largement la méthode de remplacement du corps 
dans l'écoulement par des sources, des dipôles, des tourbillons, 
c’est-à-dire par des singularités hydrodynamiques. Cette méthode 
est également applicable au cas examiné, mais à condition que le 
potentiel des singularités respectives satisfasse non seulement à 
l'équation de Laplace, mais aussi à toutes les conditions aux limites 
formulées ci-dessus. Ceci signifie qu’il faut préalablement résoudre 
les problèmes particuliers relatifs à l'écoulement autour d'un 
source ou d'un tourbillon au-dessous de la surface libre du fluide. 


$ 96. PROBLÈME PLAN DE L'ÉCOULEMENT AUTOUR 
DES CORPS SOUS LA SURFACE LIBRE D'UN FLUIDE 


Le problème plan de la houle dans le cas de l'écoulement autour 
des corps se résout très efficacement par les méthodes basées sur 
l’utilisation des propriétés des fonctions de la variable complexe. 
Pour cela, il est commode de considérer le mouvement comme s’ef- 
fectuant dans le plan de la variable complexe z — x -- iy. Pour utiliser 
les équations obtenues dans le paragraphe précédent. nous admet- 
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trons que l’axe réel coïncide avec l’axe des zet l’axe imaginaire des 
y avec l’axe des z dans un système de coordonnées à trois dimensions. 
Dans le cas considéré, le potentiel des vitesses induites q sera 
fonction de x et de y. En outre, dans l'écoulement plan il existe 
une fonction de courant Ÿ (x, y) des vitesses induites et on peut 
composer une fonction caractéristique 


w(2)=p(x, Dix, v) (XITI.81) 


q et Ÿ étant liés par les conditions de Cauchy-Riemann. 
La vitesse complexe induite est 


duw op . 0 
= ti À. (XII1.82) 

Le problème de l'écoulement autour d'un contour plan sera 
résolu si l’on arrive à trouver la fonction w (:) qui devra satisfaire 
à la condition (XIII.77) sur la surface libre. En tenant compte de 
ce que l’axe des y est maintenant l'axe vertical, on peut écrire 
cette condition pour le problème plan sous la forme 

92 g_ 09 


Dz2 TE ay —Ù avec y—=0. 


En comparant cette condition aux expressions (XIII.81) et 
(XII1.82) et en tenant compte également de la condition de Cauchy- 
Riemann 


Jp 0 
07  Ôy ? 
remarquons que 
0 __ 0 dw . 92m . dw 
0 Ôx = —] dz ? or? == Îm i ds? 


c'est-à-dire la condition sur la surface libre pour la fonction w (2) 
peut s'écrire ainsi 


Im (à Te ne ge )=0 pour y=—0. (X1IL.83) 


Récrivons les conditions (XIII1.78) et (XIII.80) relatives à 
l’absence des vitesses induites de la manière suivante: 


d 
<= 0 avec y— — 00 ; (XIII.84) 
d 
= 0 avec z—= + 00. (XIIT.85) 


Les conditions aux limites (XIII.83)-(XII1.85) combinées avec 
(XIII1.74) permettent de déterminer la fonction analytique w (2) 
caractérisant le champ des vitesses induites de l’écoulement. 
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Une méthode assez générale de résolution des problèmes plans 
des ondes forcées, basée sur les propriétés des fonctions de la va- 
riable complexe, a été élaborée par M. Keldyche. Considérons cette 
méthode sur l'exemple de l'étude de l'écoulement autour d’un 
tourbillon plan avec circulation l. située sous la surface libre en 
un point de coordonnées z = 0, y — — ih (fig. XIIT.9). La solution 
du problème se ramène à la recherche de la fonction caractéristique 
w (z) des vitesses induites par 
le tourbillon. Cette fonction. 
dans la région occupée par le 
fluide, c’est-à-dire dans le demi- 
plan inférieur de la variable 
complexe :, peut être représentée 
sous la forme 


w (2)=<— In (24 ik) + P (2). 
(XIII.86) 


Le premier terme correspond 

à un tourbillon dans un fluide 

Fig. XII1.9 illimité, disposé au point = — 

— — ih, et le second terme re- 

présente une fonction holomorphe, c'est-à-dire n’ayant pas de points 
singuliers dans la région de l'écoulement. 

M. Keldyche a proposé d'examiner dans tout le plan 3 une nou- 

velle fonction de la variable complexe 
F()=i LEE ©. (XILL.87) 


v+, dz 


Xx 


ù 


HER 


Si l'on substitue dans cette fonction l’expression de (XIIT.86), 
on peut obtenir 


r L gr L 
F(z)— On (cHih} vioni = ik + 
LP" (z)+E P'(2). (XIIT.88) 


CEA 

De cette expression il résulte que la fonction F (:) possède un 
point singulier avec z — — ik et les deux derniers termes sont 
holomorphes dans toute la région de l'écoulement. Suivant la con- 
dition aux limites (XIII.83), la fonction de Keldyche F (2) a une 
valeur réelle sur l’axe des x. Cette condition permet, par raison du 
principe de symétrie de Schwartz, de prolonger la fonction F (2) 
sur le demi-plan supérieur. Les valeurs de la fonction en des points 
du demi-plan supérieur, symétriques par rapport à l’axe des x, se 
déterminent comme des valeurs conjuguées complexes. D'après 
ce principe, dans le demi-plan supérieur la fonction F (2) aura un 
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point singulier pour z — ik avec des singularités conjuguées com- 
plexes correspondant à la formule (XI11.88). En définitive, pour 
tout le plan z la fonction F (:) peut être représentée sous la forme 
d’une somme (XII1.88) et de sa valeur conjuguée complexe 


FER EE x Ge — 
gr 1 r 1 gr 1 


ei 2ni 2+ih 7 nr (:—ih}? + vi 271 = T 
ip" (2)—# P'(2)—iP"(z)——# P'(2).  (XIHI.89) 


UV 


La somme des quatre derniers termes représente une fonction 
qui n’a pas de points singuliers dans l'écoulement, et peut caracté- 
riser les ondes libres. On doit poser cette somme nulle, étant donné 
que les ondes libres doivent être, d’après (XIII.85), éliminées de 
la solution. 

Maintenant la relation (XIII1.89) peut être considérée comme une 
équation différentielle hétérogène ordinaire par rapport à la fonction 
w (z) 

n g CEE r 
Er Vu * 
1 1 g ge 1 
X | — (2h) (2—ih)2 ii, 2 RT iv, 2z—ih J- (XIIT.90) 


L'équation caractéristique, correspondant à une équation dif- 
férentielle homogène, s'écrit 


Lu 
2 EE _k—0 
lo 


avec des racines k, — Oet k: — g/ivs. 
Par conséquent, on peut écrire que 
1kz 


w(2)—=At+Be *%. (XIIL.94) 


Pour obtenir l'intégrale de l'équation hétérogène (XIII.90) 
employons la méthode de Lagrange de variation des constantes 
arbitraires, c’est-à-dire posons que À et B sont des fonctions incon- 
nues de :. Finalement nous obtenons le système d'équations suivant: 

: igz 
LIT e æ —(, 


K D 8 (1 
(z2+ ih)? (2—ih)2 vi, \ 2+ih U 2—ih ) |- 
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Lors de l'intégration de ce système, introduisons la variable # 
et calculons les intégrales avec limite supérieure variable de +00 à z. 
La limite inférieure, l’infinité, est choisie pour éviter les vitesses 
induites avec 3 = +00. 

Ici les intégrales se ramènent aux trois types suivants: 


dt dt 1 
Î ren MX ik); | (+ ih}2 tin ? 
igl ig! if 
\ ee dt e = Je e"® dt 
J GHiha)  t+ih vË, toih 


Finalement. en substituant les limites, nous trouvons 


Tr 1 1 Pi zik 
AZ — 27g (= + z—ih 5 1n z—ih ? 
T4 1g2 igt 
B— NEA e = L e°= __ 2ig e ex qu ) 
_ 2ng \ z+ih 5—ih vè t—ih 7° 
Le, 


En substituant ces expressions dans (XII1.91), nous obtenons 


igz Le 
UN Féyoztih Gi Ut ( e°* dt ) 
(72 (z) = — 5 in TER rt | ER . (XIIT.92) 


La limite de cette fonction avec : —+ + est nulle, c’est-à-dire 
les vitesses induites sont absentes à l'infini et l’unicité de la solution 
est assurée. 

La fonction caractéristique complète de l'écoulement autour du 
tourbillon w,(z) pourra maintenant s'écrire 


Wo (Z2)}= —Vxz—+w (2). 
La vitesse complexe d'écoulement autour du tourbillon se déter- 
mine par dérivation par rapport à 3 de la fonction w, (2). En dérivant 
le dernier terme. il faut tenir compte dans la fonction w (z) de la 


règle de calcul des dérivées des intégrales avec limite supérieure 
variable 


dÆn nn k r'i | 1 
dz = — Vo— gr | 2+ih =z—ih ) — 
ie, À 
le vo e © dt 
— PTE e | TER . (XIIT.93) 
co 


Calculons les composantes de la réaction hydrodynamique 
s'exerçänt sur le tourbillon en utilisant la formule du théorème de 
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Joukovski (XI1.46). D'après ce théorème, la réaction hydrodynami- 
que conjuguée 
Re —iRy= ip" (03, —iv,,), 
c'est-à-dire 
R:=plv,, ; 
OÙ Ur, — is —= dw;/dz est la vitesse complexe d’un écoulement 
hétérogène à l’endroit de la disposition du tourbillon. Dans notre cas 
du! … dwo l'é 1 


c'est-à-dire compte tenu de (XIII.93) 


_h SE. 
dw: . He r lg vè, e Uoo dt 
Ta Ve t—ge  [< 

O0 


En remplaçant la variable uw, — & (f — ih) et en employant 


le théorème des résidus de Cauchy, on peut représenter l'intégrale 
figurant dans le dernier terme sous la forme suivante 


28h 


x | Ei, (+) — ni |. (XIIL.94) 


La fonction 
e“0 duo _ D: 
| re Ei (2) 


s'appelle\ fonction exponentielle intégrale et Ei, (x) — Reel Eï (2) 
partie réelle de cette fonction. Par suite, l'expression pour dw,/d5 
peut s'’écrire sous la forme 


_ 28h 
d IT 2 
= Dot ne Le — 
_ 28h 
2gh v? = 
ne Eu()e *. (XIIL.95) 


En portant cette valeur de la vitesse dans la formule du théorème 
de Joukovski et en séparant les parties réelle et imaginaire, nous 


35—064 
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trouvons 
28h 
R= te À; (XILL.96) 
: : 28h 
Ry= PT Ve — 0 + Be % E().  (XIL97) 


La composante R, (fig. XIII.9) dans le cas donné représente la 
résistance ondulatoire du tourbillon et la composante R, la force 
portante du tourbillon, calculée compte tenu de l'influence exercée 
sur sa valeur par la surface libre du fluide. Le premier terme dans 
la formule (XIII.97) correspond à la force portante du tourbillon 
dans le fluide illimité, le second terme tient compte de l'influence 
de la surface comme paroi solide et le troisième, l'influence de 
la houle. 

Maintenant, en utilisant la formule (XIII1.76) que l'on doit 
récrire dans le cas donné sous la forme 

00 Uoco 
yo=# FE == Reel (+) avec y —0, 
on peut obtenir l’équation des ordonnées de la surface libre. 

Considérons l'aspect de la surface libre à l'infini en aval du 
tourbillon, c’est-à-dire pour 3 — —o. Ses ordonnées, d’après la 
formule (XIII.93), se déterminent par la relation 


= Reel [+ 7) — 


| LL 
LEZ Lo LE 
lg 0: e dt... _— 
— Es e | ——5%— avec y—0. (XII1.98) 
00 


En appliquant le théorème des résidus on peut montrer que 


igt k 
_ 2 £ 
2 ns 
e © dt 3 
me — 9 1 v 
00 
En substituant cette expression dans (XII1.98) et en posant 
y = 0, nous trouvons 
ig= gh 


Yo=—— Reel (—2ie “æe %), 
c'est-à-dire 
_ Eh 
yo e *% sin. (XIIL.99) 


Voo 
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Par conséquent, loin en aval du tourbillon à la surface de l’eau 
restent des ondes sinusoïdales forcées d'amplitude 


a Le (X111.400) 


et de fréquence de forme g/v,, c'est-à-dire de longueur 


1 — nv? 
z —- 


Cette longueur coïncide avec la longueur des ondes progressives 
se déplaçant à la vitesse c — v…, c’est-à-dire la vitesse du mouve- 
ment des ondes forcées est égale à la vitesse de déplacement du 
tourbillon dans le fluide. En comparant les formules (XI11.96) 
et (XIII.100), nous trouvons que 


|Re|= (XIIL.104) 


Une méthode analogue d'étude peut être appliquée au problème 
de l'écoulement autour d'une source plane située au point 3 — —ih 
de débit Q. 

La vitesse complexe induite est dans ce cas 


igt 


z 2 
dw _ Q 1 1 . Q@ ri, ( e at , 
Te (7 )—i<e =  (A:-102) 
La résistance de la source 
L 2h 
Re praQ — LES € D60 , 


où le premier terme représente la force de poussée (dans le cas d’un 
puits, où Q est négatif, la résistance du puits) et le second la résistance 
ondulatoire. La composante verticale de la réaction est 

28h 


2 2 D. [2h \. 
= — + Eu ()e %. 


AA v® 


En superposant les solutions obtenues auparavant pour le tour- 
billon (XI11.93) et la source (XI11.102) sous la surface libre, disposés 


au point 2 — —ih, nous obtiendrons la vitesse induite complexe 
d'écoulement autour d’une source-tourbillon plane 
dw Q—ir 1 Q+ir 1 
3  2n z+ih 27 =—ih 
igl 
LIRE 2 2 
Q+ir 9: £ À | e 00 dt 
+ 9 él—— € , 
2 vo t—ih 


gs 
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En désignant le débit spécifique de la source-tourbillon 


___ Q—ir ___ Æ 
B — DR et Ér 


nous pouvons écrire l'expression de dw/dz pour toute coordonnée 
z, du centre de la source-tourbillon 


_ | = iv,t 
dw __ B … B_ + Brive | , ! dt , (XIII.103) 
co — A 


dZ 2—2  2—72 


où les symboles B et z, désignent les valeurs conjuguées complexes 
des'grandeurs correspondantes. 


x 


Fig. XIII.10 


Nous obtiendrons l'équation des ordonnées des ondes loin en 
aval de la source-tourbillon en superposant les profils des ondes du 
tourbillon et de la source, c’est-à-dire 


Yo et [lsinvi(z—zr)<+Qcos v,(x—zx;)]— 


—Im [ice éG-5] . (XIIL.104) 


Considérons maintenant l’écoulement autour d’un contour plan 
l disposé sous la surface libre du fluide, comme il est montré sur 
la fig. XI11.10. Lors de l'écoulement autour d’un tel contour d'un 
fluide sans surface libre, la vitesse induite complexe dw/dz repré- 
sente une fonction analytique. Comme on le sait de la théorie des 
fonctions de la variable complexe, on peut, d’après la formule de 
Cauchy, représenter la fonction analytique en tout point du plan 
en dehors du contour par les valeurs qu'elle prend aux frontières 
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de ce contour. Alors on peut écrire pour la vitesse complexe 


dw(z) 
dw _ À ( du, 1 


ds — ni 


2 — 21 


l 


où z, sont les points du contour |. 

On peut considérer cette expression comme décrivant une répar- 
tition continue le long du contour / des sources-tourbillons élé- 
mentaires. Le débit de ces sources-tourbillons, situées sur l'élé- 
ment d'arc dz,, est 

p— Cr) du (XIIL.405) 


dz,  27i 


et la vitesse induite par celles-ci en un point de coordonnée com- 
plexe z 


Exigeons que chaque source-tourbillon élémentaire satisfasse 
aux conditions sur la surface libre pour x = “+ œ et y — — co. 
Alors pour sa vitesse complexe on doit employer l'expression 
(XIII1.103). En y remplaçant B suivant (XII11.105) et en répartissant 
les singularités avec ce nouveau débit suivant le contour !, nous 


trouvons 
dw = | duw (21) dz + — 1 dw (z4) V 
dz ni dy 2—2 = di 
l 


LT oi 


x [———2ive" iv [= CES PA (XIIL.406) 
z — 2 


Cette formule est obtenue par la superposition des solutions élé- 
mentaires satisfaisant aux conditions aux limites données sur la 
surface libre du fluide et à l'infini. Pour cette raison, on peut affir- 
mer qu'elle donne la solution générale du problème du champ des 
vitesses induites en écoulement au voisinage de la surface libre au- 
tour d’un contour plan quelconque, par exemple, du profil mon- 
tré sur la fig. XIII.10. 

L'équation des ordonnées des ondes qui se forment à un grand 
éloignement en aval du contour peut se calculer comme le résultat 
d'intégration des ondes créées par les sources-tourbillons éle- 
mentaires B, réparties de façon continue sur la surface du contour {, 
c’est-à-dire en tenant compte de (XII1.104) et (XII1.106) 


2 dw(zi) _iv,z iv,x 
Yo—=Im [ . | 2 dz;e | . 
l 


534 THÉORIE DES ONDES ET FORCES HYDRODYNAMIQUES  [CH. XIII 


L’amplitude de ces ondes se détermine par le facteur de eïiviz, 
c’est-à-dire son module 


2 
Er 


du (21) _iv,z | 
| HELD ef dz, | (XIIT.107) 
l 


L'intégrale déterminant l'amplitude et représentant l'expression 
complexe 


H(v)= | ED iv dz, (XIII.108) 
l 


dépend de la loi de la répartition du débit des sources-tourbillons 
sur le contour du corps L. La fonction Æ (v,) qui dépend de la forme 
du corps a été introduite par N. Kotchine et porte son nom. Par l’in- 
termédiaire de cette fonction, on détermine de nombreuses caracté- 
ristiques importantes des corps se déplaçant au voisinage et sur la 
surface libre du fluide; en particulier 


a=|H (w)|. (XIIT.109) 


Trouvons l'expression de la résistance ondulatoire du contour. 
A cet effet servons-nous de la formule (XI11.101) qui est valable 
pour tous les cas du problème plan. En y substituant les amplitudes 
des ondes à l'infini (XII1.109), nous obtenons 


Re LEE = RE | H (wi). (XII1.110) 


En utilisant la formule de Tchaplyguine (VI.8), on peut obtenir 
l'expression générale également pour la force portante du contour 
sous la surface libre d’un fluide profond 


Ry= pur — | LA Qu) Pda +2 x 
0 
Î 
X V-p. | [Him (A2) . (XII1.114) 


Ici À, est le paramètre d'intégration 
HG)= | ED ei du, ; 
l 


HIv,({—A)]= | SEAL ete du. 
Î 
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Le symbole v.p. signifie qu’il faut considérer l'intégrale impropre 
comme une limite pour e — 0 de l'expression 
1 


p. [IFMU-ANF REZ 


=uüm{ | PATENTS MOTEURS 2h. 


En utilisant la formule (XII1.111), on doit tenir compte que la 
circulation F en mouvement d’un corps ayant la forme d’un profil 
d’aile sous la surface libre sera autre que dans le cas de son mouve- 
ment dans un fluide illimité. La surface libre influe sur la valeur de 
la circulation, et sa valeur réelle peut être déterminée en faisant 
appel au postulat de Tchaplyguine-Joukovski sur le caractère fini 
de la vitesse d'écoulement dw,/d: sur le bord de fuite du profil. 

La partie la plus compliquée du calcul de la réaction hydrodyna- 
mique est la détermination de la fonction Æ (v;). On peut, comme l’a 
montré N. Kotchine, obtenir une approximation suffisante si l’on 
admet la valeur de la vitesse complexe dw (:,)/d5, dans cette fonction 
la même que lors du mouvement du contour donné dans un fluide 
illimité. Ce procédé a reçu une large extension. 

Le calcul de la fonction de Kotchine peut parfois être sensible- 
ment simplifié grâce à sa propriété suivant laquelle la valeur de 
H (v:) ne dépend pas du contour d'intégration, c’est-à-dire au lieu 
de / on peut prendre n'importe quel contour /, disposé sous la sur- 
face du fluide et entourant le contour étudie (fig. XIII.10). Cette 
propriété est conditionnée par le fait qu'entre les contours ! et l, 
il n’y a pas de singularités hydrodynamiques dans l'écoulement. 

Les relations (XIII1.110), (XIII1.111) et la formule du moment 
que l’on peut également obtenir en utilisant la seconde formule de 
Tchaplyguine (VI.9) servent de base pour l'élaboration de la théorie 
de l’aile d'envergure infinie se mouvant au voisinage de la surface 
d'un fluide. 
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Dans l’étude théorique de l'écoulement autour des corps spa- 
tiaux au voisinage de la surface libre ainsi que de l’écoulement dans 
un fluide illimité, on utilise la méthode de remplacement du corps 
par des sources et des puits. Pour cette raison, par analogie avec un 
problème plan, il est avantageux d'étudier préalablement l'écoule- 
ment autour des singularités spatiales hydrodynamiques, en parti- 
culier des sources disposées au voisinage de la surface libre d'un 
fluide profond. 
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Pour résoudre le problème de l'écoulement autour d’une source 
tridimensionnelle de débit Q, disposée au point de coordonnées z1, 
Yi, 21 Sous la surface libre d'un fluide, il est indispensable de trouver 
le potentiel @ (x, y, :) qui satisfait à l'équation de Laplace et aux 
conditions aux limites (XIII.77), (XIII.78) et (XIII.80). Dans le 
cas donné il n’est pas nécessaire de tenir compte de la condition aux 
limites sur la surface du corps (XI11.74). On sait que le potentiel 
de la source dans un fluide illimité est 


CE PC 
AR ER Veau ea 


Pour une source disposée sous la surface libre, le potentiel peut 
s'écrire sous la forme 


p= <= G(x, y, 2), (XII1.412) 


où G est la fonction inconnue qui dans le cas d'un fluide illimité 
G = {/r. 

Pour trouver la fonction inconnue G, utilisons le principe de la 
superposition des solutions, dont l’emploi est possible grâce à la 
linéarité du problème, c’est-à-dire représentons-la sous la forme 


G=7+G4. 


Il est évident que la fonction inconnue G; tient compte de l’in- 
fluence de la surface libre et à son tour satisfait à l’équation de 
Laplace. 

En substituant l’expression du potentiel dans les conditions aux 
limites, nous obtenons 


926 2G _0: 
EM Era pour z=V, 
G—0 pour z2— — ; 


G=—=0 pour z——<+o. 


Pour satisfaire à ces conditions aux limites, servons-nous de la 
méthode qui permettra d'utiliser pour l'obtention de la fonction 
cherchée G les résultats obtenus au $ 96 à la résolution du problème 
de l'écoulement d’une source-tourbillon plane. 

En mathématiques on démontre que la fonction 1/r peut être 
représentée sous la forme d’une intégrale déterminée suivant le 
paramètre sans dimensions 6 avec (2 — z;) > 0 


a 
1 __ 1 d0 
r  2n | i(z— 3) cos O0 +i(y—ys)SinO0+z—2z ” 
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Cette expression, en introduisant les notations 
—iz—2xcos0—ysin0—E+i; 


Gi iz1 — 2 cos 0 — y, sin 0—E +iz, ; (XILL.113) 

B=—— 
 2ri ? 
peut s’écrire sous la forme 
+14 

1 B 
—— — (XIIT.114) 
=) 


Finalement le potentiel de la source tridimensionnelle sera re- 
présenté sous la forme de la limite d’une somme de singularités 


B , 
——— , XIII. 115 
GC— Gt 115) 
disposées dans les plans de la variable complexe &; pour chacun de 
de ces plans 6 — const. 
Considérons les conditions aux limites qui seront pour les varia- 
bles (Ë, z). À cet effet il suffit de tenir compte de ce que d’après 


(XIIL.113) 
NET 
ox2 — COS VTT » 


c'est-à-dire la condition (XIII.77) pour 5: = 0 sera 


56 _ vi 06. (XI1.116) 


Imposons cette condition, ainsi que les conditions à l'infini, 
à chaque singularité plane de la forme (XI11.115) dans les plans 
6 — const. Pour cela, il faut tenir compte de ce que par sa forme la 
formule (XI11.115) correspond à la formule de la vitesse complexe 
pour une source-tourbillon plane dans un fluide illimité. Suivant 
la formule (XII1.103), pour satisfaire aux conditions aux limites on 
doit ajouter à ce terme encore deux termes, en remplaçant dans Île 
second terme v, par V./cos*0, comme cela découle de la relation 
(XII1.116). Avec cela il faut tenir compte que pour cos 0 > Ü et 
z = + oo en vertu de (XIII.113) £ = — © et si cos 06 < 0 et 
z — + œ, alors E — + oo. Cette circonstance doit être prise en 
considération lors du choix de la limite inférieure de l'intégration 
dans le troisième terme de la formule du type (XII1.103). 

Ainsi, l’équation pour les singularités planes satisfaisant aux 
conditions aux limites posées a pour expression 
ivsl 

LME EL Too 
Le 50 | 2, (XIII. 1A7) 


A t—Q: 


B 
EU t- rat lim 
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le signe de la limite inférieure de l'intégrale dépendant du signe de 
cos 0. 
En utilisant le théorème des résidus, on peut démontrer que 
AUS AUS 
Î ec0826 y 
t— Ti 


Par conséquent, le terme 2xi ne doit être pris en compte que pour 
les valeurs des angles 6 qui ont cos 0 > 0, c'est-à-dire —1/2 < 
<< 0 < n/2. Ceci détermine les limites de l'intégrale correspondante 
dans (XII1.114). En définitive, en remplaçant dans (XIII.114) les 


valeurs B/£ — &, par la valeur (XI11.117), nous obtenons la fonction 
cherchée 


5 | , ivé 
G— Reel Î (= t: re T2 cos 


V TT a 
20° cos® 6 x 


e C08? cos? O0 dt 


a 
= it |: —— 


si 


{vt£ 


Tost x/2 AUUS 
| 2) 40 Reel | 4nB—e"T6 dp, 
û 7/2 


où l’on prend Ia partie réelle, étant donné que le potentiel G est une 
valeur réelle. 

Ce potentiel satisfait à toutes les conditions aux limites adoptées 
ci-dessus pour G, car il est obtenu par la méthode de superposition 
des solutions élémentaires du type (XI11.117), qui à leur tour satis- 
font à des conditions analogues. 

En remplaçant ici & et B d’après (XII1.113) et en calculant 
l'intégrale 


Le 


_ 17 ( SE CE 
en JE VE + QG —-n)+G+ 2) a 


ainsi qu'en effectuant certaines transformations dans l'intégrale 
double, nous obtiendrons la formule du potentiel de la source située 


sous la surface libre d’un fluide profond sous la forme proposée par 
N. Kotchine 


G F ee*Qi-1) 4,  d6 
= ++ — Reel | V.p: | A co D ü —— + 
—T 


cos? 
FÉ eies 4 
—2v, Reel i | Le, (XIIL.118) 
7/2 


= [é(z+-z)—(x— x) cos 8 — (y — y:) sin 6], 


et À, est le paramètre d'intégration. 
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De cette façon, le potentiel D, de l’écoulement autour de la sour- 
<e sous la surface d’un fluide suivant (XIII.73) et (XIII.112) sera 


D, — — Lt + G. 


Comme le potentiel du dipôle unitaire de direction arbitraire de 
l'axe des n peut être obtenu à partir du potentiel de la source unitaire 
4/r dans un fluide illimité suivant la relation 


1 
p=———=—-—5 cos (r, n), 


alors le potentiel du dipôle disposé sous la surface libre du fluide 
peut être trouvé en utilisant la relation 
— 96 
PF : 


On peut montrer que pour les grandes vitesses de mouvement, 
c’est-à-dire pour 


Vs =< + 0, 
lim G 11 . 
vi 0 r r1 


Dans l’autre cas limite, où les vitesses de mouvement sont faibles, 
V1 —> © et 
. | 1 
lim G=+— , 


, r 
V0 


la surface de l’eau ne se déforme pas et joue le rôle d’une paroi solide ; 
4/r, représente le potentiel de la source, reflété par rapport à cette 
paroi. 

La solution du problème de l'écoulement autour d’un corps sous 
la surface libre du fluide peut maintenant être obtenue en rempla- 
<ant l’action du corps par des sources avec des potentiels unitaires G. 
Dans le cas général d’un corps de forme quelconque (fig. XITI.8), 
ces sources, en vertu des recommandations énoncées au $ 27, doivent 
être distribuées sur la surface S du corps, c’est-à-dire on cherchera 
à obtenir la fonction ®, sous la forme 


Do —ver+7 | O(zi, Yu 4)G(x, y, z)dS, (XIII.119) 
S 


OÙ Z1, Y1: 51 Sont les coordonnées des points de la surface S du corps 
et o* (x;, Y1, Z1) le débit des sources. 
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Pour déterminer ce débit, il faut observer la condition aux limites 
(XII1.74) d’imperméabilité sur la surface du corps, c’est-à-dire 


Ua COS (n, z)=— = (sas, 
S 


où nest la direction de la normale extérieure sur la surface. 

En écrivant le deuxième membre de cette équation, on doit tenir 
compte qu’en des points de la surface S est possible l'annulation de 
la valeur 1/r faisant partie de la fonction G. L'étude du passage à la 
limite, analogue à celui effectué au $ 27 (V. nul montre que 


lim ar | ot 5 À PRES LT 


r—0 


Ainsi, pour la détermination de la fonction o*, nous obtenons fi- 
nalement l'équation intégrale de Fredholm du 2-ème genre: 


Lao COS (n, z)= — + Î o*dS.  (N1I1.120} 


Pour sa résolution, qu'il est impossible d'obtenir sous la forme 
générale, on utilise différentes méthodes approchées. La plus effec- 
tive est l’utilisation des ordinateurs électroniques. 

La première approximation dans la solution de cette équation 
peut être obtenue en négligeant le second terme de son deuxième 
membre, c’est-à-dire en admettant que 


CG & — 2Uo COS (7, x). 


Ce procédé est souvent utilisé pour l'étude de l'écoulement autour 
des corps minces, c.-à-d. des corps allongés. Pour de tels corps, 
symétriques par rapport au plan zxoz, dont les ordonnées de la sur- 
face S sont décrites par l'équation 


y=f (x, 2), 
on peut écrire que 
af 
cos (n, x) & = 
et, par conséquent, 
O © — Zoo JL, 
c'est-à-dire 
Voo Of ° 
Do —Var— 5 | LGds. (XIIL.121) 
S 


Par $ on entend dans ce cas le plan de symétrie d’un corps (ou 
d'un navire), sur lequel sont disposées des sources. 
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La réaction hydrodynamique qui s'exerce sur un corps peut être 
<alculée en utilisant la formule générale 


R=— | pn dS, 
S 
où la pression doit être déterminée d'après l'intégrale d’Euler. 
La vitesse figurant dans cette intégrale doit être calculée en employ- 
ant le potentiel (XII11.119). Les calculs respectifs ont été effectués 
par N. Kotchine qui a obtenu des formules pour les composantes de 
la réaction hydrodynamique À. En cas d’un corps de forme quelcon- 


que, mais symétrique par rapport au plan xoz, ces formules ont la 
forme suivante 


HS):  GII122 


R= WE | [KIA GE, 6) [? d0 dk 
0 


T 1 

\ Va (1 — 2 1— d6 . 

+ | v.p. | LH tan e]| A dur. (NII.123) 
x “0 

Ici Æ et À, sont les paramètres d'intégration, V le volume du 

corps, et 
VaGzitixs cos 0+iu, sin 6) 
représente la fonction de Kotchine pour un problème spatial. 

Cette fonction dépend de la distribution des sources o* (zx;, y1, 21) 
qui remplaçent l’action du corps sur l'écoulement et, par conséquent, 
tient compte de l'influence de la forme du corps sur la valeur des 
forces hydrodynamiques apparaissantes. 

Les formules (XI11.118), (XII1.119) et (XIII.121)-(XII1.123) 
servent de base à l'élaboration de la théorie de la résistance ondula- 
toire. de la houle, à l’étude des champs de pressions et de beaucoup 
d’autres problèmes de l’hydrodynamique navale. 

En cas d’un fluide de profondeur finie, le mouvement d'un corps 
peut être étudié par des méthodes analogues, mais en tenant compte 
des conditions aux limites (XII1.79) au lieu de (XTII.78). Les solu- 
tions et les formules de calcul correspondantes ont été obtenues dans 
leurs travaux par M. Keldyche, L. Sédov, L. Srétenski et M. Khas- 
kind [5]. [12]. 


CHAPITRE XIV 


GLISSEMENT, CAVITATION ET CHOC SUR 
LA SURFACE D'UN FLUIDE 


$ 98. GLISSEMENT 


Lorsqu'on étudie les problèmes de l’hydromécanique d’un navire, 
il apparaît nécessaire de tenir compte d’un certain nombre de phéno- 
mènes spécifiques, tels que le glissement, la cavitation lors du 
mouvement des corps à de grandes vitesses, ainsi que le phénomène 
du choc d’un corps sur la surface d’un fluide. Malgré la différence 
extérieure des images des mouvements de fluide qui en résultent, 
dans leur étude théorique on peut observer quelques traits communs, 
ce qui permet d'employer des méthodes uniques pour leur 
étude. 

Comme le montrent les résultats des expériences, lorsqu’on étu- 
die les phénomènes examinés, on néglige généralement l'influence 
de la viscosité du fluide sur la structure de l'écoulement. Ceci permet 
d'appliquer les méthodes de la mécanique des fluides non visqueux 
et de considérer les écoulements apparaissant comme potentiels. 
Ces phénomènes se caractérisent par le fait que plusieurs d’entre eux 
apparaissent à de grandes vitesses, quand les nombres de Froude 
sont grands. Physiquement cela signifie que les forces d’inertie 
dans l'écoulement dépassent considérablement les forces de pesan- 
teur dont l'influence sur la structure de l'écoulement correspondant 
et les forces hydrodynamiques qui y apparaissent peuvent parfois être 
négligées. Plusieurs de ces écoulements peuvent être considérés 
comme les écoulements avec formation de filets libres de fluide. 
Ceci permet, lors de leur étude, d'utiliser les méthodes de la théorie 
des filets de fluide parfait élaborées par Kirchhoff et Joukovski, ainsi 
que certaines données obtenues dans la théorie de l'aile. 

À ce groupe d’écoulements se rapporte le glissement qui est un 
mouvement des corps sur la surface d’un liquide s’effectuant à gran- 
de vitesse. Le trait caractéristique de ce régime de mouvement con- 
siste en ce que le poids d’un corps est pratiquement totalement 
équilibré par la force de soustentation hydrodynamique et le rôle 
de la poussée d’Archimède dans la création de la force portante est 
insignifiant, ce qui permet de négliger son influence. 
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L'écoulement autour de la surface de glissement rappelle bien 
l’image d'écoulement autour d’une aile, mais il y a quelques parti- 
cularités qui distinguent ces écoulements. 

Lorsqu'une plaque plane glisse sur la surface d’un fluide 
(fig. XIV.1), il se forme devant elle un jet d’embruns dirigé sous un 
angle dans le sens de son mouvement. Ce jet conditionne l’apparition 
sur la plaque d’une force de réaction dirigée en sens contraire du 
mouvement et qui s’appelle résistance d’embruns. 

Sur le bord arrière de la plaque glissante on observe un détache- 
ment régulier des jets d’eau et la vitesse du liquide a ici une valeur 
finie. La même chose a lieu en écoulement autour du bord de fuite aigu 
d’une aile. La longueur mouillée L de la plaque varie avec la varia- 
tion de la vitesse de son mouvement et de l’angle d'incidence «, 
c’est-à-dire elle est une des paramètres hydrodynamiques variables 
du glissement. Derrière la plaque, sur la surface du liquide, se for- 
ment des ondes. On peut les considérer généralement comme des 
ondes d'amplitude relativement faible. 

Le passage de la navigation au glissement se détermine pour les 
corps suivant le nombre de Froude Fr, dans le calcul duquel la 


3 
dimension caractéristique est la grandeur V 2 où D est le poids du 
COrps, 


Uoo 


Fr) = —— . 


Les études du glissement ont montré que le rôle’ de la force d’Archi- 
mède dans la création de la force portante devient insignifiant pour 
Frp > 5. Cependant, pratiquement on peut considérer que le glisse- 
ment commence à une vitesse du mouvement d’un corps telle où 
Frh > 3. 

Considérons les relations qui existent entre les forces agissant 
sur une plaque glissante (fig. XIV.1) dont le poids D est équilibré 
par la force hydrodynamique R,. Utilisons la formule (XII.5) qui 
établit la relation entre les composantes de la réaction dans le sys- 
tème de coordonnées aérodynamiques et sa composante tangentielle 


R;—=R,cosa—R, sin «. 


D'après cette formule, la résistance au mouvement de la plaque 
est 
R; 

Re= + Ry tg a, (XIV.1) 
où la composante R, s’exerçant dans le plan de la plaque représente 
la résultante des contraintes tangentielles, c’est-à-dire la force de 
frottement agissant dans un fluide visqueux, et le premier terme la 
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force R de la résistance de frottement. Le second terme dans cette 
formule représente une partie de la force de résistance due aux pres- 
sions qui s’exercent sur la surface inférieure de la plaque. Physi- 
quement, cette partie est le résultat de l’action réactive du jet 
d'embruns, ainsi que de l’action de la houle provoquée par le glis- 
sement sur la distribution des pressions sur la surface de la plaque. 


Fig. XIV.{ 


Par conséquent, ce terme représente la somme des résistances des 
embruns et des ondes. 

Si l’on tient compte que d'après l'équation d'équilibre de la 
plaque 


R,= D, 
Ja formule (XIV.1) pourra s’écrire sous la forme 
R;=RI+R,tga—R+Dtgo. (XIV.2) 
Pour de faibles angles d'incidence tg a = a 
R;= Rr+ Da. (XIV.3) 


Cette formule est valable pour le calcul de la résistance au mou- 
vement de glissement sur la surface d’un fluide visqueux. La force 
R, et, par conséquent, R-. peut être calculée au moyen des méthodes 
de la théorie de la couche limite, si l’on connaît la distribution de la 
pression sur la face inférieure de la plaque. Une épure typique de la 


distribution de la pression est montrée sur la fig. XIV.1. En un 
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certain point de cette épure p = Pmas = ee, c'est-à-dire que ce 


point de la plaque est critique. Il est intéressant de noter que puisque 
le point critique où s'effectue la ramification des lignes de courant de 
l'écoulement est disposé sur la surface inférieure à une certaine dis- 
tance du bec de la plaque, la vitesse d'écoulement est dirigée 
sur une partie de cette surface dans le sens du mouvement. Sur ce 
tronçon les contraintes tangentielles engendrent une faible force de 
traction qui diminue quelque peu sa résistance de frottement, cette 
diminution étant assez manifeste pour & > 6°. Dans un fluide non 
visqueux Rf — 0, par suite la force de résistance est 


R,=R,tga— Da. 


Comme la longueur mouillée de la plaque L ne reste pas constante. 
le moment ÀAf de la réaction R en glissement est calculé non pas 
par rapport au bord avant, comme pour les ailes, mais par rapport au 
bord arrière de la plaque 


M = Rhlp, 


où LL est la distance du centre de poussée au bord arrière de la sur- 
face de glissement. 

Lorsqu'on étudie le phénomène de glissement, il est indispensa- 
ble de disposer d’une certaine dimension caractéristique linéaire 
constante, dont la valeur ne dépend pas de la vitesse du mouvement. 
Pour une telle dimension, on utilise souvent la largeur totale B 
(envergure) de la surface de glissement et on exprime par celle-ci 
les paramètres hydrodynamiques. par exemple le coefficient sans 
dimension du centre de poussée 


mp= 2 — D}, (XIV.4) 


où Àg — l/B. 

Actuellement la théorie du glissement est élaborée pour les pla- 
ques d'envergure infinie (c’est-à-dire pour B — oc) et est basée sur 
l’utilisation des méthodes de résolution des problèmes plans de la 
mécanique des fluides. 

Dans les cadres d'un problème plan du glissement. on a élaboré 
les théories linéaire et non linéaire, basées sur les hypothèses où le 
fluide est non visqueux et l'écoulement est potentiel. La théorie 
linéaire considère le glissement des plaques avec de faibles angles 
d'incidence, lorsque les vitesses induites des particules de fluide 
peuvent être considérées comme petites. Cette théorie est élaborée 
compte tenu de l'influence de la houle, c’est-à-dire pour n'importe 
quels nombres de Froude. La théorie non linéaire permet d'obtenir 
la solution du problème de glissement pour tout angle d'incidence, 


35—064 
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mais dans ce cas il faut négliger la pesanteur du fluide, c’est-à-dire 
admettre que Fr — © et la houle est absente. 

Envisageons la théorie linéaire de glissement d’une plaque sur la 
surface d’un fluide de profondeur infinie. En faisant appel au prin- 
cipe de la similitude, c’est-à-dire en supposant la plaque immobile 


Fig. XIV.2 


et l'écoulement plan qui la contourne permanent, nous obtiendrons 
le schéma montré dans le plan de la variable complexe : = x + iy 
sur la fig. XIV.2. 

, La fonction caractéristique w (:) du mouvement inversé a la 
orme 


W — —UxZ— wi (2). (XIV.5) 


où LU est la vitesse à l'infini et w, (3) — @i (x, y) + id: (x, y) la 
fonction caractéristique des vitesses induites. 

Pour trouver la fonction w. (:), il faut formuler les conditions aux 
limites. Pour les points situés sur la surface libre du fluide et à l’in- 
fini, ces conditions ne diffèrent en rien de celles utilisées dans 1la 
théorie linéaire des ondes planes forcées ($ 96). 

A partir de la condition de la constance de pression sur la surfa- 
ce libre, nous obtenons l’équation pour la détermination des ordon- 
nées y, de cette surface 


Uoo 0 . 
Vo = avec y = VU. (XIV.6) 
En outre, suivant (XII1.83) et compte tenu des notations adoptées, 
. d'w: £ dw: - = 
Im (: TE — +) =0 avec y—=0. (XIV.7) 
Exigeons également qu'avec y — — les vitesses induites soient 


absentes et avec zx — —+ © soient absentes les ondes libres ; alors, en 
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vertu de (XITI.84) et (XIIL.85), nous trouverons 


1 0 pour y——; 

‘ (XIV.S) 
dw 
— = 0 pour VA — — 00. 


On doit également tenir compte de la condition d'imperméabi- 
lité le long de la surface mouillée de la plaque glissante. Soit l'ori- 
gine de coordonnées située au milieu de la longueur mouillée ! de la 
plaque. comme il est montré sur la figure. En admettant l'angle 
d'incidence petit on peut considérer la condition d’imperméabilité 
analogue à la condition d’imperméabilité (XI1.128) énoncée au $81 
pour une aile mince cambrée dont les ordonnées par rapport à la 
corde sont décrites par l'équation y = F (x) 


y = 7 = Vo (F” — a). (KIV.9) 


De même que dans le cas de l'aile mince. cette condition peut 
être considérée remplie non sur le côté inférieur de la plaque. mais 
sur le segment de l’axe réel —1/2 << x < 1/2. 

D'autre part, l’écoulement autour du bord arrière de la plaque 
doit être régulier. 

Les conditions (XIV.6)-(XIV.9) permettent de trouver la fonc- 
tion w, (:) et de calculer les forces et le moment hydrodynamique 
apparaissant en glissement d’une plaque faiblement incurvée. La 
solution de ce problème a été réalisée dans les travaux de L. Sédov 
et N. Kotchine par la méthode de la théorie des ondes. 

Ainsi, par exemple, conformément à une plaque mince en cas de 


grands nombres Fr — = (Fr > 2,8), ils ont obtenu des formules de la 
& 


force portante et du moment M, par rapport à l’origine des coordon- 
nées, c'est-à-dire du centre de la plaque 
rplui a 


Ry= [15 (x++)] . R,=Rya: (KIV.A0) 


npl?v? à 


Mo=——$—|1— me (rt) | (XIV.11) 


Quand on peut négliger l'influence de la pesanteur du fluide en 
glissement, c’est-à-dire avec Fr —+ oc, il n’est pas difficile d'élaborer 
la théorie linéaire du glissement en utilisant l’analogie entre une 
plaque qui glisse et une aile. A cet effet utilisons la condition aux 
limites (XIV.6) sur la surface libre et réduisons-la à la forme sans 
dimensions 


35% 
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En y introduisant le nombre Fr, nous obtenons 


Je À — 2% 1 (XIV.12) 


OT Lo 


Pour Fr — œ cette condition prend la forme 
1 —0 avec y—=0 et —//2>r>l/2. (XIV.13) 


Par conséquent, d’après cette condition pour Fr — , le poten- 
tiel en des points du plan y — 0 en dehors de la plaque est constant. 
Le choix de la valeur de cette constante n'influe pas sur la valeur de 
la vitesse, par conséquent, on peut l’admettre égale à zéro, c’est-à-di- 
re considérer que 


, = Ù avec y=0 et —1/2>z>l1/2. (XIV.14) 
La condition (XIV.13) peut s’écrire également sous la forme 


Imi 10 avec y=0 et —2>r>U2. (XIV.15) 


Elle permet d’appliquer à la fonction 


. du. Lis 0! 01 __ 
L Ta =? ps y Est Vu, (XIV.16) 


le principe de la symétrie de Schwartz, déjà utilisé au $ 96 pour une 
fonction plus compliquée (XII1.87). En partant de ce principe, la 
fonction (XIV.16), qui prend sur l’axe des x des valeurs réelles, 
peut être prolongée dans le demi-plan supérieur y > 0, et en des 
points correspondants de ce demi-plan elle aura des valeurs com- 
plexes conjuguées. 

En désignant par les indices moins et plus les valeurs des parties 
réelle et imaginaire de la fonction idw;/dz en des points correspon- 
dants des demi-plans inférieur et supérieur et en tenant compte du 
principe de la symétrie et de la forme développée (XIV.16) de 
cette fonction nous obtenons 


y, = Vus (XIV.17) 
Ur, = —Ux,_« (XIV.18) 


Ces relations, compte tenu de la condition de l’écoulement régu- 
lier autour du bord arrière aigu et de la condition aux limites d’im- 
perméabilité (XIV.9), sont caractéristiques pour le champ des vites- 
ses induites de l'aile mince, placée dans un écoulement de fluide 
illimité [voir les formules (XI1.129) et (XII.130)]. Par conséquent, 
on peut conclure que le champ de la vitesse et donc la distribution de 
la pression le long de la surface inférieure d’une plaque glissante 
avec de grands nombres Fr sont les mêmes qu’en écoulement autour 
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de cette plaque lorsqu'elle est immergée dans un courant continu se 
déplaçant à la vitesse v >. 

La propriété notée est une analogie entre la plaque glissante et 
l’aile. Elle permet d'utiliser les données de la théorie de l'aile pour 
le calcul des caractéristiques hydrodynamiques des plaques planes et 
incurvées. 

Pour calculer la distribution de la pression p en des points de la 
surface de la plaque, écrivons l'intégrale d’Euler, tout en tenant 
compte qu'à l'infini la vitesse est v., et en des points de la plaque 


v= V(—vo + vx) + vy, c'est-à-dire 
T PL P ,,2 9 2 2 
Po+ 5 = P+5 (US — ZUaUx CT + vu). 


Si l’on néglige les carrés des vitesses induites vx, et v,,. alors 


suivant cette formule et la relation (XIV.18) les surpressions dvna- 
miques sur les côtés supérieur (+) et inférieur (—) de la plaque dans 
un fluide illimité seront égales en valeur, mais de signe contraire 


(P— Po) F = Æ PVœlx, » (XIV.19) 


c'est-à-dire que sur le côté inférieur on observe une surpression et 
sur le côté supérieur une dépression de même valeur. Leur somme crée 
la résultante des forces de pression R,, perpendiculaire à la surface 
de la plaque. 

D'après les données obtenues pour une plaque plane au $ 80, on 
sait que la grandeur de la force R, rapportée à l'unité d'envergure 
(XII.93) est égale à 


Rh = privé, sin a cos a. (XIV.20) 


et le point d'application de cette force est situé à une distance L,, — 
— 3/4 L'au bord arrière (ici l’on tient compte que ! — 2a). 

Comme sur une plaque glissante la pression le long de son côté 
supérieur est constante, alors d’après la formule (XIV.19) la résul- 
tante des forces de pression est créée grâce à l’augmentation de la 
pression sur le côté inférieur, c'est-à-dire elle est égale à la moitié 
de la grandeur déterminée par la formule (XIV.20) et la position 
du centre de poussée reste inchangée. En définitive nous obtenons 
pour une plaque glissante 


Ry = sl =p+ lcos’asinavi &p+lvia: (XIV.21) 

R, =—=sina— p+ lsin* a cos avi & p La lvia®; (XIV.22) 
l 3 

Mp= = 7 Àg. (XIV.23) 
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La formule (XIV.22) fournit la valeur de la résistance des embruns 
rapportée à l'unité d'envergure de la plaque glissante, car avec des 
nombres Fr — œ Îla résistance ondulatoire est nulle. 

D'après la théorie de l’écoulement autour d’un arc de cercle on 
sait que la flexion longitudinale de la plaque conduit à la variation 
de l’angle d'incidence effectif d'une valeur &o = 2f/l, où f est la 
flèche de la flexion. Donc, pour tenir compte de l'influence de la 
flexion. il suffit de remplacer dans les formules (XIV.21) et (XIV.22) 
l'angle d'incidence & par la valeur & + 2f/I. 

Il est à noter que l’analogie entre l'écoulement continu autour 
d'une plaque et l’écoulement au cours d’un glissement est quelque peu. 
infirmée au voisinage du bord avant aigu. Sur une plaque glissante 
il se forme ici un jet d'embruns (fig. XIV.2) et la surpression est nul- 
le, car dans un mouvement inversé, sans tenir compte des forces de 
pesanteur, la vitesse dans le jet d’embruns est égale à v. Si la pla- 
que est placée dans un écoulement continu qui contourne son bord 
aigu. alors sur son bord apparaît une dépression et une force de 
succion se produit. Cependant cette non-conformité des structures de 
l'écoulement n'influe pratiquement pas sur la valeur des forces 
calculées pour de faibles angles d’incidence. 

On peut obtenir les formules (XIV.21) et (XIV.22) de la relation 
(XIV.10) en y posant 1/Fr° = 0. Ceci témoigne de ce que l’analo- 
gie établie est caractéristique pour la théorie linéaire du glisse- 
ment avec des nombres Fr —+ co. 
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En élaborant la théorie non linéaire du glissement, on suppose 
que l’influence de la pesanteur du fluide sur les caractéristiques de 
l'écoulement peut être négligée. En utilisant cette hypothèse, dédui- 
sons les formules générales pour la détermination des composantes de 
la réaction hydrodynamique qui agit sur une plaque plane glissante 
pour une valeur arbitraire de l'angle d'incidence &. En supposant le 
mouvement permanent et en utilisant le principe de la transforma- 
tion, envisageons l'écoulement autour d'une plaque immobile d’un 
fluide de profondeur H (fig. XIV.3). Derrière cette plaque. les ondes 
n'apparaissent pas dans un fluide non pesant et il se produit une 
baisse progressive de son niveau. Devant la plaque il se forme un 
filet libre d'épaisseur 6. Comme la pression sur la surface libre du 
fluide et dans le jet est constante et égale à poet le fluide est non 
pesant, la vitesse d'écoulement du fluide dans le jet d’après 
l'intégrale d’Euler est égale à la vitesse de l'écoulement à l'infini, 
c'est-à-dire à Vo. 

Isolons une surface de contrôle fermée ABCDEFKA, comme il 
est montré sur la figure, et appliquons la loi des quantités de mouve- 
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ment au fluide contenu à l’intérieur de cette surface de contrôle 


R=—p & DUn dS, (XIV.24) 
S 


où À est la réaction agissant du côté du fluide sur la plaque. 

Il est évident que la différence entre les flux des quantités de 
mouvement passant par les sections AB et CD de la surface de 
contrôle est égale au flux des quantités de mouvement passant par 
la section FX du filet libre des embruns. 
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Fig. XIV.3 


En choisissant le système de coordonnées x, y (fig. XIV.3), en 
projetant l'égalité vectorielle (XIV.24) sur l’axe des x et en tenant 
compte des directions des normales extérieures nr à la surface de 
contrôle, nous obtenons 


R:= — pr HLpré (H — 6) — priô cos &, 


c'est-a-dire 


Rx = — pro ôt (1 cos à). (XIV.25) 


Cette force représente dans le cas donné la résistance des embruns 
de la plaque. 

La réaction totale R est la résultante des forces des surpressions 
qui agissent le long de la longueur mouillée de la plaque et par suite 
est dirigée suivant la normale à sa surface, c'est-à-dire 

Re ° 1 + cos a 


R = ——=— — pv°.6 
sma — PloU—He 
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La force de sustentation R, de la plaque est 


R, = R cos a = puiôs EE | (XIV.26) 

Les formules obtenues sont valables en cas de glissement sur 
la surface d'un fluide de profondeur finie ou infinie. Le seul para- 
mètre inconnu dans celles-ci est l'épaisseur du filet ô;. dépendant 
de la profondeur d’eau et qui est fonction de l’angle d’incidence. 
La détermination de la dépendance ô; = f (æœ) permettra par la suite 
d'utiliser les formules déduites pour le calcul des composantes des 
forces. La solution de ce problème ainsi que l'étude de la loi de 
distribution de la pression sur la surface de la plaque sont possibles 
lorsqu'on utilise les méthodes élaborées dans la théorie des écoule- 
ments par filets d’un fluide parfait. 

Le problème d’un écoulement irrotationnel plan sera résolu, si 
l’on parvient à déterminer la fonction caractéristique de cet écoule- 
ment w(z) = @ + iv. 

Pour cela, on doit satisfaire à la condition aux limites pour 
l'imperméabilité v, — 0 le long des frontières solides (par exemple, 
d’une plaque plane, d'un fond). En outre, il faut prendre en compte que 
le long de la surface libre et la surface du filet la pression est constan- 
te et la vitesse est dirigée tangentiellement et, en vertu de l’intégra- 
le d'Euler, est partout constante et égale à cv k. Cette dernière condi- 
tion est caractéristique pour les écoulements par filets. Sa complexité 
consiste en ce qu'elle est observée le long des surfaces libres, dont la 
forme n’est pas connue à l'avance et doit être trouvée au cours de la 
solution du problème. 

Pour parer à cette difficulté, on peut faire appel au procédé uti- 
lisé au $ 94 à l’étude de la théorie non linéaire des ondes et explorer, 
au lieu d’un écoulement réel dans le plan = avec fonction caractéris- 
tique w (z), son image dans le plan auxiliaire de la variable com- 
plexe ® + ip. Ceci signifie que nous partirons du fait que la fonc- 
tion w (z) réalise la représentation conforme du plan : sur le plan w. 
Dans ce cas doit exister également la fonction inverse de celle-ci 


z=f(w) (XIV.27} 


qui assure la représentation conforme du plan w sur le plan physi- 
que :. Il s'avère que dans de nombreux cas il est plus facile de trou- 
ver la fonction inverse (XIV.27) que la fonction w (:). En transfor- 
mant la relation (XIV.27), on peut trouver la fonction w (z). Mal- 
gré qu'il ne soit pas toujours possible d'effectuer la transformation 
indiquée, cela n’empêche pas l’étude des caractéristiques principales 
de l'écoulement étudié. 

Si l’on construit préalablement l’image de l’écoulement étudié 
dans un plan auxiliaire quelconque de la variable complexe, on peut, 
pour trouver la relation (XIV.27), se servir des procédés basés sur la 
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méthode des représentations conformes. Ce mode de résolution 
est principalement basé sur les méthodes proposées par Kirchhoff, 
Joukovski et Levy-Civita. 

Dans la méthode de Kirchhoff on utilise la fonction auxiliaire 
de la variable complexe t, liée à la fonction w par la relation 

=. (XIV.28) 

L'image de l'écoulement envisagé peut être représentée dans ce 
plan &.,. Si, ensuite, on parvient à déterminer par la méthode des 
représentations conformes la liaison entre les images des écoule- 
ments dans les plans &, et w 


Gi= 1 (w), 


alors, en utilisant l’expression (XIV.28) et en l’intégrant par rap- 
port à w, on obtiendra la relation (XIV.27) sous la forme 


z2=— | fi (w) dw. (XIV.29) 


Dans la méthode de Joukovski on prend pour la fonction auxi- 
liaire de la variable complexe &, liée à w par la relation 


- oo dz 
Co = In = ’ (XIV.30) 


où v est la vitesse sur la surface libre du jet. 

On peut également construire l’image de l'écoulement envisagé 
dans le plan &:. Si après cela, au moyen des représentations confor- 
mes, on arrive à déterminer la liaison 


C2 = fe (w), 


alors, en tenant compte de ce que d’après (XIV.30) 


ds e2 


T— 9 


dw l'oo 
nous obtiendrons la solution du problème sous la forme 


1 
2 | el) du. (XIV.31) 
Dans la méthode de Levy-Civita on utilise la fonction auxiliaire 
Gin e-. (XIV.32) 


Si la fonction de transformation &; — f; (&) est connue, alors 
on trouve la solution du problème sous la forme 


2= 1 | eitstu) dw. (XIV.33) 


Uoo 
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Le choix de telle ou autre méthode dépend des particularités 
de l’écoulement envisagé. En particulier, la méthode de Joukovski 
convient bien pour le cas où les frontières solides de l'écoulement 
sont des segments de droites ; la méthode de Levy-Civita est commo- 
de pour l'étude de l'écoulement autour des contours curvilignes avec 
détachements des filets. Toutes les trois méthodes citées sont large- 
ment utilisées dans la théorie des écoulements par filets [7]. 

Utilisons les méthodes de la théorie des écoulements par filets 
pour l’élaboration de la théorie du glissement en cas d’un fluide de 
profondeur infinie. En considérant l'écoulement autour d’une plaque 
glissante dans le plan de la variable complexe z, supposons l’origine 
du système des axes des coordonnées x, y, située sur le bord arrière 
de la plaque (fig. XIV.4.a). 

Construisons l'image de cet écoulement dans le plan w — q + ib 
montré sur la fig. XIV.4. b. En construisant cette image, tenons com- 
pte du fait suivant. En comptant la fonction de courant, prenons 
pour initiale la ligne de courant qui se ramifie au point critique B 
situé à la surface de la plaque, c'est-à-dire posons Ÿ — 0 le long 
de ses branches BAD. BC et BD:. Dans ce cas. le long de la ligne 
de courant DC; la valeur de est égale au débit volumétrique du 
fluide dans le filet plan, c'est-à-dire 1 — v«ôr. Admettons que le 


potentiel @ = O0 au point B. Alors, étant donné que & — grad 9, le 
potentiel s'accroît dans la direction de la vitesse d'écoulement. Par 
conséquent, aux lignes de courant BC et BAD correspondent les 
côtés supérieur et inférieur de la partie positive de l’axe réel œ sur la 
fig. XIV.4,b; à la ligne de courant DC; correspond la droite paral- 
lèle à l'axe réel et distant de cet axe de ÿ — vf et à la région de 
l'écoulement le demi-plan disposé au-dessous de cette droite, déduc- 
tion faite du tronçon passé deux fois du demi-axe positif œ. 

Pour résoudre ce problème, servons-nous de la méthode de 
Joukovski, c'est-à-dire introduisons la fonction auxiliaire de la 
variable complexe &; — E: + in: en vertu de l'expression (XIV.30). 
En prenant en considération que 

dw 


0, i0 
dz ve e- 


où 6 est l’angle formé par le vecteur vitesse v avec l'axe des z dans 
le plan 5, nous obtenons 


L'o 


Ge = In 
ve 


D'où il résulte 
E=In , NM2—06. 
Ces relations permettent de construire facilement dans le plan &: 


l’image de l'écoulement envisagé. A cet effet remarquons que sur les 
frontières libres du filet et de la surface libre, c'est-à-dire partout où 
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U = Vos E2 — 0. Ceci a lieu sur les lignes AD et C,D,. Le long de la 
ligne de courant BC la vitesse v est dirigée le long de l'axe des 
z (6 — 0) et varie de 0 jusqu'à v+, et Ë» de oo jusqu'à 0; par con- 
séquent, le segment qui lui correspond dans le plan &, coïncide avec 
la partie positive de l’axe réel. Le long de la ligne BA la vitesse est 
dirigée dans le sens contraire 8 — n2> — x. et E: varie de œ à (0. 
On en déduit que dans le plan &, l’image du courant sera constituée 
par l’intérieur de la demi-bande BADCB (fig. XIV.4;c). 

Cherchons maintenant à définir la liaison entre les plans w et &. 
Pour cela, introduisons un plan auxiliaire supplémentaire de la 
variable complexe { — t + ie, dans lequel à la région de l’écoule- 
ment correspond le demi-plan supérieur et les points caractéristi- 
ques de l'écoulement sont disposés sur l’axe réel (fig. XIV.4, d). 

Par introduction du plan { nous avons réduit le problème à la 
représentation des régions polygonales situées dans les plans w et &. 
sur le demi-plan supérieur. De la théorie des représentations con- 
formes on sait qu’une telle représentation se détermine univoquement 
s'ily a conformité de trois points des contours dans les plans 
envisagées. 

En tenant compte de ce fait, choisissons les coordonnées suivantes 
des points dans le plan £: A4 (—-1,0); B (b. 0); C (1, 0); D (oo, 0), 
où b est une constante inconnue. 

La représentation de l’intérieur du polygone dans le plan &, sur 
le demi-plan supérieur t s'effectue à l’aide de la formule de Schwartz- 
Christoffel qui, en cas d'un polygone à nr angles dans lequel à l’un 
des sommets dans le plan ?{ correspond un point éloigné à l’infini 
T, — ©, a la forme 


œ1 a? œn—1 


t 
R=c (ex) (tt) (tn) T diC**, (XIV.34) 
0 


où œi sont des angles intérieurs aux sommets du polygone dans le 
plan &>; t; les abscisses des points qui leur correspondent sur l'axe 
réel dans la région de la variable complexe t. 

En tenant compte du fait que suivant la fig. XIV.4,c &1 — 
= 1/2; ap = 1, à&c — 1/2 et «ar — 0 et en employant la formule 
{XIV.34), nous trouvons 


{ 
Lan Ce À (1) (HA) 2 (D) di4- Ce. (XIV.35) 
0 


En intégrant cette expression, il vient 


___ C* UE VU EE " 
Co = VERT n +C 
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On détermine la constante C** d'apres la condition suivant laquel- 
le au point C dans le plan t correspond { = 1 et dans le plan &, cor- 
respond & — 0. Pour son observation. il est nécessaire que C** = 0. 
La constante C* se définit à partir de la condition d’après laquelle 
lors du passage de 4B à CB dans le plan &; la partie imaginaire de la 
fonction doit varier de ni. Pour cela il faut que 


C'=—iV 1—b:. 
En définitive 


nt VUE) UE) 


Ce = 5 (XIV.36) 


Employons maintenant la formule (XIV.34) pour la détermina- 
tion de la fonction de transformation w = f (t). On doit tenir compte 
de ce que dans le plan w (fig. XIV.4,b) les angles intérieurs du poly- 
gone de la région de l’écoulement à; = nr. &æn = 0, ac —0 et 
ag — 21. Alors, en vertu de la formule (XIV.34), il vient 


w = D* | ({—b)(t— 1) 2 dt + De (XIV.37) 


ou après intégration 
w— D*[t+(1—b)In(t—1)]+ D°*. 


Déterminons la constante D** d’après la condition suivant la- 
quelle w — 0, pour £ = b, 


D**— — D*{[b+(1—b)In(b— 1)]. 


et la constante D* d’après la condition qu’au passage de BC à DC: 
la fonction de courant reçoit un accroissement v «ôf 
lof 
s — Re RER 
D° — OT (XIV.38) 


Par conséquent, 


lo t—1 
D — 5 |t-0+ 4 —0b) In].  (XIV.39) 

Comme la liaison entre les fonctions &: et w s’est finalement 
trouvée exprimée par le paramètre f, l'emploi dans le cas donné 
de la formule (XIV.31) pour l'obtention de la dépendance z = f (w) 
s'avère être incommode. Il est plus simple de déterminer la liaison 
entre z et le paramètre f£. Pour cela, tenons compte du fait que d'après 
les formules (XIV.37) et (XIV.38) 


dw VoÛr  t—b 
DE (XIV.40) 
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En même temps, suivant (XIV.36) 


Vo d _jn 1—bt--/(1—02) (1 —2) 
dw t—b ? 


<’est-à-dire 


_ ds  1—bt+V(4—b2(1—02) 
PE (XIV.44) 


Alors, en vertu des formules (XIV.40) et (XIV.41), on trouve 


de  U1—bhb-V(1—b2)(1—22)](4—1)(4—b)x . 


On peut déterminer la valeur de la constante b si l’on tient comp- 
te qu’à l'infini, c'est-à-dire au point D, sur la fig. XIV.4.,a, 
l'oo Uoo 


Le le etre. (XIV.43) 


L'ope 7 (7) 
dz 


Etant donné qu'à ce point sur la fig. XIV.4,d correspond { —+ oo, 
alors, en ouvrant l’indétermination pour £ — © dans la formule 
(XIV.40) et en comparant le résultat à (XIV.43), on peut montrer 
que 

b = cos &. 


En substituant cette valeur de b dans (XIV.42) et en effectuant 
l'intégration, nous trouvons 


Ôr r 1—1 
2= case L°0S&(1+ 4) —(1— cos a) In 5 + 
+sina(5+arcsint-V1—E)] (XIV.44) 


La relation liant z et & peut être par la suite établie au moyen de 
la formule (XIV.39) sous la forme paramétrique. 

L'expression (XIV.44) permet de trouver la longueur mouillée / 
de la plaque. Par la longueur ! on entend généralement l’abscisse x 
de la plaque sur laquelle la perpendiculaire tirée à sa surface touche 
la base du filet au point ÆE (fig. XIV.4,a). La valeur de t corres- 
pondant à ce point peut être trouvée à l’aide de la formule (XIV.41) 
en partant de la condition suivant laquelle dans le système de coor- 
données zx, y la vitesse complexe au point £ est purement imaginaire 
et son module est égal à v.. Cette condition permet d’obtenir l'ex- 

pression suivante pour l’abscisse zx — l: 
Ôf 1 cos & -- x sin & 2 cos æ& oo v 
EE 1— cos a +] 1 — cos a | LCXIV.45) 


En substituant l'épaisseur du filet d’embruns 6;, obtenue au 
moyen de cette formule dans (XIV.26), nous trouverons les valeurs 
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Fig. NIV.4 
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de la force de sustentation et de la résistance des embruns selon 
la théorie non linéaire 


R = pv 1x (1 + cos &) . 
VTT S fi+cosa+rsine , 2 cos & ’ ? 
(Ris +) tea (XIV.46) 
R;=Rytga. 


En intégrant les moments des forces élémentaires des pressions 
par rapport au bord arrière, on peut également obtenir l'expression 
analytique pour la coordonnée relative du centre de poussée 


154 cos @œ-2(1—0cos œ)in 2++ sin a 
2 = — 2 .. (XIV.47) 
— EE es n 
(1 — cos a) 1n x à +AÂtLcosa+xrsin« 


La théorie non linéaire du glissement énoncée a été élaborée par 
S. Tchaplyguine, M. Gourévitch et A. Janpolski. Y. Tchaplyguine 
et Green ont résolu le problème du glissement d’une plaque plane 
pour tout angle d'incidence sur la surface d’un fluide de profondeur 
finie [20]. 

Pour de faibles angles d'incidence &, on peut obtenir au moyen des 
formules (XIV.45)-(XIV.47) les corrélations suivantes 


In 
= « , 
x 
In _ 3 
| 4° 


l . 
Les valeurs R, et _ pour de faibles angles d'incidence, obtenues: 


d’après ces relations, correspondent complètement à leurs valeurs. 
(XIV.21) et (XIV.23) obtenues dans la théorie linéaire du glisse- 
ment pour les nombres Fr —+ oo. 
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Dans les chapitres précédents nous avons plus d’une fois noté la 
possibilité de l'apparition dans les différents écoulements de fluide 
du phénomène de cavitation. La nécessité d’en tenir compte et de 
l’étudier peut surgir au cours de la résolution des problèmes de la 
mécanique des fluides externe comme de la mécanique des fluides 
interne. 

La cavitation influe sur les caractéristiques hydrodynamiques des 
corps et entraîne d'autres phénomènes, y compris l'érosion de la 
surface du corps sur lequel se développe le phénomène de la cavita- 
tion, les bruits et les vibrations. En constructions navales on attache. 
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de l’importance à l’étude de la cavitation, car cette dernière influe 
sur le fonctionnement des hélices marines, des ailes sous-marines et 
sur la résistance au mouvement des corps. 

Le phénomène de la cavitation se manifeste par l’apparition de 
discontinuité dans certaines régions de l’écoulement de liquide. Pour 
de grandes vitesses, ces régions sont généralement les zones de flui- 
de, où les vitesses atteignent leur valeur maximale, c'est-à-dire au 
voisinage de la surface du corps ou dans la région des noyaux des 
tourbillons. Par suite de discontinuité, dans le fluide se forment des 
cavités sous forme de bulles de vapeur ou de vastes cavités remplies 
de vapeur d’eau et de gaz dégagés par l’eau. 

Les observations montrent qu'aux phases initiales de la cavita- 
tion le processus de formation des bulles de vapeur a un caractère 
nettement non stationnaire. Cependant, dans le cas de la cavitation 
fortement développée et d’une poche d'air formée. on peut considérer 
la partie principale de l'écoulement, sauf la région où les cavités se 
résorbent comme un écoulement permanent. L'apparition de discon- 
tinuités dans l’écoulement de liquide dépend évidemment de sa 
capacité de résister aux efforts de traction. Les calculs théoriques, 
effectués sur la base de la théorie cinétique pour un fluide homogène, 
montrent que l’eau, par exemple, doit résister à l'effort de traction 
allant jusqu’à 3200 kgf/cm*. Pourtant, ce chiffre ne correspond nul- 
lement aux données des expériences. La cause d’une telle non-con- 
formité consiste en ce que la destruction du fluide en traction s’effec- 
tue non pas dans tout son volume à la fois. Elle commence beaucoup 
plus avant aux endroits se prêtant le plus facilement à la destruction, 
par exemple là où il y a de petites bulles de vapeur. qui pratique- 
ment existent toujours dansunfluide. Les conditions de l’équilibre sta- 
tique de la bulle, qui dépendent de la pression de la vapeursaturée p,au 
sein de celle-ci. de la pression extérieure p et des forces de la tension 
superficielle, se déterminent de l’équation d'équilibre 


P= +, (XIV.48) 


où os est la constante de capillarité ; r le rayon de la bulle. 
Cette bulle, étant le noyau ou le germe de la cavitation, commen- 
ce à croître dans un fluide au repos, si 


2 
Ps > P+— . 


Cette inégalité montre que le processus de la croissance des bulles 
dépend de leur rayon, des propriétés du fluide et de la présence dans 
celui-ci d’impuretés déterminant la valeur de ©, ainsi que de la 
valeur de la pression extérieure p. Une influence notable peut égale- 
ment exercer le processus de la diffusion des gaz dissous dans l’eau 
à l’intérieur de la bulle. 


$ 100] CAVITATION 561 


De ce qui a été énoncé il devient clair pourquoi les valeurs calcu- 
lées de la résistance volumique de l’eau diffèrent si nettement des 
valeurs théoriques, obtenues sous l’hypothèse de l’homogénéité du 
liquide, et constituent pour un liquide au repos 20-270 kgf/cm*. 

Dans les conditions d’un écoulement, quand les bulles sont 
entraînées par le courant, leur stabilité et leur croissance sont soumi- 
ses à l’influence des forces d'inertie, des forces de la viscosité et de 
l'hétérogénéité du champ de la pression. Finalement, la condition 
(XIV.48) n’est pas observée et le processus du développement de la 
cavitation, considéré comme la croissance des bulles, ne peut pas 
être décrit par des relations simples. Les données sur la résistance 
volumique dans un fluide en mouvement dépendent de la vitesse 
d'écoulement et de la quantité d’air contenue dans l’eau; les valeurs 
des efforts de traction dans ce cas sont 0-0,2 kgf/cm*. Elles augmentent 
si on soumet préalablement l’eau à une forte pression, en contribuant 
ainsi à la résorption des bulles, c’est-à-dire à la disparition des 
noyaux de cavitation. 

La présence de fêlures très fines sur les surfaces solides ou les 
particules solides en suspension dans le liquide contribue à la for- 
mation et au développement ultérieur des noyaux de cavitation. 
De telles félures peuvent servir de centres stables de la formation et 
de la croissance des bulles de cavitation. 

Suivant le processus qui est à l’origine de la croissance des bulles, 
on distingue la cavitation gazeuse et de vaporisation. Lorsque la 
cavitation est due aux gaz, la croissance de la bulle se détermine par 
la diffusion du gaz dissous dans l’eau ambiante dans son intérieur. 
La cavitation ordinairement observée représente un processus con- 
joint de la croissance de la bulle de vapeur par suite de la perte de 
stabilité et de la diffusion gazeuse, mais le facteur principal en est 
la perte de stabilité, c’est-à-dire la cavitation des corps dans un 
écoulement peut être considérée comme celle due à la vaporisation. 

Dans l'écoulement autour d’un corps solide la croissance des 
bulles de vapeur se produit dans les zones de la pression réduite le 
long de sa surface à l’intérieur de la couche limite, c’est-à-dire dans 
la région où l’on observe des pulsations importantes de la vitesse et 
de la pression. Par la suite, en arrivant dans la zone de l'écoulement 
où la pression est plus élevée, une telle bulle se résorbe avec bruit. 

Dans l’écoulement autour des corps, on distingue deux formes 
principales de la cavitation: à bulles et pelliculaire. Le début de la 
cavitation est lié à l'augmentation de la vitesse d'écoulement et à une 
réduction sensible de la pression dans les régions de la surface du 
corps, où la surpression est négative. Cette réduction de la pression 
entraîne le déséquilibre et le commencement de la croissance des 
noyaux de cavitation, c'est-à-dire des bulles de cavitation qui se 
forment dans les fêlures microscopiques sur la surface du corps ou 
sont contenues en amont du courant. Entraînées par le courant, les 
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bulles de cavitation, toujours en pulsation, croissent, leur nombre 
augmentant constamment. Cependant, en passant ensuite dans la 
zone où la pression commence à croître, ces bulles se résorbent en 
provoquant un bruit et des fluctuations instantanées de la pression 


Fig. XIV.5 


(fig. XIV.5). Les fluctuations de la pression, dues à la résorption 
presque instantanée des bulles, provoquent l’érosion du matériau de 
la surface du corps. Ce phénomène, typique pour une cavitation 
à bulles, se manifeste dans l’écou- 

> ELLE , lement autour des Corps bien 
= profilés avec des points faibles 

de dépression le long de leur 

EC surface. Si la vitesse continue de 

, croître, les bulles, en fusionnant, 

“= peuvent former à la surface d'un 

corps une poche de vapeur. Les 


XX, observations réalisées au moyen 
CT LOT. Le d’une prise du vue accélérée ont 


“= permis de déterminer les détails 


de la formation des poches de 

vapeur (fig. XIV.6). En réalité 

k la poche est instable. A l’extré- 

—  mité de la poche formée il appa- 

Fig. XIV.6 raît un écoulement inverse de 

fluide (filet inverse) provoquant 

le décollement de la poche de la surface du corps avec son déplace- 
ment ultérieur en aval de l'écoulement et sa résorption. A l'endroit de 
sa formation initiale il se forme une nouvelle poche et le cycle 


recommence. 
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Pour de grandes vitesses de l'écoulement, l’étendue de la cavita- 
tion augmente et on observe la croissance de sa stabilité. La région de 
la résorption de la cavitation se déplace vers le bord arrière du corps 
et ensuite sort en dehors des limites de sa surface. La structure glo- 
bulaire de la cavitation disparaît, elle devient stationnaire et trans- 
parente ; seulement dans la zone de sa résorption il reste une région de 
l'écoulement avec un mélange intensif de fluide et une non-station- 
narité nettement exprimée. L’érosion de la surface du corps dispa- 
rait. 

La cavitation pour laquelle on observe la formation d’une poche 
transparente stationnaire est dite pelliculaire. L'écoulement autour 
d’un profil, dans lequel la cavitation pelliculaire s'étend sur toute 
la face dorsale du profil ou la plus grande partie de la surface du 


Fig. XIV.7 


corps et la résorption de la cavitation se produit derrière celui-ci, 
s'appelle supercavitation. 

L'apparition de telle ou telle forme de cavitation dépend des 
particularités de la forme du corps et de la loi de distribution de la 
pression sur sa surface. En créant des corps de forme spéciale, des 
profils à arêtes vives dits supercavitants, on peut accélérer le pro- 
cessus de développement de la cavitation pelliculaire avec résorption 
de la cavité derriere le profil (fig. XIV.7). 

Dans l'écoulement autour des ailes et des hélices de bateau. la 
cavitation à bulles se produit également le long des axes des tourbil- 
lons qui se détachent de ceux-ci disposés en aval de l'aile. 

Les observations montrent que la pression au sein d’une cavité 
est égale à la pression de la vapeur saturée p,; avec des pressions 
proches de cette valeur, la cavitation se produit dans l’eau ordinai- 
re. Ceci conduit à considérer que le processus du développement de la 
cavitation dépend du nombre d’Euler, inscrit sous la forme 


x= Pos. (NIV.49) 
pr 
2 


De la théorie de similitude on sait que x est dit nombre de cavi- 
tation et sert de critère principal à son modelage. 

Le nombre de cavitation pour lequel apparaît la cavitation du 
corps de forme donnée s'appelle critique x-. Outre la forme du corps. 
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les valeurs des nombres critiques de cavitation dépendent d’un cer- 
tain nombre de paramètres qui influent sur les particularités de la 
croissance des bulles et la structure de l’écoulement. À de tels critè- 
res se rapportent les nombres de Reynolds Re, de Strouhal Sh, de 
Weber We, ainsi que la quantité de gaz dissous dans l’eau. 

Pour les évaluations approximatives de la vitesse ve, après 
laquelle commence la cavitation dans l'écoulement autour d'un 
corps de forme donnée, on peut poser, sans tenir compte des facteurs 
cités, que la cavitation (indépendamment de sa forme) commencera 
pour un nombre de cavitation égal à la valeur minimale du coeffi- 
cient de pression sur la surface du corps, c'est-à-dire 


cr = Pmin- (XIV.50) 


Il est évident que cette condition est équivalente à l’hypothèse 
que la pression minimale à la surface d'un corps est égale à la pres- 
sion des vapeurs saturées 


Pmin — Ps. 


En utilisant cette condition et en écrivant l’équation de Bernoulli 
pour les points disposés loin en amont du corps et sur sa surface, où 
P = Pmin et U = Umazxr nOUS obtenons 


PUS pu? 
Px+ = ps+ D | 


c’est-à-dire 


Vooc = 2 re (XIV.51) 


En tenant compte que 


Pæ—= Po+Yh; 
où po est la pression sur la surface libre du fluide ; k la profondeur 
v _ 
d'immersion du corps et À — + — Pmin, nous obtiendrons la 


formule suivante pour la détermination approximative de la vitesse 
du début de la cavitation 


one / 5 Pa—Po—Th (XIV.52) 


Pmin 


Cette formule montre que l’augmentation de la profondeur d’im- 
mersion k du corps favorise à l’élimination de la cavitation. Pour 
une profondeur d'immersion invariable, la vitesse d'écoulement sans 
cavitation augmente si l’on utilise des formes de corps telles 


pour lesquelles les valeurs Prin Sont faibles, par exemple. des profils 
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minces avec une épure régulière de la distribution de la pression sur 
le côté supérieur, contournés pour de faibles angles d'attaque. 
Comme le processus du passage à la cavitation étendue et surtout 
à la cavitation pelliculaire s’observe pour de faibles valeurs de *, il 
devient nécessaire d'élaborer les méthodes de diminution des valeurs 
des nombres de cavitation. Il résulte de la relation (XIV.49) qu'on 
peut l’atteindre en diminuant p…, c’est-à-dire par réglage (diminu- 
tion), par exemple, de la pression p, sur la surface du fluide. Cette 
méthode est usitée pour l'étude de la cavitation dans les conduites. 


Fig. XIV.8 


L'autre méthode consiste à varier la pression dans la cavité, 
c'est-à-dire à atteindre les conditions pour lesquelles la pression dans 
la cavité est p. > p.. On l’emploie pour la création de ce que l’on 
appelle la cavitation artificielle au moyen de l’insufflation de l’air 
ou d'autre gaz dans l’écoulement du fluide par un ajutage ou à tra- 
vers des trous pratiqués à la surface du corps, disposés au début de 
la poche. En cas de grandes pressions p, de l’air à l’intérieur de la 
cavité, on peut ainsi obtenir de très faibles nombres de cavitation, 
même pour des vitesses de mouvement relativement faibles 


— Po — Pc 
PU 
U) 


La fig. XIV.8 montre le schéma d’une poche de vapeur obtenue 
par insufflation de l’air dans l'écoulement au moyen d’un ajutage 
en forme de disque. La poche de vapeur, formée après insufflation 
de l’air ou lors d’une supercavitation, a une forme asymétrique; 
ceci témoigne de l'influence de la force de pesanteur, et par conséquent 
du nombre Fr sur le processus de la cavitation et sur la structure de 
l'écoulement autour de la poche de vapeur. 

Le développement de la cavitation exerce une influence notable 
sur les forces hydrodynamiques apparaissant en mouvement des 
corps. Sur la fig. XIV.9 sont représentées les courbes des valeurs 
des coefficients € et C,, ainsi que de la longueur de la région de 
cavitation / en parties de la corde /,/b pour une aile avec un angle 
d'attaque constant en fonction du nombre de cavitation. L’augmen- 
tation des valeurs de C,, signalée au début du développement de la 
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cavitation, est due à la croissance de la zone de pression basse, c'est-à- 
dire de la dépression sur l’extrados du profil au fur et à mesure de la 
propagation de la cavitation. Cependant, lorsque la cavitation se 
répand sur toute la partie supérieure du profil, la pression y devient 


gZ 4& GE GE 10 x,2 


Fig. XIV.9 


partout égale à p, et, avec la croissance de la vitesse, ne diminue 
plus. Ceci conduit à la diminution des valeurs de C, et C, au fur et 
à mesure de la diminution ultérieure des nombres de cavitation. 
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Actuellement on arrive à effectuer le calcul théorique des écou- 
lements avec cavitation non pas pour toutes les formes connues de 
la cavitation. La théorie de l'écoulement autour des corps avec cavi- 
tation n'existe que pour l’écoulement avec cavitation pelliculai- 
re, c'est-à-dire pour l'écoulement autour d’un corps tel où il existe 
une poche de vapeur due à la cavitation, la pression à l’intérieur de 
laquelle peut être considérée constante, minimale dans l'écoulement 
et égale à p.. On trouve possible de négliger l'influence de l’écoule- 
ment non stationnaire, toujours observé à la fin de la poche de vapeur, 
c'est-à-dire dans la zone de sa fermeture, sur les caractéristiques de 
l'écoulement et de considérer l’écoulement autour du corps avec cavi- 
tation comme permanent. En négligeant l'influence de la viscosité 
du fluide. et dans de nombreux cas de sa pesanteur, on peut considérer 
l'écoulement comme potentiel. En supposant la pression dans la 
poche de vapeur minimale et constante, on est amené à conclure 
que la vitesse sur sa frontière v. est également constante, qu’elle a une 
valeur maximale et suivant l'équation de Bernoulli 


pri pré 
Pet Pet 
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elle est égale à 


Ve = Vo V 1+ ES = PE ue V1+x. (XIV.53) 


2 


La pression lors du passage suivant une normale de la poche par sa 
frontière à l’intérieur du fluide ne subit pas de discontinuité, et dans 
l'écoulement en dehors de la poche elle remonte. Etant donné que 
suivant l'équation d'Euler (1V.1) dans un fluide non pesant 


alors la projection de l'accélération des particules sur la direction 
de la normale n à la surface de la poche 


dn 1 ôp. 
dt —_ porn 
En tenant compte qu'en mouvement permanent 
dun v? 
dt _ R” 


où À est le rayon de courbure des lignes de courant, et en dehors de la 
poche ôp/ôn > 0, nous arrivons à la conclusion que R > 0, c'est-à- 
dire les lignes de courant et, par conséquent, les frontières de la 
poche sont dirigées la convexité vers l'extérieur de la poche de 
vapeur. 

Ces propriétés des poches de vapeur sont tres importantes et 
doivent être prises en compte lorsqu'on élabore des schémas théori- 
ques de l'écoulement avec cavitation; elles permettent à un certain 
degré de juger de la longueur possible de la poche de vapeur. A la fin 
de la poche il doit se produire la jonction des lignes de courant conve- 
xes, correspondant à ses frontières. Cependant, à l'endroit de la 
jonction de ces lignes, où la vitesse a une valeur finie, il doit apparai- 
tre un point critique en lequel v. — 0. Cette condition est en contra- 
diction avec la formule (XIV.53) déterminant la vitesse le long de 
la frontière de la poche. Pour cette raison, l'unique possibilité 
d'éliminer cette contradiction est de considérer la poche de vapeur 
comme étant ouverte ou comme se fermant à l'infini. Comme il suit 
des données des expériences que la longueur de la poche augmente 
avec la diminution du nombre de cavitation. on peut rapporter la 
poche ouverte au cas de l'écoulement avec cavitation pour x = 0. 
Pour *x > 0, quand suivant les résultats des expériences la poche 
a une longueur finie, il est indispensable d'utiliser différents sché- 
mas artificiels des écoulements avec cavitation, permettant d'élimi- 
ner les difficultés notées lors de sa fermeture. 

La résolution des problèmes de l'écoulement avec cavitation 
nécessite la connaissance de la position des points de décollement de 


568 GLISSEMENT, CAVITATION ET CHOC [CH. XIV 


la poche sur la surface du corps. En écoulement autour d’un corps 
à bords aigus on admet généralement que le décollement, c’est-à-dire 
le commencement de la poche de vapeur, est disposé sur ces bords. 
En ce qui concerne la position de ces points en écoulement autour des 
corps à bords arrondis, sa détermination est liée à des! difficultés. 
On peut démontrer [3] que l'endroit des points de décollement sera 
déterminé si l’on part de la condition que les frontières de la poche 
de vapeur aux points de son décollement de la surface curviligne 
ont une courbure finie. 

Les recherches théoriques ont permis de déterminer qu'avec de 
faibles valeurs des nombres de cavitation on peut utiliser pour le 
calcul du coefficient de résistance des corps la relation suivante 


Cx=Co(1+%), (XIV.54) 


où C ,o est le coefficient de résistance du corps pour un nombre x — O0, 
c'est-à-dire lors de l’écoulement autour de ce corps avec une poche 
de vapeur de longueur infinie. 

Comme il est relativement plus facile de résoudre le problème de 
l'écoulement autour des corps avec cavitation si x — 0, la formule 
(XIV.54) devient très importante. 

Actuellement, la théorie la plus élaborée est celle des écoulements 
plans avec cavitation qui peut être divisée en théorie linéaire et non 
linéaire de la cavitation. 

Envisageons la théorie linéaire de la cavitation pour %x — 0, 
quand la poche de vapeur derrière le corps a une longueur infinie. 
Nous admettons que la poche de vapeur se forme à l’arrière d'un 
profil mince ayant la forme d’un arc aux bords avant et arrière 
aigus, situé dans le plan de la variable complexe z (fig. XIV.10.a). 
L'équation des ordonnées de ce profil dans le système de coordon- 
nées adopté y — f (x) est supposée connue. Supposons que le com- 
mencement de la poche se trouve dans les bords avant et arrière 
aigus du profil. En posant l’angle d’attaque du profil petit, on peut 
considérer la poche formée comme mince. 

La fonction caractéristique de cet écoulement peut être inscrite 


sous la forme 
W(z)=Uxz—+ uw (2). 


Ici w, (2) est la fonction des vitesses induites v,, et v,,. Avec de 
faibles valeurs des ordonnées du profil ce qui correspond à sa faible 
courbure et aux petits angles d'attaque, ces vitesses peuvent égale- 
ment être supposées petites. Déterminons les conditions aux limites 
du problème. Le long des frontières supérieure et inférieure de la 
poche, d’après la formule (XIV.53), w — v.. En admettant les 
angles d’inclinaison de la surface de la poche sur l'axe des x petits, 
cette condition peut s’écrire sous la forme v, = v., c'est-à-dire 

Ux, = 0. (XIV.55) 
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Sur le côté inférieur du profil, qui est une ligne de courant. en 
tenant compte de l’équation des lignes de courant (111.6) 


dr dy 


De  Ly ? 
c'est-à-dire étant donné que vw = ve + vx, et v, = v,, alors 


Vus 


“de Vo + Lx, 


En négligeant le rapport Ux/U comme d’une petite grandeur, 


© 


Fig. XIV.10 


écrivons la condition aux limites simplifiée 


y = Vos , (XIV.56) 
qui correspond complètement à la relation (XI1.128) de la théorie de 
l’aile mince, puisque dans le système de coordonnées adopté 
dy/dx = a — F. 

Reportons maintenant toutes les conditions aux limites de la 
surface de la poche de vapeur et du côté inférieur du profil sur les 
cô tés supérieur et inférieur de l’axe réel des zx (fig. XIV.10,b), après 
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quoi, en désignant la corde du profil par b, nous aurons 
Ux, = 0 avec y=+0 et 0<Lzxr< oo; 

Lu = Vo avec y—=—0 et 0Lr<b; 
Vx, —=0 avec y—= —0 et b<r< oo. 


À la région de l'écoulement correspond tout le plan z, sauf la 
section le long de la partie positive de l'axe réel des x. 

Faisons appel maintenant à la méthode des représentations con- 
formes. Représentons le plan z sur le plan auxiliaire £ au moyen de la 
fonction de transformation 

ie 
&—=Y z=rle 2. (XIV.57) 


Il est aisé de déterminer qu'après une telle transformation à tout 
le plan 3, c’est-à-dire à la région de l'écoulement, correspondra le 
demi-plan inférieur dans la région de la variable & (fig. XIV.10.c). 
Les conditions v;, — 0 seront observées sur l’axe réel en dehors de 


son segment 0 = — V/b le long duquel v,, — v« dy/dx. Un problème 
analogue a été examiné dans la théorie linéaire du glissement ($ 98). 
La différence consiste seulement dans la longueur du segment Île 
long duquel est observée la condition d'imperméabilité. Donc, le 
problème de l'écoulement autour d’un arc avec cavitation peut être 
réduit au problème du glissement (pour Fr —+ co) du profil sur le 
fluide, mais dont la forme est autre que celle initiale. 

L'équation des ordonnées de ce nouveau profil n = f (E) ayant 
une corde Yb peut être trouvée si l’on part du fait que la forme de 
la condition aux limites (XIT.56) sur l'axe réel reste la même et que 
dans la dérivée des ordonnées du profil on doit seulement tenir 
compte du changement de la variable x — E*, c'est-à-dire 


d » ee 
FE — f'(E). (XIV.58) 


La présence de l’analogie avec une plaque glissante permet pour 
pas suivant d'utiliser l’analogie avec une aile mince, établie dans 
la théorie linéaire du glissement. 

Maintenant pour le calcul de la force portante du profil on peut 
employer la formule de la pression (XIV.19) obtenue dans la théorie 
linéaire du glissement 


(P — Po)z = F PUxVx,- 


En tenant compte que, suivant la fig. XIV.10,b, le long du côté 
supérieur du segment b de l’axe des x v., — 0 et le long du côté infé- 
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rieur Lx, est négative, et en intégrant les pressions, nous obtenons 
b 


b 
R, = ( (P-— p+) dr =prs | Ux AZ. 
0 0 
Dans le plan &, où sur l’axe réel E* = x et dr — 2ËEdE, 
v# 
Ry=2pvs | Eve (E) dE. (XIV.59) 
0 


Le moment par rapport à l'origine des coordonnées du profil 
mince transformé dans le plan & contourné par un courant continu est 


ve ve 
M= | (p=—p:)Ed=2pus | ve (E)E dE. 
0 0 


La comparaison de cette expression avec (XIV.59) montre qu'elles 
coïncident. Ceci montre que le coefficient de la force portante du 
profil de cavitation dans le plan z 


Cycz) — Cynçey. (XIV.60) 


c'est-à-dire est égal au coefficient du moment du profil mince sans 
Cavitation transformé, contourné par un courant continu avec une 
vitesse cv dans le plan &. D'une façon analogue, on peut démontrer 
que 


1 e . 
Cu = 5 Co (XIV.61) 


I 
En cas d'une plaque plane produisant la cavitation avec de 
faibles angles d'attaque dy/dr — & — const, par conséquent. sui- 
vant (XIV.58) son image dans le plan & sera aussi une plaque plane, 
mais de plus petite longueur. Pour une plaque plane sans cavitation 
suivant les formules (X11.94) et (XII1.96) avec de faibles angles 
d'attaque 
Cu = 278 ; 
A 
Cp = + &- 
Alors en nous servant des équations (XIV.60) et (XIV.61), nous 
trouvons immédiatement que pour une plaque plane avec x — 0 et 
avec de faibles angles d'attaque 


(XIV.62) 
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La théorie linéaire énoncée a été proposée par Touline. La théorie 
linéaire de l'écoulement autour des profils pour les nombres de cavi- 
tation x >> 0 et avec fermeture de la poche de vapeur aussi bien 
derrière le profil que sur sa surface a été construite par A. Ivanov 
et Gurst [19]. 

La théorie non linéaire de la cavitation pour les nombres x — 0 
peut être élaborée en se basant sur les schémas de résolution des pro- 
blèmes de l’écoulement par filets autour des corps. Cependant leur 
utilisation, quand les nombres de cavitation x >> 0, se heurte à des 
difficultés liées au choix du mode de fermeture de la poche, sans 
perturber ses principales propriétés décrites au commencement du 
paragraphe. Divers auteurs ont proposé des schémas permettant de 
satisfaire aux conditions de l’écoulement et aux propriétés de la 
poche de vapeur dans la région du corps. Pourtant tous ces schémas 
déforment considérablement la structure de l'écoulement à la fin 
de la poche de vapeur. 

De tous ces schémas le plus simple est celui proposé par Riabou- 
chinsky. Expliquons-le sur l’exemple de l’étude de l’écoulement avec 
cavitation autour d’une plaque plane normale à la vitesse à l'infini 
(fig. XIV.11,a). Sur ce schéma, à l'endroit où la poche se ferme on 
place une plaque fictive, analogue et symétrique à celle qu’on étudie, 
les frontières de la poche se joignant sur ses bords aigus. La longueur 
de la poche /, est égale à la distance entre les plaques étudiée et 
fictive; on détermine cette longueur, la forme des frontières de la 
poche et la force agissant sur la plaque étudiée comme une fonction 
du nombre de cavitation au cours de la résolution du problème. 

D. Efros a proposé un autre schéma de l’écoulement autour des 
corps avec une poche de vapeur de longueur finie. Suivant ce schéma, 
illustré par la fig. XIV.11,b sur l'exemple de l'écoulement autour 
d'une plaque, à la fin de la poche de vapeur il apparaît un filet 
inverse qui entraîne une certaine partie du fluide de l'écoulement. 
Les frontières de la poche sont partout dirigées la convexité vers 
l'extérieur et le point critique À n'apparaît pas sur la surface de la 
poche étant disposé à l’intérieur de l’écoulement. Pour éviter l'in- 
teraction du filet avec le côté opposé de la plaque, ainsi que le rem- 
plissage de la poche par de l’eau, on suppose que le filet passe sur la 
seconde feuille du plan multiforme de la variable complexe. L’em- 
ploi de ce procédé mathématique permet de résoudre le problème de 
l'écoulement avec cavitation non seulement autour d’une plaque, 
mais aussi autour d’un cylindre circulaire et d’autres con- 
tours. 

N. Joukovski a proposé le schéma de résolution des problèmes, 
utilisé à présent par Rochko et autres chercheurs pour l’étude de 
l'écoulement avec cavitation autour des corps pour des nombres de 
cavitation x > 0. Il est illustré sur la fig. XIV.11, c pour le cas 
de l'écoulement autour d’une plaque. On suppose que les'frontières 
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de la poche de vapeur, formée derrière le corps, à une certaine distan- 
ce derrière celui-ci passent en deux lignes de courant parallèles 
(« parois solides »). Jusqu’aux points À, À, où ces frontières passent 
en parois solides parallèles, la vitesse le long des frontières de la 
poche est déterminée par la formule (XIV.53). Derrière ces points 
elle varie et à l'infini derrière le corps devient égale à la vitesse de 
l'écoulement amont. La pression à partir des points À, 4, le long des 
lignes de courant parallèles augmente de la valeur p, jusqu’à po 
à l'infini. Ce schéma permet de calculer les forces agissant sur un 
corps pour n'importe quelles valeurs de x. Pourtant, des difficultés 
apparaissent en ce qui concerne la détermination des dimensions de la 
poche de vapeur. 

Le schéma permettant d'assurer le passage de la vitesse v, le 
long de la frontière intérieure de la poche à la vitesse v< à son 
extrémitéet dans son sillage a été proposé par Touline (fig. XIV.11,d). 
D'après ce schéma, à la fin de la poche de vapeur se trouvent deux 
tourbillons marginaux avec des sens de rotation inverses. Le tourbil- 
lon marginal permet de joindre mathématiquement en son centre 
deux lignes de courant spirales avec des vitesses différentes, dans le 
cas donné vw. et v.. Les lignes de courant avec des vitesses v. pre- 
nant leur origine au centre des tourbillons se joignent à l'infini et 
forment derrière la poche un sillage qui peut ètre considéré comme 
analogue à un sillage tourbillonnaire observé réellement dans la 
région se trouvant à l'arrière de la poche. Au centre des tourbillons 
les caractéristiques de l’écoulement, y compris de la pression, sont 
des grandeurs indéterminées. Cependant. cela n'empêche pas de 
calculer les paramètres de la poche de vapeur et du champ de la 
vitesse de l'écoulement potentiel le long de la surface du corps pro- 
duisant la cavitation. 

On doit noter que tous les schémas non linéaires de l’écoulement 
avec cavitation autour des corps assurent l'obtention des valeurs 
proches des forces hydrodynamiques agissant sur le corps. Pour 
cela, en résolvant les problèmes, on les choisit de façon que les 
calculs soient les plus simples. 

Examinons l'écoulement avec cavitation autour d’une plaque 
plane avec x — 0, c’est-à-dire avec une poche de vapeur infinie, en 
utilisant à cet effet la méthode de Kirchhoff. Supposons que la 
plaque de hauteur h est normale à la vitesse cv . (fig. XIV.12.a) et 
est contournée pour x — 0 avec formation derrière elle d’une poche 
de vapeur infinie sur les frontières de laquelle la vitesse, d’après la 
formule (XIV.53), est égale à v < et la pression constante et égale à p.. 
En prenant le point critique À. disposé au centre de la plaque, pour 
le commencement du compte des valeurs de œ et de 1 de l'écoulement 
plan potentiel examiné avec une fonction caractéristique 


w (2) = p+ùb, 
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nous obtenons qu’au point À @ = 1 = 0. Ceci permet de construire 
facilement l’image de l'écoulement examiné dans le plan auxiliaire 
de la complexe variable w (fig. XIV.12,b). Pour cela, il suffit de 
tenir compte que le long des lignes de courant ABC; et AB:C: 
nous aurons 1 — 0 et le potentiel @ augmentera de 0 à oo. Dans le 
plan w, à la ligne de courant AB;C; correspondra la partie supérieu- 
re de l’axe réel et à la ligne de courant À B,C; la partie inférieure de ce 
même axe. Ainsi, à la région de l'écoulement correspond tout le 
plan w, à l'exception de la section le long de la partie positive de 
l'axe des w. Les points B; et B; correspondant aux bords aigus de 
la plaque, se trouvent sur les côtés opposés de cette section. Supposons 
que la valeur du potentiel de la vitesse en ces points @ = c. Pour 
la détermination de la liaison z — f (w), servons-nous de la fonction 
auxiliaire (XIV.28) proposée par Kirchhoff 


dz 
Ci mir 


D 
et construisons l’image de l'écoulement étudié dans le plan de la 
variable complexe £,. Si l’on tient compte que 
où 6 est l'angle formé par le vecteur vitesse v au point donné 
de l'écoulement dans le plan 3 avec l’axe des x, alors 


i0 ‘ v 
ui = ma =SHi. (XIV.63) 

En considérant selon cette expression les tronçons isolés des 
frontières de l'écoulement dans le plan 3, il est facile de déterminer 
qu'à la région de l'écoulement correspond dans le plan ft, le demi- 
plan disposé à droite de l’axe imaginaire v,/1* et limité au voisinage 
de l’origine des coordonnées par un demi-cercle de rayon 1/v.. Aux 
frontières de la poche correspondent les arcs de ce demi-cercle, et au 
point éloigné à l'infini le point d’intersection du demi-cercle avec 
l'axe réel (fig. XIV.12,c). 

Pour établir la liaison entre les plans w et &1, c'est-à-dire 


Gi = fi (w), (XIV.64) 


introduisons encore un plan intermédiaire auxiliaire de la variable 
complexe ? — Ë + in, dans lequel à la région de l'écoulement dans 
le plan w correspond le demi-plan inférieur. La condition indiquée 
est observée lorsqu'on utilise la fonction de transformation 


= 1 (XIV.65) 


Ve 


8 101] THÉORIE DE L'ÉCOULEMENT AUTOUR DES CORPS 577 


Finalement, aux bords de la plaque dans le plan t correspondent 
lespoints B, (E — TE et B: (E — — > disposés sur l’axe réel, et 


aux frontières de la poche de vapeur les segments de l’axe réel à par- 
tir de ces points jusqu’à l’origine des coordonnées. À un point éloigné 
à l'infini du plan w correspond l'origine des coordonnées dans le 
plan t (fig. XIV.12,d). 

Maintenant, pour déterminer la liaison (XIV.64), il suffit de 
trouver la fonction représentant la région de l'écoulement dans le 
plan &, sur le demi-plan inférieur £. Pour cela on peut se servir de la 
fonction de transformation de Joukovski (XI1.79) qui suivant les 
notations adoptées a la forme 


Er 
= C (ee 2 +—s) (XIV.66) 
ue * 


où C est le multiplicateur constant, l: le rayon du cercle dans le 


plan &, l, = 1/1. Le multiplicateur e 7 — —i tient compte de 
la rotation de la région de l'écoulement d’un angle x/2 lors du pas- 
sage du plan &, dans le plan £. La constante C se détermine de la con- 
dition suivant laquelle &, = i/v, au point B, du plan &:, et dans le 
plan t à ce point correspond t = 1/[J/c. Finalement, en substituant 
ces valeurs dans (XIV.66), il vient 


C=——— TU , 


t = = (Hu) (XIV.67) 


D'où nous trouvons la fonction inverse 


c'est-à-dire 


VA1—c2r2 
Hi = IVe DE (XIV.68) 
La condition suivant laquelle £ — —io pour &, — + o permet 


d'établir que, dans cette formule, la racine doit être précédée de signe 
plus. En remplaçant dans (XIV.68) £ suivant l'expression (XIV.65), 
nous obtenons la relation cherchée (XIV.64) sous la forme 


tu = IVe=w+ Ve | dz 
To mo Vo 


Maintenant pour résoudre le problème il suffit d'employer la 
formule (XIV.29) d’après laquelle 


(XIV.69) 


Z2=— 


f VELEVE av (XIV.70) 


Vo 
0 
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Le choix de la limite inférieure d’intégration w — 0 correspond 
à l'observation de la condition @ = + — 0 au point À du plan z 
et rend inutile l’introduction de la constante d'intégration. Après 
l'intégration, on obtient 


z =— [Vwt-uw)++ arccos EE +2 Vcw | . (XIV.71) 

Maintenant on peut trouver la valeur de c; pour cela il suffit de 

poser qu'au point B,: = ih/2 et w — œ@ = c. Alors, d’après la rela- 
tion (XIV.71), nous trouvons que 


Ro 


Era . 


(XIV.72) 


Le résultat de la solution du problème est la dépendance z — 
— f (w). Il est impossible d'obtenir la dépendance w — f (z). Cepen- 
dant. cela n’empèche pas de calculer la force qui est la résultante 
des pressions et est dirigée le long de l’axe des z, c’est-à-dire la résis- 
tance de la plaque. Pour son calcul, intégrons la différence des pres- 
sions agissant sur les deux côtés de la plaque, le long de toute sa 
hauteur 

h/2 


R;=— | (p— Ps) dy. 
—h/2 


En utilisant l'intégrale d'Euler, nous trouvons que dans le cas 
donné 


p— ps = (v£ —1 . 


Sur la surface de là plaque x = 0,  —0, w = œ et v = v, — 
— 0œp/0y; pour cela d’après (XIV.69), on trouve 


En tenant compte de la symétrie de l'écoulement par rapport 
a l’axe des x on peut écrire 


h2 . . h/2 , dv > 
Rx=p | (U>x — v°) dy = p | [ui —(<E) ldy= 
0 0 
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En y substituant la valeur D nous trouvons 


{ (Ve=s+Ve ve 
Renete | (  r7r) — 


Après intégration en tenant compte de la valeur de la constante c, 
on peut écrire 
° I 
r+4 


Comme on le voit, dans l'écoulement de cavitation examiné le 
paradoxe d’Euler-d’Alembert relatif à la nullité de la force de 
résistance du corps dans un fluide non visqueux n’est pas justi- 
fié. Le coefficient de résistance de la plaque pour le nombre de 
cavitation égal à zéro est 


R;= 7ncpv> — hpv:. (XIV.73) 


(XIV.74) 


La poche de vapeur correspondant à cette solution s'étend infi- 
niment au fur et à mesure qu'on s'éloigne de la plaque. 

La méthode décrite permet de résoudre le problème de l'écoule- 
ment avec cavitation pour x = 0 autour d’une plaque plane inclinée 
sur la vitesse v, sous l'angle d'attaque. Dans ce cas 


2nsin?æ . e 
Co=7Eisme : ŒIV-75) 
2x sin « cos 
Cyo —= TAtrsna . (XIV.76) 


Pour de faibles angles d'attaque sin &« — &, cos & — 1. Alors, en 
décomposant en série binomiale la grandeur (4 + na/4) ? et en se 
limitant au premier terme de cette décomposition nous trouvons des 
formules (XIV.75) et (XIV.76) les relations correspondantes 
(XIV.62) obtenues pour x — 0 au moyen de la théorie linéaire de la 
cavitation. 

Parmi les problèmes de l'écoulement autour des corps avec des 
nombres de cavitation x >> 0, envisageons l’étude de l'écoulement 
autour d’un arc réalisée par Iao-Tsé-Wu en utilisant le schéma pro- 
posé par Joukovski. 

L'image de l’écoulement étudié dans le plan z est montrée sur la 
fig. XIV.13,a. Sur les tronçons des frontières libres de la poche de 
vapeur la vitesse v, se détermine par la relation (XIV.53), et le long 


37* 
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des droites parallèles, qui servent de prolongement de la poche, 
v UV. L'image de cet écoulement dans le plan w est montrée sur la 
fig. XIV.13,b. A cette image correspond tout le plan à l'exception de 
la coupure le long de l'axe réel positif. Au point critique C, où 


@ 


8; D; 


Fig. XIV.13 


œ = % = 0, correspond l’origine des coordonnées, aux filets libres, 
les tronçons A,B, et A:B:. Pour la détermination de la dépendance 
z = f (w), on peut utiliser la méthode de Levi-Civita suivant laquel- 
le on introduit une fonction auxiliaire de la variable complexe 
(XIV.32) 
. du 1 . v 
Cs=iln Ho -iMm+06, 

où 6 est l’angle du vecteur de la vitesse de l'écoulement par rapport 


= 


à l'axe des x. 
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L'image de l'écoulement dans le plan &: (fig. XIV.13,c) est 
située à l’intérieur de la région CA:B:D,B;,4,C. La résolution 
ultérieure du problème consiste à déterminer la liaison &3 = f (w) 
qui nous fournira la solution, d’après la relation (XIV.32). A cet 
effet on introduit des plans intermédiaires auxiliaires, permettant de 
simplifier la construction de la fonction de transformation cherchée. 
Au moyen d’une telle méthode, on a effectué les calculs des carac- 
téristiques hydrodynamiques des plaques planes et des arcs de cercle 
pour les différents nombres x [19]. Pour le cas de l'écoulement autour 
d'une plaque normale à la vitesse v. on a obtenu par cette méthode 
l'expression 

7%$ 


27 x? ” 
Cx= (1H x) + 5 + …] , (XIV.77) 


qui pour x — 0 correspond à la formule (XIV.74) trouvée par la mé- 
thode de Kirchhoff et pour de faibles valeurs de %, quand on peut 
négliger les termes contenant %x en puissance supérieure à la pre- 
mière, correspond à la relation (XIV.54) et confirme sa validité. 

La théorie des écoulements symétriques à l'axe avec cavitation 
et décollement est jusqu’à présent insuffisamment élaborée. Cepen- 
dant on a établi que dans ce cas aussi pour le calcul du coefficient % 
on peut utiliser la relation (XIV.54) et la poche de vapeur qui se 
forme derrière le corps pour x => 0 a une forme ellipsoïdale. 
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Lorsqu'on étudie l'interaction des corps et d’un fluide, dans de 
nombreux cas il est indispensable de tenir compte des forces hydro- 
dynamiques qui apparaissent subitement. L'apparition de telles 
forces est possible, par exemple, lors de la chute des corps sur la 
surface de l’eau ou de l'application soudaine des forces extérieures 
à un corps immobile flottant dans un liquide. À de tels processus se 
rapportent les chocs produits par les tronçons du fond des navires sur 
l'eau lors de leur mouvement pendant une forte houle (slamming) ou 
lors du lancement par le travers, etc. On peut les considérer comme 
le choc d’un corps solide sur un fluide. L’intervalle de temps pendant 
lequel se produit le phénomène du choc est petit, mais la valeur des 
forces hydrodynamiques et des impulsions de ces forces qui apparais- 
sent dans ce cas est très grande. Ceci permet à l’étude du choc de 
négliger les impulsions des forces d'autre nature agissant sur le 
fluide et le corps solide et de considérer le mouvement du fluide pro- 
voqué par le choc comme ne dépendant pas de l’action de ces forces 
supplémentaires et en particulier de la force de pesanteur. 

L'analyse détaillée des facteurs influant sur le développement du 
choc contre le fluide, effectuée sur la base des recherches théo- 
riques et expérimentales, atteste de la complexité des phénomènes 


582 GLISSEMENT, CAVITATION ET CHOC (CH. XIV 


qui s’y produisent. Etant donné que le choc provoque l’apparition 
subite des pressions de grande valeur, le mouvement du fluide doit 
subir l'influence de la compressibilité. Ceci montre que le processus 
de transmission des pressions dans un fluide ne peut être considéré 
comme instantané, comme cela a été déjà noté lors de l’étude du coup 
de bélier dans le problème interne. Les paramètres du mouvement du 
fluide qui apparaissent en choc dépendent également de la déforma- 
tion du corps dont le choc sur l’eau est examiné. 

Le développement du choc lors de la chute d'un corps sur la 
surface d’unfluide est sensiblement influencé par l’air qui les sépare. 
Par exemple, dans le cas de la chute d’une plaque à plat sur la sur- 
face de l’eau, cet air forme au moment initial sur sa surface infé- 
rieure une poche d'air, qui empêche l'interaction de la plaque avec 
l’eau [8]. 

La prise en compte de l'influence de tous les facteurs énumérés sur 
le processus du choc est très difficile et n’est possible que dans les 
expériences. 

Considérons les méthodes théoriques de la détermination des 
caractéristiques hydrodvnamiques du corps lors d’un choc en admet- 
tant le corps indéformable, le fluide non visqueux et incompressible 
et sans tenir compte de l'influence de la force de pesanteur sur les 
phénomènes qui s’y produisent. Vu l’instantanéité de l’action du 
choc, on peut négliger les déplacements des particules de fluide 
pendant cet intervalle de temps ten. En partant des hypothèses 
énoncées on peut utiliser pour le calcul des pressions apparaissant 
dans le fluide lors d'un choc pen la formule (XIIT.11) sans y tenir 
compte de la pression hydrostatique et de la pression po 


2 
Peh = — Pr : 


En négligeant la variation de la position des particules dans l’es- 
pace, on peut conformément à cette expression écrire 


_ _1 ___1,s 77 
p=—- [ Per dt= L p°. (XIV.78) 


Tch 


où p* — | Pendt est l'impulsion de la pression pendant le choc. 


Ù 

La formule (XIV.78) permet en même temps de déterminer le 
sens physique du potentiel de la vitesse @. Suivant cette formule, le 
potentiel de la vitesse de n'importe quel écoulement peut être consi- 
déré comme une grandeur proportionnelle à l'impulsion des forces 
de pressions que l’on doit appliquer à un fluide pour qu'il y appa- 
raisse un écoulement potentiel avec une loi de la distribution des 
vitesses correspondant au potentiel ®@. On en déduit que tout mou- 
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vement d’un fluide non visqueux, dû à l’impulsion des forces super- 
ficielles qu'il subit, peut être considéré comme potentiel, c'est-à- 
dire irrotationnel. 

De ce qui a été dit ci-dessus, il devient clair que l'écoulement d'un 
fluide conditionné par un choc peut être étudié si l’on trouve le 
potentiel @ de sa vitesse induite satisfaisant à l'équation de Laplace 
Ag = 0. Pour sa détermination, il faut également formuler les 
conditions aux limites. 

Sur la surface libre d’un fluide, c’est-à-dire en dehors de la re- 
gion de son contact avec la surface du corps, du côté de laquelle sur le 
fluide agissent des pressions Pen, la pression est constante, c'est-à- 
dire pen — 0. Alors d’après la for- 
mule (XIV.78). en tous les points 
de la surface libre du fluide 


p=0. (XIV.79) 


Sur la surface S du corps la con- 
dition d’imperméabilité (V.8) est 
observée, suivant laquelle 


— —y 
on On» 


où Con est la composante normale 
de la vitesse cv, des points de la 
surface du corps. | 

Dans le cas de l'observation de Fig. XIV. 14 
cette condition il faut prendre en 
considération qu’en des points correspondants de la surface solide S 
la pression de choc et, par conséquent, son impulsion p* aussi doi- 
vent être supérieures à zéro, ou pour être plus précis, supérieures 
à la tension de vapeur saturante du fluide. Dans le cas contraire, on 
doit s'attendre à la rupture de la continuité, c’est-à-dire au décolle- 
ment du fluide de la surface du corps. 

La condition (XIV.79) se rapporte aux points de la surface li- 
bre, la nature de la déformation de laquelle au moment du choc est 
inconnue. Cependant, si l'on néglige le déplacement des particules 
du fluide pendant le choc, ou peut supposer que cette condition est 
observée en des points du plan coïncidant avec la surface du fluide 
au repos, par exemple dans le cas du problème plan, sur l'axe des x 
(fig. XIV.14). Mais alors en vertu du principe connu de la symétrie, 
utilisé auparavant au $ 98, on peut prolonger l'écoulement dans la 
région disposée au-dessus de la surface libre de l’eau et en des points 


correspondants 
(). — (TE), ° 
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c'est-à-dire 


Uys = lys (XIV.80) 
ainsi que 
op … 9 
CE). = (5): 
c'est-a-dire 
Us = — Vie (XIV.81) 


Des égalités (XIV.80) et (XIV.81), il suit qu’en des points de la 
surface S,, qui est l’image reflétée de la partie immergée du corps 
solide par rapport au plan y = 0 (fig. XIV.14) 


(SE) = 1% (XIV.82) 


Considérons les cas particuliers de différentes directions du mou- 
vement du corps au moment du choc. 


Fig. XIV.15 


Si la vitesse du corps v, au moment du choc est normale à la 
surface de l’eau, quand 5 = vo, alors d’après (XIV.80)-(XIV.82) 
dans la région située au-dessus de la surface libre le champ de la 
vitesse sera le même qu’en mouvement d'un corps limité par la 
surface S + S, mais s’effectuant dans un fluide continu le long de 
l’axe des y à la vitesse v,,. Donc on peut prendre le potentiel @ pour 
la région disposée au-dessous du plan y — 0 à partir de la solution 
du problème du champ des vitesses induites lorsque le corps corres- 
pondant se déplace dans un fluide illimité. Ainsi, par exemple, pour 
les sphères à moitié immergées, les ellipsoïdes ou une plaque plane, 
disposés sur la surface de l’eau, on prend ce potentiel directement 
à partir de la solution des problèmes des mouvements de ces corps 
dans un fluide continu. et pour le cylindre partiellement immergé 
(fig. XIV.15) à partir du problème du mouvement transversal d’un 
dièdre dont la surface est S + S,. La condition analogue est égale- 
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ment observée, lorsqu'on étudie le choc qui produit la rotation du 
corps autour de l’axe horizontal situé sur la surface libre du fluide. 

Si la vitesse du corps au moment du choc est dirigée le long 
delasurfacelibre v, — vo.. alors, commeilsuit des formules (XIV .80)- 
(XIV.82). le champ des vitesses induites dans la région du prolonge- 
ment de l'écoulement au-dessus de la surface libre correspond au 
cas où la partie reflétée de la surface immergée S, du corps se dépla- 
ce dans le sens inverse le long de l'axe des x à la vitesse — vo, 
(fig. XIV.16), c'est-à-dire à un glissement des deux corps symétri- 
ques dans un fluide illimité. Mais au cours de la résolution de ce pro- 
blème des difficultés supplémentaires peuvent surgir, liées au fait 


Fig. XIV.16 


que sur la partie immergée de la surface S, disposée du côté opposé 
au sens de son mouvement (sur la fig. XIV.16, du côté de la direc- 
tion négative de l’axe des x) il est possible la formation d’une zone 
où p* <0et il y a décollement du fluide de la surface du corps. Dans 
ce cas la condition aux limites 9g/0n = vo, depuis le point de décol- 
lement jusqu’à la surface libre doit être remplacée par la condition 
p* = 0, c'est-à-dire ® = 0. Ceci nous amène à résoudre le proble- 
me de l’écoulement autour d’un corps avec décollement en déter- 
minant de la position du point de décollement du fluide. 

L'énergie cinétique d’un fluide en écoulement potentiel se déter- 


mine. comme on le sait, par la formule (VI.33) et s'exprime par les 
masses virtuelles À, 


ic = —pyp<as, 
S 


où S est la surface du corps. 

Dans le cas d’un choc vertical, lié à un mouvement de translation, 
on doit prendre le potentiel œ figurant dans cette formule le même 
qu’en mouvement d’un corps avec une surface S + S,, mais dans 
un milieu continu. Alors la valeur de la masse virtuelle (en cas 
d’un problème plan À::) au cours du choc Àsscn Sera deux fois moin- 


dre qu’en mouvement d’un corps avec une surface S + S$, dans un 
milieu continu 


(XIV.83) 
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puisque pour les mêmes valeurs du potentiel, la région d'intégration 
paraît être diminuée de moitié 


x 0 0 
ho eh = —? | pSds= 6 & pas. 
S S+So 


La grandeur de l’énergie cinétique du fluide sera 


9 
os chtüy 


Tan = ER , (XIV.84) 


et la quantité de mouvement du fluide après le choc 
Or ch = Âe2 ehVoy- (XIV.85) 


Ainsi, par exemple, pour un cylindre à moitié immergé de 
rayon ro, flottant sur la surface d’un fluide et acquérant instantané- 
ment à la suite d’un choc une vitesse verticale v,,, compte tenu de 
(VI.73), nous obtenons 


La relation analogue à (XIV.83) est applicable également au cal- 
cul du moment d'inertie virtuel du fluide À:3n dans le cas d’un choc 


ls en = 2 , (XIV.86) 
et de plus 
Ti ch = 28 ce 


où « est la vitesse angulaire de rotation du corps au moment du 
choc. 

Si au cours d’un choc le corps se déplace le long de la surface 
libre 


2 
T Âi1 chlOx 
fich — 9 , 


pourtant les relations analogues à (XIV.83) ne sont plus utilisables 
pour la détermination de la valeur À;5n. On peut l'obtenir seule- 
ment en résolvant le problème suivant le schéma montré sur la 
fig. XIV.16 et compte tenu du décollement possible lors du choc. 
Ce problème a été étudié en détail par L. Sédov [20] pour le choc 
horizontal d’une plaque mince disposée verticalement dans un flui- 
de. La loi de la distribution de l'impulsion de la pression p*, qui 
prend naissance lors d’un choc dirigé le long de l’axe des zx, sur 
la surface d’une plaque de hauteur a, est montrée sur la figure XIV.17. 
Sur le côté opposé de la plaque au-dessus du point o, situé à une 
distance 0,08 a du bord inférieur de la plaque, p* = 0; ceci montre 
que dans cette zone, lors d’un choc a lieu un décollement du fluide. 
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La valeur de la masse virtuelle Aisen dans le cas examiné est 
2a2 
LST ch — ko Tr 3 


où le coefficient 4 — 0.66 ; si on résout ce problème sans tenir comp- 
te de l'influence du décollement du fluide, alors k = 1; cependant 
une telle solution ne correspond pas à l’image physique des phénomè- 
nes observés. 


Fig. XIV.17 Fig. XIV.18 


En cas d’un choc vertical sur la surface de l’eau d’un corps de mas- 
se m et de vitesse 9, suivant la loi des quantités de mouvement 


Voym = (Mm—+- À ch) Veh; 
c'est-à-dire la vitesse du corps après le choc wh 


m 


Uch = MmEtech Uoy- (XIV.87) 


La valeur de la masse virtuelle Àsscn doit être prise dans cette 
formule conformément aux recommandations énoncées ci-dessus. 

Le cas particulier est l’entrée du corps dans l’eau. Accompagné de 
déformations de la surface du fluide, de formation de filets d’em- 
bruns, il ne peut plus être considéré comme un processus instantané. 

Parmi les exemples d'écoulement de ce type le plus important 
et le plus étudié est l'entrée verticale dans l’eau d’un coin symétrique 
ou d'un cône de demi-angle extérieur f (fig. XIV.18). Si l’on ne 
tient pas compte de l'influence des forces de la pesanteur du fluide, 
l'écoulement qui apparaît lors de l'immersion du coin ou du cône 
dans le liquide peut être considéré comme automodelé, c'est-à-dire 
pour les différentes profondeurs d'immersion k du sommet du coin les 
vitesses du fluide en des points respectivement disposés par rapport 
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à son sommet ont une même valeur. De ce fait, on peut admettre 
que le coefficient de la force de résistance, apparaissant au mo- 
ment de l'entrée du coin ou du cône dans l’eau, ne dépend pas de li 
vitesse d'immersion du corps. 

Lors de l'élaboration des méthodes théoriques du calcul de la 
masse virtuelle et de la force de la résistance en cas de l'entrée du 
corps dans l’eau, on utilise des hypothèses simplifiées. Suivant 
l'hypothèse proposée par Wagner, la force hydrod ynamique vertica- 
le À, apparaissant au cours de l'immersion du coin ou du cône et, 
par conséquent, le processus lui-mème de cette immersion peuvent 
être considérés comme le résultat de chocs élémentaires successifs 
continus du corps sur le fluide. Et de plus, on propose de considérer 
l'écoulement de fluide apparaissant à chaque instant, comme résul- 
tant du choc sur la surface du fluide d’une plaque plane dont la 
surface et la forme en plan correspondent à la ligne de flottaison 
instantanée du corps et la vitesse est égale à la vitesse d'immersion 
du corps. En cas d’un coin, la plaque plane aura la forme d'un rectan- 
gle et en cas d’un cône, la forme d’un cercle avec des valeurs instan- 
tanées des masses virtuelles au cours du choc, déterminées par la rela- 
tion (XIV.83), c’est-à-dire pour une plaque 

rpb? (t) 


le ch= 5 — ; (XIV.88) 
pour un cercle 
oz en = EE | (XIV.89) 


Comme il résulte de ces formules, les valeurs instantanées À 
sont des fonctions du temps, puisque les dimensions caractéristiques 
telles que la demi-largeur b (?) de la ligne de flottaison instantanée 
du coin et le rayon de la ligne de flottaison instantanée du cercle 
r (t) sont fonctions du temps. Pour déterminer la force hydro- 
dynamique verticale R, agissant sur ces corps lors de leur immer- 
sion, il faut faire appel à la loi des quantités de mouvement (VI.57) 
suivant laquelle 

d 
Ry= — uen , (XIV.90) 

Si l’on tient compte que dans le cas considéré Às> — Àsoeh. et 
loy = LC et on emploie la formule respective de (VI. 61), alors la 
quantité de mouvement du fluide en choc Q:i cn se déterminera par la 


relation 
Qri ch = À22 chÜyr 


En la substituant dans (XIV.90) et en effectuant la dérivation, 
nous obtenons 


dhee dv - 
R,= — PT © (A en) = — es ch Uy — À ch Tr . (XIV.91) 
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Si l’on considère l'immersion du corps comme s'effectuant à la 
vitesse constante v,, on peut négliger le second terme de cette formu- 
le et le premier représentera la force de la résistance à l'entrée dans 
l'eau du coin ou du cône 


Les valeurs du facteur dÂssen/dt dans cette formule peuvent être 
déterminées d’après l'hypothèse de Wagner énoncée ci-dessus : 
pour le coin 


dÀo LL 4 2 A 
ER = nph (5 —1) Vy avec O<LB<—+, 


pour le cône 


Da au (a) LM (Lin d) 


pour 0 << B << 30°. 


Déterminons maintenant le coefficient C, — Au de la force 


de la résistance à l'immersion du coin, en le rapportant à la surface 
de la ligne de flottaison instantanée S = 2h ctg B, 


ph Enr 2 
Ci ——© = (51). 

Ce coefficient, comme il a été indiqué plus haut, ne dépend pas 
de la vitesse d'immersion du coin. 

En cas d'immersion d'un corps avec une vitesse verticale varia- 
ble dans le temps, on doit, en calculant la force R, d'après la formule 
(XIV.91), tenir compte du second terme, en y considérant Àssch COm- 
me fonction du temps, c'est-à-dire en fin de compte comme fonc- 
tion de la profondeur d'immersion À de l'extrémité du corps. 
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